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Anmerkungen zur vorliegenden Ausgabe:

Das Skript basiert auf den F1-Skripten der Wintersemester 1998 und 1999. Nach den Erfahrungen
der ersten Veranstaltungen im F-Zyklus der neuen Studienordnung, wurden mit der Platzierung dieser
Veranstaltung im zweiten Semester des Grundstudiums, einige Inhalte anders dargestellt, umgeordnet
und einige Teile gekiirzt oder sogar weggelassen. Entsprechend eines Beschlusses des Fachbereichsrates
(FBR) wurde auch der bisherige Titel ,Automaten und Kalkiile* zu , Automaten und Formale Spra-
chen“ geéndert. Durch diese Mafinahmen wird diese Veranstaltung inhaltlich besser auf die anderen

Veranstaltungen des Grundstudiums abgestimmt.

Mit Unterstiitzung von Ubungsgruppenleiter(inne)n und Besuchern fritherer F1- bzw. F2-Veranstalt-
ungen konnten (einige) Fehler in dieser Ausgabe vermieden werden. Sie halten eine korrigierte und
ergénzte Version in den Handen. Dennoch sind Fehler nie ganz auszuschliefen. Wenn Sie meinen, einen
Fehler gefunden zu haben, dann wenden Sie sich bitte an Prof. Dr. Matthias Jantzen oder an Dr. Berndt

Farwer.

Speziell danken méchten die Autoren jenen Studierenden, die sich in den Ubungsgruppen und der
Vorlesung fragend aber auch kritisch zu Wort meldeten! Allen, die zur Fehlerfreiheit und Verbesserung
des Skriptes beigetragen haben, gebiihrt besonderer Dank: Alex Bepple, Jan Ortmann, Wilfried Roper,
Christina Theilmann und Matthias Wester—-Ebbinghaus (Namen in alphabetischer Reihenfolge) sowie
viele hier nicht namentlich genannte Studierende halfen durch ihre Korrekturen, Unsauberkeiten und

Fehler vorangegangener Ausgaben zu korrigieren!

Das vorliegende Skript wurde mit I¥TEX2e unter Verwendung diverser Zusatzpakete auf einem Power-
Macintosh unter MacOS X erstellt. Die Zeichnungen wurden zum gréfiten Teil mit den Programmen
OmniGraffle, Tllustrator v. 8.0 bis 10.0 (von Adobe) und Canvas v. 5.0 u. 6.0 (von Deneba) als EPS-

Dokumente (encapsulated postscript files) erstellt.
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1 Einleitung

,Die Grenzen meiner Welt sind die Grenzen meiner Sprache.
»1ch kann in einer Disziplin nur soviel an Wissenschaft entdecken, wie Mathematik in ihr enthalten ist.“

(Ludwig Wittgenstein, 1889—1951, Philosoph und Mathematiker)

Informatik ist eine Wissenschaft, die sich mit der Beschreibung, Analyse und Gestaltung informations-
verarbeitender Prozesse beschiftigt. Zur Analyse und Aufbereitung von Problemen aus dem téglichen
Leben wie auch der Wissenschaft, ist es notig, ihre strukturellen und mathematischen Aspekte zu erken-
nen und zu formulieren. Oft erkennt man diese erst, wenn auch die Moglichkeiten zu deren Formulierung
zur Verfiigung stehen. Da eine Hauptaufgabe der Informatik die Entwicklung von maschinell durchfiihr-
baren Verfahren zur Losung von Problemen der Informationsverarbeitung ist, kommt der formalen
Beschreibung der Strukturen, Modelle und Algorithmen eine besondere Bedeutung zu. Wéhrend jedoch
die Mathematik wie selbstverstdndlich mit unendlichen Objekten, wie zum Beispiel den reellen Zahlen,
oder Zahlen, die nicht rational sind wie 7 oder e, aber auch mit unendlichen Mengen umgeht, diese defi-
niert, umrechnet und dariiber Beweise fiihrt, ist das in der Informatik manchmal nur sehr eingeschrénkt
moglich. Hier benttigen wir reale Rechner, die keine wirklich unendlichen Objekte bearbeiten kénnen.
An deren Stelle werden immer endliche Reprisentationen treten miissen, mit denen dann weiter gearbei-
tet werden kann. In der (nicht nur theoretischen) Informatik, haben wir es zum gréfiten Teil mit Fragen
zu endlichen Reprasentationen beliebiger Objekte und deren adéiquaten algorithmischen Behandlung zu

tun.

Programme zur Ausfithrung von Algorithmen auf Rechenmaschinen sind nun kaum brauchbar, wenn sie
das gestellte Problem nicht korrekt 16sen; oder dies zwar richtig bearbeiten, jedoch nicht mit der nétigen
Effizienz. Aussagen iiber die Korrektheit und Effizienz von Programmen sind aber nur mdoglich, wenn
Syntax und Semantik der verwendeten Konstruktionen und Programmiersprachen exakt festgelegt sind.
Die Methoden, die solches erst moglich machen, sind Gegenstand der Theoretischen Informatik. Gleich-
zeitig mit der formal einwandfreien, mathematischen Formulierung von Modellen, wird der Rahmen

geliefert, in dem versprochene Eigenschaften bewiesen werden kénnen.

Die Theoretische Informatik befafit sich mit formalen Grundlagen. In dem Teilgebiet Automaten-
theorie wird zum Beispiel danach gefragt, welche einfachen mathematischen Modelle dem Computer
zu Grunde liegen. Die Theorie der Berechenbarkeit untersucht, wie man das Berechenbare von
dem Nichtberechenbaren abgrenzen kann, indem man Probleme benennt, die ein Computer unter kei-
nen Umstdnden 16sen kann. Die Komplexitétstheorie fragt danach, welchen rechnerischen Aufwand

die Losung gewisser Problem erfordert. In dem Teilgebiet Formale Sprachen wird der prinzipielle,
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strukturelle Aufbau von Programmier- und Spezifikationssprachen (deren Syntax) untersucht. Die Lo-
gik bildet die Grundlage fiir eine formale Semantik von Konstruktionen z.B. mit Programmier- und

Spezifikationssprachen.

Die Mathematik spielt in der Informatik die Rolle eines ,,Denkzeugs®, mit dem wir knapp und prézise,
ohne Vagheiten und Mehrdeutigkeiten den (abstrakten) Kern einer Sache beschreiben kénnen. Erst auf
der Basis eines sauberen theoretischen Fundaments wird es moglich, solche Beschreibungen zu formu-

lieren und deren Analysen vorzunehmen.

Zum Versténdnis der (nicht nur theoretischen) Grundlagen der Informatik wird im Anhang, quasi als
Zusammenschau und Uberblick, ein kurzer Einblick in die historischen Urspriinge dargestellt. Die Au-
toren beschrianken sich hier jedoch auf den Teil, der dem Vorlesungszyklus Formale Grundlagen der
Informatik am néchsten steht. Veranstaltungen der iibrigen Grundstudiumszyklen, hier vor allem der

IMG-Zyklus, werden weitere niitzliche Informationen zu den Grundlagen der Informatik liefern.

Das vorliegende Skript zur Vorlesung ,, Automaten und Formale Sprachen (F2)“ des Informatik Grund-
studiums soll die wesentlichen Notationen und Ergebnisse dieses grundlegenden Teils der Theoretischen
Informatik wiedergeben, wobei zur Motivation Anwendungen angesprochen werden. Die zum Versténd-
nis notwendigen mathematischen Notationen und Konzepte werden angesprochen, diirften aber zum
groflen Teil auch in den vorangegangenen Mathematik-Veranstaltungen bekannt gemacht worden sein
und koénnen entsprechenden Lehrbiichern entnommen werden. Trotzdem werden einzelne Beweise relativ
ausfiirlich aufgenommen, weil dadurch die Leserinnen und Leser weitere Anwendungen der in der Ma-
thematik vorgestellten Beweistechniken vorfinden und mit diesen vertraut gemacht werden sollen. Die
dabei auftauchende formale Strenge ist jedoch keine Feind der Einfachheit. Schon Hilbert wies darauf
hin, dass die Benutzung streng formaler Methoden dazu anhélt nach klareren und einfacheren Beweisen

zu suchen!

Am Ende dieser Unterlagen werden weitere Quellen angegeben, die zum Nachschlagen wie zur Vertiefung

des Verstdndnisses herangezogen werden konnen.

Zur Einiibung sind Ubungsaufgaben in den angebotenen Ubungsgruppen zu losen. Diese werden ent-
sprechend ihres unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades mit Punkten bewertet. Die aktive Teilnahme an
den angebotenen Ubungsgruppen ist erforderlich. Es wird nachdriicklich empfohlen, den Stoff in kleinen
Arbeitsgruppen von zwei bis hochstens vier Studierenden zu bearbeiten. Besser als durch eigenes Ausein-
andersetzen mit dem Stoff und zusétzliche Diskussion mit Kommilitonen kann sich ein(e) Studierende]r]

kaum fiir eine Priifung vorbereiten!

Wem eine Schreibweise, wie z.B. die vorstehende, nicht klar ist, soll hier, genauso wie spéter im Text, kei-
ne eindeutige Definition vermissen miissen. Damit also schon zu Beginn klar wird, wie diese Schreibweise

zu verstehen ist, hier eine erste, ganz fachfremde , Definition*:

1.1 Schreibweise

In diesem Text benutzen wir in der Regel die Bezeichnung , Studierende* fiir weibliche wie ménnliche
»StudentInnen. Letztere Schreibweise mit dem grofien I, anstelle etwa von ,,Student(inn)en®, bezeichnet

zwar das gleiche, wird hier aber nicht verwendet. In manchen Sprachkonstruktionen, wie zum Beispiel der
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“ mit gleicher Bedeutung ersetzt werden

obigen, konnte die verwendete Notation: ,ein(e) Studierende[r]
durch: ,ein(e) StudentIn“, bzw ,ein(e) Student(in)*. In diesen Fillen bedeuten die mit runden Klam-
mern versehenen Wortteile, dass diese im gleichen Satz entweder alle verwendet oder alle gleichzeitig
weggelassen werden sollen. Letztere Schreibweise werden hier in der Regel bevorzugt. Werden runde und
eckige Klammern im gleichen Satz gesetzt, so bedeutet dies, dass entweder die mit runden Klammern
oder die mit eckigen Klammern versehenen Teile weggelassen werden sollen.! Sprachliche Verrenkungen
lassen sich auf diese Weise leider dennoch nicht immer vermeiden, und man (nein, nicht ,frau“, denn
hier wird ja ,,man“ auch nicht mit doppel-,,n“ geschrieben, selbst wenn die historischen Wurzeln viel-
leicht wirklich bis dorthin reichen!) mége mir nachsehen, wenn hier einer strikten geschlechtsneutralen
Schreibweise nicht in jedem einzelnen Fall der absolute Vorrang eingerdumt wurde. Die Leser(innen)

mogen selbst entscheiden, welche Schreibweise sie bevorzugen.

1.2 Einfithrendes Beispiel

Das folgende Bild zeigt das Innere eines Geriéites, in das eine Kugel oben bei L oder R eingeworfen
werden kann. Die Hebel an den Verzweigungsstellen werden jeweils durch die Kugel beim Passieren
umgestellt. Je nach dem wo die Kugel eingeworfen wird und wie dann gerade die Stellung der Hebel ist,

wird die Kugel das Gerét bei dem mit 1 oder mit 0 bezeichneten Ausgang verlassen.
L R

e &

Um das Verhalten des Gerétes vollstéindig zu beschreiben, kénnten wir zum Beispiel die nachstehende

Liste vervollstandigen:

\ A\
1. Wenn in der Situation die Kugel bei L eingeworfen wird, dann kommt sie beim Ausgang O

/\
heraus und die Hebelstellung danach ist: .

A\
2. Wenn in der Situation die Kugel bei R eingeworfen wird, dann kommt sie beim Ausgang O

heraus und die Hebelstellung danach ist: [\ .
3. bis 16. (analog)

I Anmerkung: Diese Konvention wird im Skript nicht durchgéingig eingehalten. (bf)
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\ A\
Wir kénnen uns die kleinen Bildchen wie durch kleine Gummistempel erzeugte ,,Symbole* vorstellen,

und werden in diesem Sinne eine kurze Zeit damit weiterarbeiten.

Die fertiggestellte Liste wire am Ende sicher nicht sehr iibersichtlich, und wenn wir das Verhalten des
Geriétes nach mehrfach wiederholtem Einwerfen der Kugel notieren sollten, wiren wir wohl etwas lédnger
beschiftigt.

Offensichtlich héngt das Verhalten des Gerétes nur davon ab, welche Schalterstellung gerade vorliegt und
wo die Kugel eingeworfen wird. Zudem wird das Ergebnis dadurch offensichtlich eindeutig festgelegt.

Eine angemessenere Form der Beschreibung ist dann die einer mathematischen Funktion 4, mit der

Urbildmenge:

NNV AR R
(CESIEER (N [/]} wnd s € (LR}
) ) ) ) ) ) )

und der Bildmenge:
{rwe) 1o e {1 X D] [/ 1) 1} wnd s € {1,0}}.

Dies notiert sich natiirlich viel leichter, wenn die Menge der Hebelstellungen besser — im Sinne einer

) )

einfacheren Notation — dargestellt wird!

Bezeichnen wir die Hebelstellung von links oben nach rechts unten mit der Ziffer ,,0“ und diejenige

von rechts oben nach links unten mit der Ziffer ,,1%, so kann die Stellung der drei Hebel als Binérzahl

dargestellt werden. Wir wihlen die Bindrzahl ,,001¢ fiir die Situation [\ und ,,101“ fiir die Situation !
In Dezimaldarstellung (z.B.: 3 = [011]2) sind dies die Ziffern 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7. Die acht Hebelstellungen
bedeuten letztlich die moglichen internen Zustinde des Gerétes, weswegen wir diese als Elemente z;
der Menge Z := {zo, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27} notieren wollen. Aus dem Index i des Zustands z; 148t sich
ebenso eindeutig die Stellung der Hebel im Inneren des Gerétes in diesem Zustand ablesen. Die soeben
natiirlichsprachlich beschriebene (Ubergangs-)Funktion lisst sich nun, wie in Abbildung 1.1 dargestellt,

mathematisch formal notieren.

Die Ubergangsfunktion haben wir hier mathematisch beschrieben durch die Zeile
§:Zx{L,R} — Z x {1,0},

die ausdriickt, dass jeweils ein Zustand aus der Menge Z zusammen mit einem der Symbole
L oder R iiberfithrt werden in einen neuen Zustand — wiederum aus Z — und einen der
Ausgénge 1 oder 0. Hier werden also Vor- und Nachbereich der Funktion festgelegt.

7Z x {L, R} ist (mathematisch gesehen) die Menge aller Paare aus Zustand und Eingang,
wihrend Z x {1,0} die Menge aller Paare aus Zustand und Ausgang darstellt. (x bildet das

cartesische Produkt zweier Mengen.)

In den folgenden Zeilen wird die Funktion durch explizite Angabe der Zuweisungsvorschrift
spezifiziert. Die entspricht der konkreten Angabe der Menge aller Paare aus Urbild und Bild
der Funktion. Dabei ist zu beachten, dass Funktionen immer rechtseindeutig sind, d.h. fiir
jedes Element aus dem Vorbereich das Bild eindeutig bestimmt ist. Eine Funktion weist

Elementen aus dem Vorbereich deterministisch einen Funktionswert zu.
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§:Zx{L,R} — Zx{1,0}

(207L) = (2670)
(ZO,R) (2170)
(Zle) = (2770)
(ZlaR) = (Z270)
(227L) = (247 1)
(ZQ,R) = (2370)
(Zg,L) = (257 1)
(Z3,R) = (Z07 1)
(247L) = (207 1)
(Z4,R) = (Z570)
(Z57L) = (Zlv 1)
(Z5aR) = (2670)
(’267L) = (227 1)
(ZG,R) = (Z770)
(Z77L) = (237 1)
(Z7aR) = (247 1)

Abbildung 1.1: Ubergangsfunktion (links) und Zustandsgraph (rechts)

Natiirlich ist solch eine Liste von Funktionswerten nicht sehr hiibsch. Etwas iibersichtlicher wird es, wenn
wir stattdessen einen Graph zeichnen (rechtes Bild), dessen Knoten den Zusténden zugeordnet sind und
der 16 gerichtete und beschriftete Kanten fiir die Abbildungen besitzt. Diesen Graphen bezeichnet man
gewohnlich als Zustandsgraph (genauer: Zustandsiibergangsdiagramm). An einer Kante steht hier die
Beschriftung L/0 (bzw. L/1, R/0, R/1), wenn die Kugel bei L (bzw. R) eingeworfen wird und dann

bei 0 (bzw. 1) wieder herauskommt.

Falls wir nun wissen mochten, in welchen Zustand das Gerét gelangt, wenn wir beginnend im Zustand

zp die Kugel z.B. in der Folge
F:=LLRLRRLRLRLLRRLRLLRLRRLRRRLRRLRRRLRR

einwerfen, so konnen wir dies an dem Zustandsdiagramm ablesen. Wir erhalten dabei sogar gleichzeitig
die Informationen, wo die Kugel jeweils herauskommen wird. Wenn die Eingabesequenz allerdings recht

lang ist, so ist dies Vorgehen sogar recht miihselig und fehleranfillig.

Bei sorgfiltigem Betrachten des Zustandsdiagramms fillt auf, dass man nach viermaligem Einwerfen der
Kugel bei L (bzw. nach viermaligem Einwerfen der Kugel bei R) das Gerét wieder in den gleiche Zustand
versetzt bei dem man gestartet hatte. Wir notieren dies fiir jeden Zustand z;,i € {0,1,2,3,4,5,6,7}
durch z; LLLL z; und z; RERR z;. Ahnlich verifizieren wir, dass fiir alle i,j € {0,1,2,3,4,5,6,7} die
gleichartig notierte Beziehung z; £L z; genau dann gilt, wenn z; L8 z; zutrifft. Dies bedeutet, dass
wir eine lange Eingabefolge F' von Eingabesymbolen L und R mit dem im folgenden beschriebenen
Verfahren umformen kénnen, ohne den erreichten Zustand dabei zu verdndern. Wir formulieren das
Verfahren in Form von Regeln, die eine Folge von Aktionen (hier: Einwiirfen der Kugel in die linke

bzw. rechte Offnung) in eine andere, nicht lingere Folge umwandeln.
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Transformationsverfahren:

Wende die folgenden Regeln solange an, wie dies moglich ist:

a) Wenn in der Folge eine der Sequenzen LLLL oder RR R R vorkommt, 16sche diese.
b) Wenn in der Folge die Sequenz R L auftritt, ersetze diese durch die Sequenz L R.

Wenden wir diese Regeln auf die Sequenz F an, so ist zum Beispiel die in Abbildung 1.2 gezeigte Abfolge
von Ersetzungen moglich, wobei die spéteren Vertauschungsschritte bei maximaler Parallelitét in einer
Zeile notiert wurden. Die mit Klammern markierten Stellen deuten die Vertauschungen von Symbolen
an, wiahrend unterstrichene Teilworter entfernt werden.

LLRLRRLRLRLLRRLRLLRLRRLRRRLRRLRRRLRR

LLRLRRLRLRLLRRLRLLRLRRLRRRLRLRRRRLRR
LLRLRRLRLRLLRRLRLLRLRRLRRRLRLLRR

LLRLRRLRLRLLRRLRLLRLRLRRRRLRLLRR
LLRLRRLRLRLLRRLRLLRLRLLRLLRR

LLLRRLRLRLRLRLRLRLLRLRLLRLRR
SRR R KRR~

LLLRLRLRLRLRLRLRLRLLRLRLLRRR
KRS ST NSRS~

LLLLRLRLRLRLRLRLRLRLLRLRLRRR
NS A=t =i e S

LRL RL RL RL RLRLRLRLLRLRRRR
R e R

LLRLRLRLRLRLRLRLRLLR
NSNS~

LLLRLRLRLRLRLRLRLRLR
S
LLLLRL RL RLRLRLRLRLRR
.
LRLRLRLRLRLRLRRR
S~
LLRLRLRLRLRLRRRR
S
LLLRLRLRLRLR
7~~~
LLLLRLRLRLRR
N~~~
LRLRLRRR
~— ~~
LLRLRRRR
~—~

LLLR

Abbildung 1.2: Anwendung des Transformationsverfahrens auf die Folge F

Am Ende sind die erhaltenen Sequenzen stets so kurz, dass der mit einer beliebig langen Folge F
erreichbare Zustand nun sehr leicht herauszufinden ist! Tatséchlich bestehen die so erhaltenen Folgen aus
hochstens sechs Symbolen. Diese kurzen Sequenzen kénnen mit obigen Regeln alle auf eine der folgenden
Formen gebracht werden: A, L, R, LL, LR, RR, LLL, LLR, LRR, RRR, LLLR,

LLRR, LRRR, LLLRR, LLRRR, LLLRRR. Hierbei bezeichnet das griechische kleine
Lambda ,A\“ die Tatsache, dass nach der Umformungsprozedur keines der Symbole L oder R mehr

vorhanden ist, man also in den Ausgangszustand zuriickkehrt.
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Offensichtlich braucht man nur die Anzahlen der vorkommenden L’s und R’s modulo 4 zu z#ihlen, um
die entsprechende kurze Folge als eine Normalform zu erhalten! Die vorige Folge F enthélt 15-mal das
Auftreten eines L’s und 21 Vorkommnisse des Symbols R. Modulo 4 sind das 3-L und 1-R, was vom
Effekt her der Folge L L L R entspricht, die wir durch die Ersetzungsregeln auch erhalten hatten. Wie
man nun leicht nachpriift, wird im Zustandsdiagramm mit dieser Folge F von jedem Zustand jeweils

der benachbarte Zustand in der gleichen Hohe gegeniiber eingenommen.

An diesem Beispiel zeigen sich bereits wichtige inhaltliche Bestandteile und Erkenntnisse

(nicht nur) fiir diese Vorlesung:

e Die Notwendigkeit von Abstraktionen und die Beschrankung auf das Wesentliche. Es
ist jedoch Vorsicht geboten, damit nicht wichtige Informationen verlorengehen!

e Die Niitzlichkeit mathematischer Notationen, wie z.B. Funktionen und Relationen!

Diese werden durchgéngig in der Informatik verwendet.

e Die deutlichere Ubersichtlichkeit bei Verwendung von gerichteten und beschrifteten
Graphen. Diese werden hédufig bei der Beschreibung von Automaten und anderen ma-
thematischen Objekten verwendet. Sie dienen vorrangig der Visualisierung von (hiufig)
komplexen Zusammenhingen, haben jedoch immer auch eine mathematisch formale
Darstellung!

e Die Moglichkeit algorithmischer Verfahren, zum Beispiel solche, die Transformatio-
nen von Zeichenketten benutzen. Solche Transformationen werden spéter im Zusam-
menhang mit Algorithmen und formalen Grammatiken bzw. Reduktionssystemen wie

auch anderen Kalkiilen untersucht.







2 Notationen und Grundbegriffe

Betrachten Sie folgende Aussage:

,Wenn G = Vab das geometrische Mittel (geometric mean) und A = “E2 das arithmetische Mittel
(arithmetic mean) der positiven Zahlen a und b bezeichnen, so gilt stets G < A. Die Gleichheit G = A

gilt hier nur, wenn a = b ist.“

Die hier verwendeten Gleichheitszeichen haben unterschiedliche Bedeutung: Die des ersten Satzes be-
deuten die Definition der neuen Objekte G und A auf der Basis der schon bekannten Groéflen a und b,
wéhrend die im zweiten Satz Beziehungen (Relationen) bezeichnen. Wir werden diese verschiedenen
Gleichheitsbegriffe auch in der Notation von einander unterscheiden. Das relationale Gleichheitszei-
chen ,=* wird wie iiblich verwendet (Auf dem europiischen Kontinent ist es erst seit dem achtzehnten
Jahrhundert in Gebrauch, obwohl das Symbol ,,=* von Robert Recorde schon 1577 eingefiihrt und emp-
fohlen wurde! Vergl. [Gries&Schneider], Seite 16.) und unterschieden von demjenigen, das wir benutzen
um Neues aus schon Bekanntem zu definieren. Wir werden in diesem Skript fiir: ,;sei definitionsgeméf
gleich“ das mit einem Doppelpunkt beginnende Gleichheitszeichen ,,:=* benutzen, welches in PASCAL-
und ALGOL-&hnlichen Programmiersprachen, sowie héufig bei Beschreibungen von algorithmischen

Verfahren als Zuweisungssymbol verwendet wird.

Weiterhin werden neue Begriffe bei deren Definition fett gedruckt und es werden die englischen Bezeich-
nungen in kursiv (wie oben geschehen) hinter neuen Begriffen notiert. Beweise werden mit dem kleinen
Quadrat ,, O0“ abgeschlossen, Definitionen, Theoreme (Sitze), Lemmata (Hilfssétze) sowie Korollare
(Folgerungen aus Theoremen oder Lemmata) werden dagegen ohne eigenes ,,Endezeichen geschrieben,
jedoch typographisch vom restlichen Text abgesetzt.

Wichtige, dem Verstédndnis dienende Anmerkungen werden mit einem Rahmen versehen, der

jedoch nicht die Wichtigkeit von Definitionen und insbesondere Theoremen schmélern soll!

Wir beginnen das Skript mit einer Reihe von Definitionen und Notationen, werden aber — wo immer es
geht — weitere mathematische Begriffe erst dann definieren, wenn diese aus Sicht der Anwendung und
Benutzung in diesem Skript notig werden. Dieses Kapitel ist vorwiegend als Referenz zu verstehen, in
dem nachgeschlagen werden kann, welche Schreibweisen und Definitionen fiir dieses Skript verwendet
werden, da in der Fiille der weiterfithrenden Literatur héufig unterschiedliche Notationen verwendet

werden.

Als Begleitlektiire seien insbesondere [Hopcroft,Motwani& Ullman|, [Hopcroft& Ullman] und [Kinber&Smith]

empfohlen.



2 Notationen und Grundbegriffe

2.1 Notation von Mengen

Mengen Wir werden oft Mengen und darauf erklédrte Relationen verwenden, und wollen hier die von
uns verwendete Notationen fiir diese intuitiv bekannten Begriffe erkldren. Cantor (Georg Cantor, 1845-
1918) folgend, ist eine Menge (set) M eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte
unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem

Ganzen.

Mengen konnen wir auf unterschiedlichste Weise bilden: Wir kénnen sie extensional (dem Umfang, der
Ausdehnung nach) durch direkte Aufzihlung aller Elemente zwischen den Mengenklammern ,{“ und
» 1 notieren, z.B. als A := {1,3,5,7} fiir die ersten vier ungeraden natiirlichen Zahlen. Bei nicht zu
umfangreichen, endlichen Mengen (finite [sprich: feineit] sets) ist das immer moglich. Unendliche Mengen
(infinite [sprich: infinit] sets) kénnte man etwas informal, wie im folgenden Beispiel der geraden, nicht
negativen ganzen Zahlen, aufzihlend in der Form B := {0,2,4,---} notieren. Diese laxe Schreibweise
hat natiirlich ihre Nachteile, denn es ist durchaus nicht immer klar, wie eine begonnene Aufzihlung
(hier z.B. 0, 2, 4,...) fortgesetzt werden soll! Sie alle kennen diese sogenannten Intelligenztests, wie sie

auch bei manchen Einstellungspriifungen vorgenommen werden.
Wie wird zum Beispiel die Folge <8, 3,1,5,9,0,6, .. > fortgesetzt?

Sie wuflten, dass es sich hierbei nur um die alphabetische Reihenfolge der Ziffernnamen handeln konnte

und nun also noch 7,4 und 2 folgen werden? Herzlichen Gliickwunsch!

Folgen von Zahlen oder anderen Objekten wollen wir hier im folgenden immer in Spitze Klammern
gesetzt notieren. So bezeichnet <1, 1,2,3,5,8,13,21,34,.. > die Folge der bekannten Fibonacci-Zahlen

fn,n > 1 mit der rekursiven Definition durch die Rekurrenzgleichung:

0 falls n <0
fni=491 falls n =1
frn1+ fno fallsn > 1.

Diese Rekurrenzgleichung induziert natiirlich sogleich ein Verfahren zum Erzeugen der einzelnen Glieder
dieser unendlichen Zahlenfolge und stellt somit eine der gewiinschten endlichen Repréisentationen dieser
unendlichen Menge (Folge) von Objekten (der Fibonacci-Zahlen) dar. Rekursiven und induktiven Defi-
nitionen dieser und anderer Art werden Sie in der Informatik noch héufiger begegnen. Es gibt jedoch oft

andere, in mancher Hinsicht giinstigere Darstellungen in geschlossener Form. Fiir die Fibonacci-Zahlen

gilt z.B. fiir jedes n € IV:
1 1+v5\" 1-v5)
=z ) =) )

Beweise fiir solche Charakterisierungen werden in der Diskreten Mathematik gefiihrt. Die Biicher von

Martin Aigner, ([Aigner]), und Norman L. Biggs, [Biggs], sind gute und nicht zu einfache Quellen,
letzteres in englischer Sprache. In einigen, meist einfachen, Fillen werden wir solche und dhnliche Beweise

in diesem Skript jedoch auch direkt aufnehmen.
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2.1

2.1 Notation von Mengen

Logische Notationen Auch wenn die Zeichen der Logik schon in der Aussagen- und Pridikatenlogik
(Vorlesung F1 — Logik) detailliert behandelt wurden, wollen wir hier die sogenannten logischen Junktoren

wiederholen. Wir benutzen diese jedoch meist nur bei den Definitionen von Mengen:

fiir die Negation (,,nicht“, (not) )

fiir die Konjunktion (,und® (and) )

fiir die Disjunktion (,oder* (or) )

fiir die Implikation (,daraus folgt“, ,impliziert* (implies) )

fiir die Biimplikation ,,genau dann, wenn“ (if and only if, Abk.: iff) )
fiir den Allquantor (,fiir alle® (for all) )

fiir den Existenzquantor (,es gibt“ (exists) )

w < ] | <> 1

Die Bedeutung und die hier verwendete Notation der Quantoren sollen der Vollstdndigkeit halber an

dieser Stelle noch einmal prézisiert werden:

e Die Formel Vx € M : p(zx) ist genau dann falsch, wenn es ein Element = in M gibt, fiir welches
das Pridikat p(z) nicht erfiillt ist.

e Die Formel 3z € M : p(z) ist genau dann wahr, wenn es ein Element z in M gibt, fiir welches das
Pridikat p(z) erfiillt ist.

Dadurch ist der Ausdruck Vz € ) : p(x) ausnahmslos fiir jedes Pradikat p erfiillt!

Oft werden wir Mengen aber intensional (der Absicht, der Zielrichtung nach) durch Angabe einer

charakteristischen Eigenschaft unter Bezugnahme auf schon bekannte Mengen definieren:

Wenn p eine Eigenschaft, d.h. ein Pradikat, ist, welches auf die Elemente der zu definierenden Menge
M zutreffen soll, schreiben wir M := {z | p(z)}. Um auszudriicken, dass x ein Element der Menge M
ist, schreiben wir € M, andernfalls « ¢ M. Unter Riickgriff auf die iiblichen Notationen (siche weiter

unten) kénnen wir nun die Mengen A und B von eben auch auf folgende Weise definieren:
A={ne N|ImeIN:1<m<4 An=2m—1}und B:={m|3Inc N :m = 2n}.

Die leere Menge, d.h., die eindeutig bestimmte Menge die kein Element enthélt, konnte so definiert

werden: () := {m | m # m} oder auch als die Menge aller Drei-Pfennig Miinzen nach 1948.

Eigenschaften und Pradikate Von Kenneth E. Iverson, (1962), dem Erfinder der Programmiersprache
APL! stammt die folgende sehr niitzliche Notation, mit der Wahrheitswerte von Pridikaten auf die
Zahlenwerte 0 und 1 abgebildet werden:

Definition

Ist p ein Prédikat, so ist [p] (also das p in eckigen Klammern), folgendermafen definiert:

] = 1 falls p wahr ist
Pl= 0 falls p nicht wahr ist.

LAPL steht fiir A Programming Language
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2.2

2.3

2.4

2.5

2 Notationen und Grundbegriffe

Beispiel
Essind ,3-2=6" und ,m = 3,14" zwei Pradikate fiir die gemaB Definition 2.1 gilt:

1=[3-2=6] und 0= [r=3,14]

Wenn eine Eigenschaft durch mehrere gleichzeitig geltende Pradikate p1, p2, ps, . .. definiert werden soll,
so vereinfachen wir bisweilen die exaktere Schreibweise und schreiben z.B. statt {z |z € IN A p1(z) A
p2(z) A p3(x)} oft nur {z € IN | p1(x),p2(z),ps(z)}. In der Regel werden die Leser(innen) in der
Literatur allerdings aussagen- oder prédikatenlogische Formeln vorfinden.

Falls fiir jedes x € M stets auch = € Ms gilt, so ist die Menge M; in der Menge M5 enthalten, und wir
notieren das als My C Ms (oder My O My) wobei eben auch My = M gelten darf. In manchen Werken
wird dies auch nur als C geschrieben, aber diese Notation benutzen wir hier nicht, da diese zu leicht
mit dem echten Enthaltensein verwechselt werden kann. Um auszudriicken, dass zwar M; C My aber
My # Ms gilt, schreiben wir M, G Ms. Die Mengen M7 und My sind gleich, notiert als M; = Mz, wenn
sowohl M7 C M> als auch My C M; gilt. Offensichtlich kommt es bei diesen Definitionen genausowenig
auf die Reihenfolge, wie auf die Anzahl der Elemente der Mengen bei deren Aufschreibung an. Es gilt
{1,3,5,7} ={3,1,5,5,3,7,7,1,7}. Die Anzahl der Elemente in einer Menge M wird als Kardinalitét
(auch: Méchtigkeit) dieser Menge bezeichnet und mit |M| notiert. Eine Menge ist unendlich, wenn
sie die gleiche Kardinalitdt wie eine ihrer echten Teilmengen besitzt. Ist M keine endliche Menge, so
schreiben wir |M| = oo.

Definition
Sei M C C, dann ist die charakteristische Funktion von M die auf ganz C definierte Funktion
xm : C — {0,1} mit xp(z) := [z € M].

Explizit notiert ergibt sich damit die iibliche Schreibweise der charakteristischen Funktion:

1 fallsze M

0 sonst

X () = {
Zu jeder Menge M wird durch die charakteristische Funktion die Zugehorigkeit von Elementen zu dieser

Menge durch die Zahlen 1 und 0 ausgedriickt.

Definition

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M nennt man Potenzmenge und wir notieren sie als 2M .

Beispiel
Die Potenzmenge von M := {1,3,5,7} ist:

oM { 0. {13, {3). (5. {7).
(1.3}, {15}, (1.7}, (3,5}, {3.7}. {5.7},
(1,3,5%,{1,3,7}, {1,5,7},{3,5,7},{1,3,5, 7} }

12



2.6

2.7

2.1 Notation von Mengen

Jede Menge wird eindeutig durch ihre charakteristische Funktion bestimmt. Fiir jede Teilmenge A
einer Menge M gilt somit A = {x | xa(z) = 1} und es gibt genau so viele Teilmengen von M wie
es Abbildungen von M auf die Menge {0,1} gibt, da ja jede solche Abbildung eine charakteristische
Funktion darstellt. Das sind aber genau 2/M! viele. Wenn wir spiiter Mengen von Mengen betrachten,
bezeichnen wir diese meistens als Klassen von Mengen oder auch als Familien von Mengen, wenn die

Klassen besondere Eigenschaften erfiillen.

Das Komplement einer Menge A muss stets zu einer, diese enthaltenden, Obermenge C' gebildet
werden und wir schreiben dann, C\ A:={c|c€ C A ¢ ¢ A}, womit die allgemeine Mengendifferenz
bezeichnet wird. Wenn C' als bekannt vorausgesetzt werden kann, schreiben wir auch A anstelle von

C\ A

AUB :={c|ce€ A V ¢ € B} bezeichnet die Vereinigung der Mengen A und B, wihrend AW B

deren disjunkte Vereinigung bezeichnet, d.h. A und B waren schon disjunkt oder werden, durch

Umbenennung der Elemente einer Menge, dazu gemacht. Der Durchschnitt der Mengen A und B wird

mit ANB:={c|c€ A A ¢ € B} bezeichnet. Ist M = |4 A; die disjunkte Vereinigung von Mengen A;
i€l

mit ¢ aus einer nicht notwendig endlichen Indexmenge I, so nennt man (A4;);c; eine Partition von M.

Weitere Mengen, die uns héufig begegnen, sind die folgenden:

Definition

Entsprechend DIN 5473 ist IN := {0,1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen (non-negative
integers), also inklusive der 0, anderswo bisweilen als INy notiert. Die Menge der ganzen Zahlen
(integers) wird mit 7 notiert. Die Menge Z" = {x € 7Z | x > 0} enthélt genau die positiven ganzen
Zahlen (ohne die 0).

Mit @ = {2
komplexen Zahlen In den Fillen der Zahlenbereiche M € {Z, @, IR} werden in Analogie zu VA
durch M+ und M~ folgende Einschrinkungen bezeichnen: M+ := {x € M | x > 0} sowie M~ := {x €
M |z <0}

pel N q€ Z+} werden die rationalen, mit IR die reellen Zahlen und mit € die

Funktionen zur Manipulation von Zahlen Ebenfalls von Kenneth E. Iverson stammt die Schreibweise
mit den ,abgefeilten* eckigen Klammern fiir ,,die grofite (bzw. kleinste) ganze Zahl kleiner (bzw. grofier)
als ¢, die z.B. in den Programmiersprachen JAVA und C++4, wie auch in Definition 2.7 mit den iiblichen

englischen Ausdriicken floor und ceiling bezeichnet werden:

Definition
Fiir r € IR sei |r] die grofte ganze Zahl z € Z mit z < r (floor) und [r] die kleinste ganze Zahl z € 7

mit z > r (ceiling).
Wir stellen im Folgenden einige niitzliche und einfache Anwendungshilfen zusammen.
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2 Notationen und Grundbegriffe

2.8 Beispiel
Folgende Beziehungen gelten gemaB Definition 2.7:
3.14] = 3 =|3.75]
|-3.14] = -4 =|-3.75]
[3.14] = 4 =[3.75]
[-3.14] = -3 =[-3.75]

Wir betrachten einige grundlegende Eigenschaften der floor- und ceiling-Funktionen:
|x] =2 genau dann, wenn 1z € Z genau dann, wenn  [z] = x.
r—1l<|z]<z<|zl<ax+1 fiir jedes x
|—z| = —Jz], [—z] = —|x] fiir jedes x

(ﬂ—LxJ:[x¢Z]:{1 wenn x ¢ Z.

0 wenn z € Z.

AuBerdem kénnen folgende niitzliche Aquivalenzen gezeigt werden: Vn € IN Vo € IR :

I
S
!

n<r<n+l1

I
S
!

r—1l<n<czx

r<n<z—+1

11

-/ T/ o
8 8
Y
I
S

T n—1l1<z<n

I
S

r<n < |x]<n
n<z < n<]|z]
x<n < J[z]<n
n<z < n<|xz
Weiterhin gilt:
Vee RneZ: |z+n]=lz]+n
und
Vee RneZ: [z+n]=]J[z]+n

2.9 Beispiel
Zur Ubung wollen wir die folgenden Ausdriicke vereinfachen:

L [lz]]
2. [5] - 5]
zu 1.: Da |x] € Z ist, folgt natiirlich sofort [|z]|] = |=].

zu 2.: Nach der letzten Gleichung der grundlegenden Eigenschaften ist fiir alle Zahlen n € IR

{21 — {EJ = [n ist keine gerade Zahl aus Z] = {
2 2. . . . 1 sonst. . .
Mehr zu diesen niitzlichen Notationen und vielen weiteren Ergebnissen aus der diskreten Mathematik

0 falls n eine gerade Zahl aus 7 ist,

finden die interessierten Leser(innen) im hervorragenden Buch von R.L. Graham, D.E. Knuth und
O. Patashnik: ,,Concrete Mathematics“, [Graham et al.].
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2.10

2.2 Relationen

2.2 Relationen

Die folgenden Begriffe zu Relationen und deren Klassifizierung nach Eigenschaften sind ebenfalls Stoff
der Mathematikveranstaltung. Damit wir bei Bedarf diese Notationen benutzen kénnen, finden Sie diese
jedoch auch an dieser Stelle noch einmal wieder. Im allgemeinen wollen wir die Notationen mdoglichst
spédt und erst dann einfithren, wenn die mit ihnen beschriebenen Begriffe auch benétigt werden! Das
gelingt verstdndlicher Weise nicht durchgehend, denn es ist oft besser, &hnliche und abgeleitete Begriffe
zusammenhéngend zu erkliren. Relationen werden wir benotigen, um Graphen und Tabellen zu notieren,

einige der hier bereits eingefithrten Eigenschaften werden wir aber erst spéter verwenden.

Definition

Seien Ay, As,..., A, Mengen und x; € Ay,...,x, € A,, dann heit (z1,...,z,) ein (geordnetes)
n-Tupel von Elementen iiber A1, ..., A,. Die Menge aller geordneten n-Tupel (x1,...,2z,) mit 1 €
Ay, ...,z € A, heifit cartesisches Produkt der Mengen Ay bis A, und wird geschrieben als A; x
Ag. .. X A,.

Esist also Ay x Ag X ... x Ay i={(z1,...,20) |71 € A1,..., 2, € An}.

Spricht man von Tupeln, so sind in der Regel immer geordnete Tupel gemeint, wenn dies nicht

explizit anders angegeben wird.

Sind die Mengen A; selbst schon cartesische Produkte der Form A; = B;; X -+ X B;j,, so werden in
den Elementen von A; X Ay x ... x A, die Klammern der Tupel aus A; alle weggelassen sofern dies
nicht zu Mehrdeutigkeiten fithren kann. Anstelle von ((a,b), (3,2,4), (V,A)) schreiben wir also hiufig
einfach (a,b,3,2,4,V,A)!

Eine Teilmenge R C A; X As x ... x A, heifit n-stellige Relation iiber A; bis A,,.

Ist » = 2, so spricht man héufig von einer bindren statt von einer 2-stelligen Relation (genauer:

heterogene dyadische Relation oder auch Korrespondenz von A; nach As).

Falls A; = A fiir jedes ¢ mit 1 < ¢ < n ist, so sprechen wir von einer n-stelligen Relation auf A. Das
n-fache cartesische Produkt A x A x ... x A wird mit A™ abgekiirzt. Wenn Elemente aus A™ nicht als
—_—

n
Tupel (z1, x2, - - -, x,) geschrieben und benutzt, sondern im Zusammenhang mit Matrizenrechnung in der

Linearen Algebra als Vektoren gebraucht werden, so notiert man diese in der Regel als Spaltenvektoren
Z € A™. Um Vektoren in Zeilendarstellung aufschreiben zu kénnen, miissen diese transponiert werden:
Es ist
T
x1

)
= (gjl To - xn)
Tn

und (Z7)" = #. Genauso, wie die Elemente in Matrizen in der rechteckigen Anordnung ebenfalls nur
durch Zwischenrdume von einander getrennt werden, fehlen in dieser Darstellung die Kommata als
Trennzeichen der Tupelschreibweise! Vergleichen Sie zum Beispiel auch [Méller].

Bei einer zweistelligen Relation R C A? benutzen wir anstelle von (z,y) € R oft die Infixschreibweise
xRy (z.B. 3 <5).
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2.11

2.12

2 Notationen und Grundbegriffe

Definition

Sei R C Ay x A, eine Relation, dann ist A; der Vorbereich von R und A, ist der Nachbereich? von
R. Die Menge aller Elemente x € A1, die mit einem Element y € A in der Relation R stehen, wird als
Definitionsbereich von y (auch: Argumentbereich, oder engl. domain) beziiglich R bezeichnet und
als dom(y) := {x € A; | xRy} notiert. Mit dom(R) wird der Definitionsbereich der gesamten Relation

R bezeichnet und folgendermaflen erklért:

dom(R) := U dom(y) = {x € A1 | Jy € A2 : xRy}
yEA2

Entsprechend ist range(z) := {y € Ay | xRy} der Wertebereich (engl. codomain oder range) von x
beziigich R. Der Wertebereich der gesamten Relation R wird mit range(R) := {y € Az | Iz € A; :
xRy} bezeichnet.

‘ Héufig wird auch Def(R) und Bild(R) anstelle von dom(R) und range(R) verwendet. ‘

Mit R~! = {(y,z) | (z,y) € R} wird die inverse Relation zu R bezeichnet.

Die (Rechts-)Komposition R; - Ry zweier Relationen R; und Ry ist:

Ry - Ry :={(x,2) | 3y € range(R;) Ndom(Rs) : ((z,y) € R1) A ((y,2) € Ra)}.

Sind Ri, Ry Relationen mit Ry C Rs, dann heifit R; feiner als Ro und Rs grober als R;.

Das cartesische Produkt begegnet uns in der Informatik in vielen Programmiersprachen (wie
z.B. PASCAL oder MODULA) als Datenstruktur RECORD.

Eigenschaften von Relationen Die folgende Definition stellt einige wichtige Eigenschaften von Rela-
tionen zusammen. Diese Begriffe werden in vielen Bereichen der (theoretischen) Informatik verwendet

und stellen somit ein Grundvokabular dar, das jedem Informatiker geldufig sein sollte.

Definition
Sei R C A x A eine Relation auf A. R heifst

1. reflexiv genau dann, wenn (a,a) € R fiir alle a € A gilt.
2. irreflexiv genau dann, wenn fiir kein a € A (a,a) € R gilt.
3. symmetrisch genau dann, wenn fiir (a,b) € R stets auch (b,a) € R gilt.

4. asymmetrisch genau dann, wenn aus (a,b) € R immer (b,a) ¢ R folgt. Eine asymmetrische
Relation ist also immer irreflexiv, aber eine irreflexive Relation braucht nicht asymmetrisch zu

sein!

2Die Begriffe Vor- und Nachbereich werden in [Bronstein et al.] synonym mit Definitions- und Wertebereich verwendet.
Wir unterscheiden die Begriffe hier, da wir z.B. auch partielle Funktionen betrachten wollen, bei denen nicht fiir jedes

Element aus dem Vorbereich auch ein Funktionswert existieren muss.
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2.13

2.2 Relationen

5. antisymmetrisch (oder identitiv), falls fiir alle a,b € A gilt:
(a,b) € R A (b,a) € R impliziert stets a = b.

6. transitiv genau dann, wenn aus (a,b) € R und (b, ¢) € R stets (a,c¢) € R folgt. R ist also transitiv,
wenn R - R C R gilt.

7. linear genau dann, wenn fiir beliebige a, b € A genau eine der drei Bedingungen: a = b oder (a,b) €

R oder (b,a) € R erfiilllt ist.
Aus diesen elementaren Eigenschaften von Relationen kann man fiir spezielle Typen von Relationen
Zusammenstellungen solcher Eigenschaften betrachten. Ein spezieller Relationentyp, dem besondere
Bedeutung zukommt, sind die Aquivalenzrelationen. Sie werden in Kapitel 3 benstigt und werden durch
Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitédt charakterisiert. Weitere wichtige Relationentypen werden ein-
gesetzt, um die Elemente von Mengen anzuordnen oder wenigstens miteinander vergleichen zu kénnen.

Hierzu gehoren u.a. Grolenvergleiche, wie < und > auf Zahlenmengen.

Eine ,,nicht symmetrische* Relation muss weder ,,asymmetrisch“ noch ,,antisymmetrisch® sein!

Ordnungsrelationen So wie die Relation ,kleiner” auf den natiirlichen Zahlen IN, werden Relationen
im allgemeinen als Ordnungsrelationen bezeichnet, wenn sie gewisse ,,ordnende® Eigenschaften erfiillen.
Die meisten dieser Notationen werden auch in den entsprechenden Mathematik-Veranstaltungen erkléart,
oder sind schon aus der Schule bekannt. Leider gibt es bei den Definitionen auch in der Literatur einige
Unstimmigkeiten {iber die Bezeichnungen, die sich zum einen mit der Zeit geédndert haben, bzw. in
anderen Léndern mit leichten Unterschieden verwendet werden. Wir wollen hier die Bezeichnungen so

verwenden, wie sie sich auch in den meisten Lehrbiichern wiederfinden.

Definition
Eine Relation R C A x A heif3t

1. Quasiordnung (quasi order) oder auch Vorordnung bzw. Prédordnung (preorder) genau dann,

wenn sie reflexiv und transitiv ist.?

Sei K eine Teilmenge von A, d.h. K C A. Ein Element u € A heifit untere Schranke von K
genau dann, wenn Va € K : (u,z) € R gilt. Die Menge aller unteren Schranken von K bezeichnen
wir als MI(K).

Ein Element o € A wird obere Schranke genannt, wenn Vo € K : (x,0) € R gilt. Die Menge

aller oberen Schranken von K bezeichnen wir als MA(K).

2. partielle Ordnung (partial order) genau dann, wenn sie antisymmetrisch, reflexiv und transitiv
ist, d.h. wenn sie eine antisymmetrische Quasiordnung ist.* Die Menge A heit dann partiell

geordnet bzgl. R und wird kurz poset (partially ordered set) genannt.

31In der Literatur findet man machmal auch den Begriff der irreflexiven Quasiordnung, fiir die neben der Transitivitit nur
Irreflexivitdt gelten muss. In diesem Fall wiirde die hier definierte Quasiordnung zur Unterscheidung als reflexive Qua-
siordnung bezeichnet. Wir bezeichnen irreflexive Quasiordnungen als Striktordnung. Zum Beispiel in [Gries&Schneider]
wird jedoch der Begriff quasi order gerade fiir solch transitive und irreflexive Relationen verwendet!

4 Analog zur vorigen FuBinote zu Quasiordnungen, wird auch manchmal zwischen reflexiven und irreflexiven Halbord-

nungen unterschieden. Eine partielle Ordnung in unseren Sinne ist dann eine reflexive Halbordnung. Zum Beispiel
in [Floyd&Beigel]) wird fiir eine partielle Ordnung jedoch die Reflexivitit nicht gefordert und nur Transitivitidt und

Antisymmetrie vorausgesetzt.
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2 Notationen und Grundbegriffe

a € A heilt minimal (least) (bzw. maximal(maximal)) bzgl. R genau dann, wenn es kein b € A
gibt mit a # b und (b,a) € R (bzw. (a,b) € R).

Ein Element a € A heift Minimum (bzw. Maximum) wenn Vb € A\ {a} : (a,b) € R (bzw.
Vb e A\ {a}: (b,a) € R) gilt.

. Halbordnung genau dann, wenn sie asymmetrisch und transitiv ist. °

Sei K C A. Als Infimum, auch gréfte untere Schranke (greatest lower bound) oder untere Grenze,
bezeichnet man eine untere Schranke v € MI(K), wenn Vo € MI(K) : (x # u—(z,u) € R) gilt.
Ein Infimum ist also das Maximum der Menge der unteren Schranken von K bzgl. R. Falls ein

Infimum existiert, so ist es eindeutig und wird mit inf(K) (oft auch A\ K ) bezeichnet.

Als Supremum, auch kleinste obere Schranke (least upper bound) oder obere Grenze, bezeichnet
man eine obere Schranke o € MA(K), wenn Vx € MA(K) : (z # o—(o,z) € R) gilt. Ein
Supremum ist also das Minimum der Menge der oberen Schranken von K bzgl. R. Falls ein

Supremum existiert, so ist es eindeutig und wird mit sup(K) (oft auch mit \/ K) bezeichnet.

. Striktordnung (Abk. spo fiir strict partial order)®, falls sie asymmetrisch und transitiv ist. Jede

irreflexive und transitive Relation ist asymmetrisch, so dass eine Striktordnung auch als transitive,
irreflexive Relation definiert werden konnte. Der strikte Teil einer partiellen Ordnung R C A x A
ist R\ Id 4, wobei Id 4 := {(a,a) | a € A} die Identitidtsrelation auf A bezeichnet.

. lineare (oder totale) Ordnung genau dann, wenn sie partielle Ordnung ist und zusétzlich fiir

alle a,b € A mit a # b entweder (a,b) € R oder (b,a) € R gilt, d.h. R ist konnex. Man sagt, dass
die Menge A total geordnet ist.

. wohl-fundiert (well founded), wenn jede nicht leere Teilmenge von A ein minimales Element

besitzt.

7. Wohlordnung (well ordering), wenn sie eine wohl-fundierte lineare Ordnung ist.

2.14 Beispiel

Die Relation < auf Z ist eine lineare Ordnung ohne minimale oder maximale Elemente, wihrend auf IN mit

< total geordnet ist, als Minimum 0 hat, aber kein maximales Element besitzt. < ist eine Wohlordnung auf
IN, nicht jedoch auf Z.

Die Menge K := {z € @ | #? < 2} besitzt keine obere Schranke, d.h., sup(K) = 0.

(IN, <) ist kein poset, denn < ist nicht reflexiv. Gleiches gilt fiir die Relation verheiratet C (MUF)x (MUF),
wobei M die Menge der Manner und F' die der Frauen abkiirzt.

Die Relation div C Z* x Z™, definiert durch (m div n) =(2 e 77\ {1}), d.h., m ist echter Teiler von n,

ist eine Striktordnung (aber keine totale Ordnung) und besitzt 1 als Minimum, sofern man auch die Zahl 1

als echten Teiler bezeichnet (siehe Abbildungen auf Seite 19).

Fiir jede Menge M ist (2™, C) eine partiell geordnete Menge.

Fiir partielle Ordnungen werden oft Zeichen wie <, C, C oder = verwendet, wihrend <, C, C oder <

fiir Striktordnungen benutzt werden.

5Eine Halbordnung ist also gerade eine asymmetrische, irreflexive Quasiordnung.
Sauch asymmetrische (irreflexive) Halbordnung genannt

18



2.2 Relationen

Um endliche Halbordnungen (partielle Ordnungen oder Striktordnungen) darzustellen werden hiufig

,Hasse-Diagramme* als graphische Darstellungen verwendet.

2.15 Definition
Das Hasse-Diagramm zu einer endlichen, asymmetrischen oder antisymmetrischen, transitiven Rela-
tion R, ist der gerichtete Graph G(Ry) einer Teilmenge Ry C R mit folgender Eigenschaft: (a,b) € Ry
gilt genau dann, wenn (a,b) € R und fiir kein Element ¢ € dom(R) U range(R) mit b # ¢ # a sowohl
(a,c) € R als auch (¢,b) € R gilt. Gerichtete Kanten in G(Ry) der Art a — b werden also genau dann
gezeichnet, wenn (a,b) € R ist und ,kein weiterer Knoten ¢ dazwischen liegt*.

Hasse-Diagramme werden hiufig nur zu Striktordnungen definiert, jedoch ist eine Erweiterung auf alle
transitiven Relationen moglich, nur nicht ganz so einfach zu beschreiben. Fiir Striktordnungen R C Ax A
ist das Hasse-Diagramm G(Rg) gegeben durch Ry := (R \ Ida) \ (R \ Id4)?. In der Regel zeichnen
Mathematiker in Hasse-Diagrammen keine Pfeile, sondern ungerichtete Kanten. Die Richtung wird durch
die Platzierung der Knoten gegeben: Geht nach unserer Definition eine Kante vom Knoten a zum Knoten

b, so wird a oberhalb von b gezeichnet.

Hasse-Diagramm fiir die folgende Striktordnung:

R = { (a’7 b)’ (a’7d)7 (a’ e)’ (a” f)’ (b’ d)’ (b7 e)’ (b’ f)? (C, b)7 (C7 d)’ (C’ 6)7 (c7 f)’ (d’ f) }'

Wollten wir den vollstandi-
gen Graph einer Quasiord-
nung zeichnen, so miissten an b ( d
alle Knoten noch Schleifen fiir
die Reflexivitit angefiigt wer-

den.

e() f

Hasse-Diagramm zu R

7 2\
g
N/

Graph der Striktordnung div Hassediagramm zur Striktordnung div

Die Striktordnung div wurde als ,,echter-Teiler-von* Relation auf Seite 18 definiert
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2.16

2.17

2.18

2 Notationen und Grundbegriffe

Abschlussoperatoren Das Hasse-Diagramm ist der Graph einer in der Regel kleineren (Paar-)Menge,
welche die gesamte Striktordnung durch transitiven Abschluss, bzw. eine partielle Ordnung durch refle-

xiven und transitiven Abschluss erzeugt.

Definition
Sei R C A x A eine Relation auf der Menge A. Dann seien RY, der transitive Abschluss (auch
transitive Hiille), und R*, der reflexive, transitive Abschluss, von R wie folgt erklért:

RT:=|JRimit Ry :==R und Riy:=Ri-R R :=R"Ulda.

i>1

Hier ist entsprechend Definition 2.13 Id 4 := {(a,a) | a € A} die Identitdtsrelation auf A und offensicht-
lich R; die i-fache Komposition von R mit sich selbst, was nicht identisch mit R* = Rx Rx --- X R
[y ———

i—mal
ist!

Betrachten wir das Geschehen bei den Relationen und deren Graphen, so bilden wir von der Men-
ge Ry := {(a,b),(c,b),(b,d), (b,e),(d, )} C R, deren Graph G(Ry) gerade ein Hasse-Diagramm der
halbgeordneten Menge R ist, den transitiven Abschluss, um R zu erhalten.

Beispiel
Die Quasiordnung R. := {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b, c), (c, ), (¢, b),(c,a)} besitzt verschiedene er-
zeugende Relationen R, mit RY = R} = R.. Zwei davon sind z.B.: R, := {(a,b), (b,c),(c,a)} und

R, :={(a,b), (b,a), (b,c),(c,b)}.

Nun ist jedoch nach obiger Definition der transitive Abschluss einer Relation R als unendliche Vereini-
gung definiert worden, und das scheint fiir algorithmische Verfahren kein gangbarer Weg zu sein. Muss

hier jedoch wirklich eine unendliche Vereinigung gebildet werden?

Wenn die Grundmenge A und auch range(R) unendliche Mengen sind, so kann es passieren, dass
tatséchlich eine unendliche Vereinigung gebildet werden muss. Wir werden sehen, dass dies nicht er-

forderlich ist, wenn R oder sogar nur range(R) endlich ist!

Beispiel
Wir betrachten G C Z x Z mit G := {(z,2z) | * € Z}. Offensichtlich ist (z,2'z) € G; \ G;_ fiir jedes
i € IN. Wenn jedoch die Menge A endlich ist, so kann es in R™ hdchstens r := \A\Q viele verschiedene

Elemente geben. Fiir jedes 7 € IN enthélt die Menge R; davon eine Auswahl, und auch von diesen méglichen

Auswahlen gibt es nur begrenzt viele, ndmlich maximal so viele wie die Anzahl aller verschiedenen Teilmengen

von A x A, die genau Y- (7) = 2" ist. (Einen kurzer Beweis fiir diese Summe folgt aus der binomischen
J=0

Formel: Va,b € R : (a+b)™ = Y (})a" "b’. Setzt man in dieser Formel a = b = 1, so folgt die zu
i=0

beweisende Formel sofort.)

Also kann die unendliche Vereinigung |J R; aus nur endlich vielen verschiedenen Mengen gebildet werden!
i>1
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2.19

2.20

2.21

2.2 Relationen

Schubfachprinzip Ohne eine formale Analyse der Eigenschaften der Mengen R; aus Beispiel 2.18 zu
machen beweisen wir diese Endlichkeitseigenschaft exakter. Wir stellen dazu zunéchst fest, dass die
Menge R;das Element (a,b) genau dann enthélt, wenn es im Graphen G(R) einen Pfad der Linge ¢
von a nach b gibt! Wir werden als Beweisprinzip das wichtige Schubfachprinzip (box principle oder auch

pigeonhole principle) von Lejeune Dirichlet (1805-1859) in seiner einfachsten Variante verwenden.

Das Schubfachprinzip in seiner einfachsten Formulierung sagt, dass jedes Verteilen von mehr als &
Objekten in k£ Késten dazu fiihrt, dass in einem Kasten mindestens zwei Objekte liegen werden. Etwas

mathematischer formuliert lautet es so:

Theorem (Schubfachprinzip, einfache Variante)
Sind A und B Mengen mit |A| > |B|, so gibt es keine injektive Abbildung f : A — B.

Betrachten wir einen Vektor & := (x1,2,...,2,)" € IR™, so kann dieser auch als eine Abbildung k der

n Komponenten von Z auf die Werte z; € IR angesehen werden:

xy fallsi=1
E:{1,....,n} — R mit k(i):=

x, fallsi=mn

Die Komponenten kénnen wir als n Schubfiicher ansehen, in welche die reelle Zahl Y x; auf irgend-

i=1
eine Weise aufgeteilt wird. Wenn wir die GréBen mean(Z) fiir das arithmetische Mittel und max(Z)
fiir das Maximum der Komponenten von & benutzen, so 148t sich eine leichte Verallgemeinerung des

Schubfachprinzips fiir reelle Zahlen formulieren.

Definition

Sein € IN und 7 := (21, 22,...2,)" € IR" dann bezeichne

1§
mean(Z) := — le
i=1
das arithmetische Mittel (mean) und
max(¥) := max{z; | 1 <i<n}
das Maximum der Komponenten von .

Ist M C IR eine endliche Menge, so ist

1
mean(M) := W . ;V[x

und
max(M) := max{x | x € M }.

Mit diesen Abkiirzungen gilt nun folgendes Theorem:

Theorem (Schubfachprinzip, leicht verallgemeinert)
Fiir jedes n € IN und jeden beliebigen Vektor ¥ € IR™ gilt:

mean(Z) > 1 impliziert max(Z) > 1.
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2,22

2.23

2 Notationen und Grundbegriffe

Wenn in Theorem 2.21 # € lN ™ gewihlt ist, so ist das (arithmetische) Mittel (mean) bzw. der durch—

schnittliche Wert (average) + Z x; nur dann grofer 1, falls mehr als n Objekte mit dem Gesamtwert Z x;
=1 =1
auf die n Fécher verteilt Werden Also folgt die einfache Variante des Schubfachprinzips aus dieser leich-

ten Verallgemeinerung.

In vielen Fillen ist eine weitere Verallgemeinerung des einfachen Schubfachprinzips niitzlich, die wir

hier nicht nur formulieren, sondern auch beweisen wollen, selbst wenn dies alles offensichtlich erscheint.

Theorem (verallgemeinertes Schubfachprinzip)
1. Fiir jedes n € IN und jeden beliebigen Vektor & € IR™ gilt: mean(Z) < max(Z).

2. Fir jedes n € IN und jeden beliebigen Vektor & € IN™ gilt: [mean(Z)] < max(Z).

Beweis Aus der Definition des arithmetischen Mittels und des Maximums folgt sofort mean(¥) =
Z z; <+ Z max(¥) = L -n-max(Z) = max(Z). Somit gilt 1. Falls nur natiirliche Zahlen verwendet

werden so ist auch max(Z) € IN und 2 folgt direkt aus 1. O

Es folgt aus dem verallgemeinerten Schubfachprinzip auch stets das einfache Schubfachprinzip, nicht
jedoch umgekehrt! Nach dem verallgemeinerten Schubfachprinzip kénnen wir mean(Z) < max(¥) vor-
aussetzen. Wenn nun mean(Z) > 1 gilt, ergibt sich 1 < mean(#) < max(Z) und also max(Z) > 1 wie in
Theorem 2.21 behauptet. Aus Theorem 2.21 folgt aber, wie gezeigt, auch das einfache Schubfachprinzip,
Theorem 2.19.

In manchen Fillen ist die Anwendung des Schubfachprinzips nicht ganz einfach, weil nicht sofort klar
ist, was den ,Objekten (Menge A aus Theore 2.19) und und was den , Schubladen“ (Menge B aus
Theore 2.19) entsprechen soll. Daher geben wir hier zwei Beispiele an.

Beispiel
Sei A C Z* eine Menge von zehn beliebigen natiirlichen Zahlen nicht gréBer als 106, d.h. A C D :=

{1,...,106} mit |A| = 10. Es gibt dann immer zwei disjunkte Teilmengen B,C C A mit > z= > =.
xeB zeC

Beweis (zu Beispiel 2.23): Es gibt 2! = 1024 viele unterschiedliche Teilmengen, die wir mit A; €
24,0 < 4 < 1023 bezeichnen. Die leere Menge A := () wird als eine der moglichen Losungsmengen B

oder C' natiirlich niemals vorkommen kénnen, da Y x =0 # Y x fiir jede nichtleere Menge C ist.
z€l zeC

Wir definieren f : 24\ ) — IN durch f(A;):= 3. z, und ordnen damit jeder nichtleeren Teilmenge
T€EA;
von A ihre Elementsumme zu. Keine Summe von hochstens zehn verschiedenen Zahlen n; € {1,...,106}

iiberschreitet jemals den maximalen Wert 1015. Folglich ist f(A4;) < 1015 fiir jedes i € {1,...,1023}
und somit gilt [range(f)| < 1015.

Die Abbildung f : 24\ — IN kann nun wegen |dom(f)| = 1023 nach dem einfachen Schubfachprinzip
(Theorem 2.19) nicht injektiv sein und es muss daher zwei verschiedene Indizes p,q € {1,...,1023} mit
f(A4,) = f(Ay) geben. Da diese Mengen jedoch nicht disjunkt sein miissen, bilden wir B := A, \ (4, N
Ay) =A,\Agund C = A, \ (4, N A4y) = A, \ Ap. Die Mengen B und C sind nun disjunkt und aus
F(Ay) = F(A,) folgt sogleich £(B) = F(4,) — F(A, N A) = F(A,) — F(4, 1 A,) = F(C). 0
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2.24

2.25

2.2 Relationen

Bei dem Versuch, die Menge D der zugelassenen Zahlen um die Zahl 107 zu erweitern, also D :=
{1,...,107} zu erlauben, wird das Argument fehlschlagen, da dann dom(f) = 1023 < range(f) = 1025
wird. Solch eine Menge A zu finden, fiir die es keine Partition der beschriebenen Art gibt, ist jedoch
nicht ganz einfach, auch wenn wir wissen, dass es diese geben kdnnte! Die Tatsache, dass wir das Schub-
fachprinzip nicht fiir einen Beweis verwenden kénnen, besagt aber nicht, dass es nicht moglicherweise

eine andere Beweistechnik geben kénnte, mit der ein Beweis gelingt

Allgemein: Wenn ein Beweisverfahren scheitert, so kann es immer noch in anderes geben, das
erfolgreich angewandt werden kann — es sei denn man kann beweisen, dass jedes Verfahren

zum Scheitern verurteilt ist! Ein solcher Beweis ist meist sehr schwierig.

Selbst wenn wir wissen, dass als Summe 1 und 2 bei disjunkten Mengen B und C' nicht auftreten kénnen,
wiren die Mengen dom(f) und range(f) noch gleich méchtig und das Schubfachprinzip wiirde immer

noch nicht greifen!

Beispiel
Sei <n1,n2, e ,nk> eine Folge von k nicht notwendigerweise verschiedenen ganzen Zahlen. Dann gibt es

immer eine Teilfolge, deren Summe ohne Rest durch k teilbar ist.

Beweis (zu Beispiel 2.24): Wir betrachten fiir jedes ¢ € {1,...,k} die Teilsummen s; := 3 n;. Wenn
j=1
schon eine dieser Teilsummen ohne Rest durch k teilbar ist, sind wir fertig. Ist das nicht der Fall, so

miissen die Reste mod k alle ungleich 0 sein. Seien nun r; = s; mod k mit 1 < r; < k — 1 alle echten
Reste bei Division durch k.

Da es nur k — 1 solche Reste gibt, aber k unterschiedliche Teilsummen s; gebildet wurden, muss es zwei

Teilsummen s, und s, geben, die den gleichen Rest mod £ haben.

0.B.d.A. (ohne Beschrénkung der Allgemeinheit) sei p < g. Mit s, = s modk, ist np41 +-- - +nq eine

durch k teilbare Zahl! Hier wurde wieder das einfache Schubfachprinzip angewendet. ]

Theorem .
Sei A eine endliche Menge und R C A x A. Dann gibt es t € IN, so dass RT™ = |J R; ist.
i=1

=

Beweis: Aus Definition 2.18 wissen wir, dass R := |J R; ist.
i>1

Betrachten wir die Mengen R; fiir jedes ¢ > 1. Da es hochstens 2l4” _ 1 viele verschiedene nichtleere
Mengen R; geben kann, muss in der Folge R, Ra, R3, ... Ry 42 eine Menge R;, j > 1, zweimal vorkom-

men. (Anwendung des einfachen Schubfachprinzips).

Trete z.B. die Menge R; = R, in dieser Aufzdhlung nach k Schritten das erste Mal wieder als Menge
Ry := Rjyy auf. Mit R; = R4 gilt also auch Vm € IN : Rjtm = Rjtkym. Also folgt
t
R* = JRi=JRi fir t :=j+k < 21"
i>1 i=1
O
Die unendliche Vereinigung RT = |J R; kann also als endliche Vereinigung von effektiv konstruierbaren

i>1
Mengen R; ebenfalls in endlich vielen Schritten konstruiert werden!
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2.26

2.27

2 Notationen und Grundbegriffe

Fiir Beweise sind bisweilen statische Beschreibungen, wie jene, die sich aus dem folgenden Theorem
ergibt, leichter zu handhaben. Fiir algorithmische Verfahren liefern diese Beschreibungen und Beweise

jedoch leider nur sehr selten Hinweise zu deren Umsetzung.

Theorem

Sei R eine Relation auf A, R* wie in Definition 2.16 erklirt, und auflerdem sei Qa4 = {Q | Q ist

Quasiordnung auf A} die Klasse aller reflexiven und transitiven Relationen auf A. Dann gilt:
R'=R:= () @

RCQ
QEQ 5

Das Theorem besagt in anderen Worten: Der reflexive, transitive Abschluss R* einer Relation R ist
gerade der Durchschnitt aller Quasiordnungen, die R enthalten. R* ist also die kleinste Quasiordnung,
die R enthalt.

Beweis (zu Theorem 2.26): Zunéchst ist R als Durchschnitt von reflexiven transitiven Relationen wie-
der reflexiv und transitiv. Weiter ist R C R C R* denn R* ist reflexiv und transitiv nach Definition 2.16
und daher auch Element der Klasse @ 4. Da R Durchschnitt von anderen Mengen mit R* ist, kann R nur
kleiner sein. Zu zeigen ist nur noch R* C ﬁ, was sofort aus den Inklusionen R* C @ fiir jedes einzelne
@ des Durchschnitts folgt. Dies zeigen wir durch Induktion iiber den Index i der Mengen R; in der
Definition von R* = RTUId 4. Die Identitéit Id 4 = Ry ist selbstverstindlich in jeder reflexiven Relation
@ € Q4 enthalten. Als Induktionsannahme sei R; C Q fiir jedes Q € Q4. Sei (a,¢) € Rj11 = R; - R,
dann 3b € A: (a,b) € R; A (b,¢) € R. Nach Definition des Durchschnittes zur Bestimmung von R ist
R C @ und nach Induktionsannahme gilt auch R; C Q. Da @) transitiv ist folgt sofort R;11 C @. Mithin
gilt R; C @Q fiir jedes 7 und folglich ist ihre unendliche Vereinigung R* ebenfalls Teilmenge von jedem
Q@ € Q4 des Durchschnitts. Daher ergibt sich wie behauptet R* C R und insgesamt die Gleichheit. O

R* ist zwar stets eine Quasiordnung, aber nicht immer eine partielle Ordnung. Als ein einfaches Gegen-

beispiel wihlen wir R := R, des Beispiels auf Seite 20.

2.3 Funktionen

Relationen sind als beliebige Verkniipfungen zweier Mengen definiert worden, wobei nur eine Richtung
der Kanten vorgegeben ist. Spezielle Relationen sind uns als Abbildungen oder Funktionen bekannt.
In Abbildung 2.1 sei zunichst eine grafische Ubersicht iiber die wichtigsten Begriffe im Zusammenhang

mit Funktionnen und Relationen gegeben. Im Folgenden werden diese Eigenschaften formal definiert.

Definition

Eine Relation R C A x B heif3t

1. rechtseindeutig oder (partielle) Funktion genau dann, wenn aus (a,b) € R A (a,¢) € R

stets b = ¢ folgt. Das heifit, dass zu jedem a € A hochstens ein b € B existiert mit (a,b) € R.
Dieses Element werden wir dann mit R(a) bezeichnen. Wir notieren Funktionen meist mit kleinen
Buchstaben (z.B. g, f) und wie iiblich durch Angabe von Argument- und Wertebereich in der
Form f: A — B, wenn f total ist und durch f : A - B, wenn f(a) moglicherweise nicht fiir

jedes a € A, also nur partiell, definiert ist. Wenn A ein cartesisches Produkt von n Mengen ist,
so heifit n die Stelligkeit der Funktion.
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2.3 Funktionen

rechtseindeutige Relation,
partielle Funktion

Relation

a o
ox
bo
—
co oy
do 0z

eindeutige Relation,
injektive, partielle Funktion

bijektive, partielle Funktion totale Funktion

Abbildung 2.1: Eigenschaften von Funktionen und Relationen
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2.29

2 Notationen und Grundbegriffe

2. linkseindeutig genau dann, wenn aus (a,b) € R A (c,b) € R stets a = ¢ folgt.
3. linkstotal oder total genau dann, wenn dom(R) = A ist.

4. Abbildung genau dann, wenn R eine totale Funktion ist, d.h. |range(a)| = 1 fiir jedes a € A ist.

Hier sollen also Abbildungen, im Gegensatz zu Funktionen, nicht partiell sein!

Wenn f : A - B eine Funktion mit A = Ay x Ay X --- X A, ist, so schreiben wir anstelle von
fl(z1,za,. .., xy,)) kirzer f(z1,22,...,2Tn).
Definition

FEine Funktion f : A —° B heif3t

1. surjektiv oder Surjektion genau dann, wenn f(A) := {f(a) | a € A} = B ist. Ist f total, dann
sprechen wir von einer Abbildung von A auf B. Als Relation gesehen nennt man f rechtstotal.

2. injektiv, eineindeutig oder Injektion genau dann, wenn f~! eine (partielle) Funktion ist, d.h.
aus f(z) = f(y) stets x =y folgt.

3. bijektiv oder Bijektion genau dann, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Definition
Seien A und B Mengen. Wir notieren die Menge aller Abbildungen von A nach B, also der totalen
Funktionen von A nach B, durch B*.

Ist A zudem endlich und linear durch die Relation < geordnet, so kann f : A — B als Vektor mit
|A| Komponente, die Eintréigen aus B enthalten, betrachtet werden und wir notieren f € B# (statt
f € B4l wie héufig in der Linearen Algebra, oder statt umstéindlich f € B x B x --- x B). Die

|A|—mal
Komponenten dieses |A|-Tupels werden nun, statt mit 1,2,... |A|, mit den Elementen aus der Menge

A in aufsteigender Reihenfolge beziiglich der Ordnung < benannt. Ist A = A; x Ay x --- x A, fiir

endliche und linear geordnete Mengen A;, so erhalten wir mit f € B4 eine |A;| x - -+ x |A,|-Matrix.

Wir hatten bereits A™ als das n-fache cartesische Produkt der Menge A definiert. Alternativ kénnten
wir dies nun auch als die Menge aller Abbildungen A{%2-7} von {1,2,...,n} auf A verstehen. Mit
x € A" bezeichnet dann also der Funktionswert x(i) das Element der i-ten Komponente des n-Tupels
x. Diesen Wechsel in der Darstellungs- und Sichtweise dndern wir gerade so, wie dieser am besten passt,

ghnlich wie ein Physiker Materie einmal als Teilchen und ein andermal als Welle beschreibt.

Die Notation fiir die Potenzmenge einer Menge A mit 24 (siehe Definition 2.4) wird nun noch klarer,
wenn wir dies als Abkiirzung fiir {0, 1}4 verstehen: Die charakteristische Funktion jeder Teilmenge von

A ist mit dieser Schreibweise ein Element von {0, 1}!

Wir werden es in der Informatik, wie auch in der Mathematik, h&ufig mit unendlichen Mengen zu tun
haben, die wir definieren und untersuchen miissen. Neben Verfahren zu ihrer Spezifikation werden wir
Methoden benétigen, diese untereinander zu vergleichen und zu Klassen zusammenzustellen. Der in De-
finition 2.30 eingefiihrte Begriff der Abz#dhlbarkeit beschreibt eine wichtige (notwendige) Eigenschaft
unendlicher Mengen, ohne deren Erfiillung wir kein Verfahren finden kénnten, mit dem wir die einzelnen

Elemente der unendlichen Menge Schritt fiir Schritt erzeugen.
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231

2.4 Beweistechniken

Definition
Eine Menge M heifit abzdhlbar genau dann, wenn sie entweder endlich ist oder gleich méchtig zur

Menge IN der natiirlichen Zahlen.

Fiir jede abzihlbare Menge M gilt nach dieser Definition entweder M = () oder es existiert eine surjektive
Abbildung g : IN — M auf die Menge M, kurz g(IN) = M. Wir nennen g dann eine Abzihlung
von M. Bei abzéhlbaren unendlichen Mengen M kann immer auch eine Bijektion zwischen IV und M

angegeben werden.

Ist M eine abzihlbare Menge mit der Abzéhlung g : IN — M und g ist eine berechenbare
Funktion, so heifit M aufzdhlbar. Der Begriff der Berechenbarkeit einer Funktion wird zwar
erst in der Vorlesung F3 definiert, es sei jedoch bereits an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass
nicht jede mathematisch wohldefinierte Funktion auch berechenbar ist! Der Grund dafiir kann

in der Nicht-Existenz einer endlichen Beschreibung eines endlichen Berechnungsverfahrens,

also eines Algorithmus’ begriindet sein.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch ein wichtiges Lemma beweisen.

Lemma

Jede Teilmenge einer abzdihlbaren Menge ist auch wieder abzdhlbar.

Beweis: Sei f : IN — M eine Abzéhlung der Menge M und L C M eine beliebige Teilmenge. Gilt
L = M oder L = (, so ist nichts zu beweisen. Ist L # M, so gibt es wegen L # ) ein Element m € L.
Eine Abzéhlfunktion ¢ : IN — L wird nun definiert durch
, 1) falls f(i) e L
o= {0 WSO L

m sonst

2.4 Beweistechniken

In der theoretischen Informatik, wie auch in der Mathematik, werden immer wieder Standard-Beweis-
techniken angewandt. Zu diesen Verfahren gehoren u.a. die vollstindige Induktion, Widerspruchsbeweise
und insbesondere Diagonalisierungstechniken. Im folgenden Abschnitt wollen wir einige dieser Verfahren

exemplarisch diskutieren.

Auf Georg Cantor geht das mathematische Beweisverfahren der Diagonalisierung zuriick, mit dem er
beweisen konnte, dass die Menge IR der reellen Zahlen nicht abz&hlbar ist. Da diese Technik speziell
bei der Methode des indirekten Beweises auch spiter noch benutzt werden wird, sei sie hier an einem
ersten Beispiel vorgefithrt. Zuvor jedoch ein sicher bekanntes Beispiel aus der elementaren Mathematik

als Anwendung und zur Verdeutlichung des Prinzips eines indirekten Beweises.

Im indirekten Beweis nimmt man an, die zu beweisende Aussage sei falsch. Dann benutzt man einige
der Voraussetzungen (Préamissen) und andere als wahr bekannte Aussagen, die ja alle als Vorausset-
zungen verwendet werden konnen, und schlieft dann, dass eine der Voraussetzungen oder eine als wahr
bekannte Aussage falsch sein muss. Als Schlussfolgerung bleibt (bei richtigem Rechen) nur noch iibrig,

dass die zuvor als falsch angenommene Aussage wahr sein muss.
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2.33

2 Notationen und Grundbegriffe

Beispiel

Wir wollen zeigen, dass die Aussage s := ,, 22 ist mindestens so groB wie v/a - b* gilt. Als Pramissen setzen
wir voraus: p := ,,a ist positiv reell” und ¢ := ,,b ist positiv reell”. Als bekanntes Zusatzwissen nehmen wir
die Aussage 7 := , c? ist nicht negativ fiir jede reelle Zahl ¢". Die Struktur der zu beweisenden Aussage ist

also: ,,p und ¢ und r implizieren s, formal notiert als p A ¢ AT — s. Fiir den indirekten Beweis nehmen
wir also an, dass s falsch und somit —s wahr sei. Wir nehmen also die Giiltigkeit von ("TH’ ist kleiner als

Va-b)" an. Wenn wir nun einen Widerspruch ableiten kdnnen, ist Aussage s gezeigt.

Beweis (zu Beispiel 2.32): Aus —s, formalisiert durch (a +b) < 2-+va - b, folgt (a +b)? <4-a-bund
weiter a2 +2-a-b+b2<4-a-b,dh. a®+b%><2-a-b, bzw. a®? +b% —2-a-b < 0. Dies widerspricht
aber der Tatsache, dass jedes Quadrat einer reellen Zahl positiv oder Null ist (Aussage r). Also kann
a?+b®>—2-a-b = (a—b)? nach Voraussetzung r nicht negativ sein und somit ist der Schluss pAgAr — s
richtig! a

Verallgemeinern wir die Aussage aus Beispiel 2.32, so erhalten wir die Aussage, dass stets das arithme-

tische Mittel mindestens so grofl wie das geometrische Mittel ist, formal:

Das folgende Theorem wollen wir nun mittels Diagonalisierung beweisen.

Theorem

Die Menge aller abzihlbar unendlichen Folgen natiirlicher Zahlen aus IN ist nicht abzdhlbar.

Beweis: Sei F,p, die Menge aller abzidhlbar unendlichen Folgen natiirlicher Zahlen. Wenn wir nun
annehmen, dass Fyp, eine abzidhlbare Menge sei, so gibt es eine Abzahlung, d.h., eine Abbildung g :
IN — Fy,, unter der ¢(i) fiir jedes i € IN eine abzihlbar unendliche Folge natiirlicher Zahlen ist. Fiir
jede dieser Folgen ¢(i) gibt es also eine eigene Abzéhlung f;,7 € IN der Folgenglieder. Dies konnen wir
uns als eine unendliche Matrix vorstellen, in der in der i-ten Zeile die Elemente der Folge ¢(i) von links
nach rechts entsprechend ihrer Abzihlung f;(IV) eingetragen sind, wie in Abbildung 2.2:

i | g(@) 0 1 2 3 4 5 n

01 g(0) | fo(0) fo(1) fo(2) fo(3) fo(4) fo(5) fo(n)
L g() | f1(0) fi(1)  f1(2) [B) A4 fi(5) fi(n)
21 9(2) | f200)  f2(1)  f2(2)  f2(B)  fa(d4)  fa(5) fa(n)
31 903) | f3(0)  f3(1) f3(2) f33) f3(4) f3(5) f3(n)
41 g(4) | fa0)  fa(1)  fa(2)  fa(3)  fa(4)  fa(5) fa(n)
51 905) | f:00) fs(1) f5(2) f:3) fs(4) f5(5) fs(n)

Abbildung 2.2: Angenommene Abzihlung aller abzidhlbaren Zahlenfolgen iiber IV
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2.34

2.4 Beweistechniken

Wenn wir nun die neue Folge Faiagonal definieren durch

Faiagonal := (fo(0) + 1, fi(1) + 1, f2(2) + 1, f3(3) + 1, fa(4) +1,.. ), (2.1)

so ist diese offensichtlich ab&hlbar! Sie miisste also in der angenommenen Abzéhlung g : IN — Fyy,
aller abzéhlbaren Folgen als g(j) fiir ein j € IN vorkommen. Dann miisste jedoch definitionsgemés, lt.
Gleichung (2.1), fiir das Diagonalelement f;(j) gerade f;(j) = f;(j) + 1 gelten, was sicher unméoglich
ist. Also kann die Annahme, F,p, sei eine abzihlbare Menge, nicht stimmen. O

Die gleiche Beweistechnik lésst sich beim Beweis des folgenden Theorems zur Abzéhlbarkeit der Potenz-

menge zu einer gegebenen Menge anwenden.

Theorem
Die Potenzmenge 2™ einer abzihlbaren Menge M ist genau dann abzihlbar, wenn M eine endliche

Menge ist.

Beweis: In Theorem 2.34 sind zwei Aussagen versteckt, die beide bewiesen werden miissen:

(a) Wenn M nicht endlich ist, so ist die Menge 2% aller Teilmengen von M nicht abzihlbar.
(b) Wenn M endliche Menge ist, so ist 2/ abziihlbar.

zu (a): Sei M eine abzihlbare unendliche Menge. Die surjektive Abbildung f : IN — M der Abzéhlung
der Elemente von M. Fiir jedes ¢ € IN bezeichnet also f(i) eine bestimmtes Element von M.
0.B.d.A. diirfen wir annehmen, dass in dieser Abzdhlung von M keines der Elemente doppelt
auftritt, dass also f sogar eine Bijektion ist! Falls nun die Potenzmenge 2™ ebenfalls abzihlbar ist,
so gibt es auch fiir diese Menge eine Abzihlung g : IN — 2. Wir definieren die Diagonalmenge
D:={f() | f(4) & g(j),j € IN}. Offensichtlich ist D C M und also D € 2. Daher muss es eine
Zahl k € IN mit D = g(k) geben. Auf Grund der Definition der Menge D bedeutet dies nun aber,
dass f(k) € D genau dann gilt, wenn f(k) ¢ g(k), also genau dann, wenn f(k) ¢ D gilt. Dies ist

offensichtlich ein Widerspruch und somit kann 2™ nicht abzihlbar sein.

zu (b): Sei M := {mg, m1,...,mi_1} eine endliche Menge. Wie auf Seite 13 festgestellt, hat die Po-
tenzmenge von M gerade 2/M| viele Elemente. Somit ist auch die Menge 2™ endlich und damit
per Definition abzahlbar. O

Im vorangegangenen Beweis wurde fiir die endlichen Teilmengen der Menge M in Teil (b) keine konkrete
Abzghlung konstruiert. Statt dessen haben wir ein fritheres Ergebnis verwendet. Auch die Angabe einer

2 M

Abzihlung von wére eine Moglichkeit fiir diesen Teilbeweis gewesen. Dies ist in unserem Fall jedoch

viel aufwéindiger. Der Vollstdndigkeit halber wollen wir diese Alternative trotzdem présentieren.
Beweisalternative zu Theorem 2.34 (b):

Fiir k = 0 ist M = () und auch 2™ = (), also per Definition abzihlbar. Die leere Menge ist auch in jeder

Potenzmenge enthalten. Fiir k& > 1 definieren wir nun beispielsweise die Abzahlfunktion f : IN — 2M
durch ‘
] .
fz) = {mig,...,my;} fallsz =37 my, - 2%
o i=o
) sonst O
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2.35

2.36

2 Notationen und Grundbegriffe

In der konstruktiven Beweisalternative wird eine (k — 1)-stellige Binirzahl” als Kodierung fiir jede
Teilmenge von M verwandt. Fiir 0 < [ < k — 1 ist die I-te Stelle (von rechts) der Bindrdarstellung 1
genau dann, wenn das Element m; € M in der kodierten Teilmenge enthalten ist. Zum Beispiel kodiert
die Binéirdarstellung 10010 gerade die Menge {m1, m4}. Fiir alle Zahlen x, die sich nicht auf diese Weise
als Kodierung einer Teilmenge von M interpretieren lassen, wird f(x) die leere Menge, die ja in jeder
Potenzmenge enthalten ist! Die so definierte totale Funktion f ist surjektiv, aber nicht bijektiv, da
jede nichtleere endliche Teilmenge von M eindeutig durch ein endliches Bindrwort aus den Werten der

charakteristischen Funktion dargestellt wird, die leere Menge aber unendlich oft als Bild vorkommt.

2.5 Strukturen

Unter den vielen moglichen Relationen auf einer Menge sind die Verkniipfungen besonders hervor-
zuheben. Letztere sind Vorschriften, die zwei Elementen jeweils ein drittes zuordnen und werden in der
Regel als Operationen bezeichnet. Solche (zweistelligen) Verkniipfungen kénnen fiir eine Menge M
z.B. als Abbildungen g : M x M — M geschrieben werden, meistens wird fiir sie jedoch die Infix-
schreibweise verwendet. Mengen und darauf definierte Verkniipfungen sind uns von Gruppen, Ringen,

Korpern oder anderen Algebren oder Strukturen bekannt.

Definition
Eine Menge A mit einer oder mehreren darin ausgezeichnete Relationen, Operationen und Konstanten
nennt man eine Struktur. Eine Struktur wird notiert als ein Tripel (A, F, P), wobei die Mengen folgende

Bedeutung haben:
A ist die nicht-leere Tréigermenge (A # (), auch Individuenbereich genannt, die oft mit den null-
stelligen Funktionen identifiziert wird.
F' ist eine Klasse von Funktionen oder Abbildungen.

P ist eine Klasse von Prédikaten, also Funktionen f mit range(f) = {w, f}

Falls in der Struktur keine Funktionen vorhanden sind, also F' = () ist, so heifit die Struktur relationale

Struktur bzw. Relationalstruktur oder auch Relationensystem.

Falls P = () ist, so nennt man die Struktur eine algebraische Struktur oder kurz Algebra.

Die Bedingung A # () in Defnition 2.35 ist notig, da sonst die Aussage ,Vx € A : p(x) impliziert
Jr € A: p(x)“, nicht giiltig wire.

Bisher haben wir im Wesentlichen nur relationale Strukturen behandelt, z.B., partielle Ordnungen,
Aquivalenzrelationen oder Graphen. In der Informatik begegnet uns die Halbgruppe besonders hiufig;

sie ist die wohl einfachste und grundlegendste algebraische Struktur.

Definition

Sei H eine Menge und ® : H x H — H eine Abbildung (Verkniipfung) fiir die das Assoziativgesetz
gilt, d.h. Va,b,c€ H: (a®b)®c=a® (b®c), dann heift (H,®) Halbgruppe. Wenn klar ist, welche
Verkniipfung gemeint ist, schreiben wir auch oft nur H statt (H,®).

“siehe Abschnitt 2.8 fiir eine formale Definition des Begriff der Binérdarstellung.
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2.38

2.39

2.40

2.41

2.42

2.5 Strukturen

Definition
Eine Halbgruppe (H, ®) heifit Monoid genau dann, wenn es ein Element ey € H gibt, so dass eg ©@m =
m©®en = m fiir jedes m € H gilt. Das Element ey € H nennt man das neutrale Element von (H, ©®).

Oft wird der Index H bei ey weggelassen und nur e geschrieben.

Beispiel
(IN '\ {0}, +) ist eine Halbgruppe, wihrend (IV, +) ein Monoid mit der Null als neutralem Element ist.

({0,1},-) ist ein endliches Monoid mit dem neutralen Element 1, wenn die Ziffern 0 und 1 als natiirliche
Zahlen aufgefaBt werden und die Operation - als gewdhnliche Multiplikation interpretiert wird.

Die Menge aller injektiven Abbildungen einer Menge M in sich selbst, ist beziiglich der Hintereinander-
ausfiihrung o ein Monoid, fiir das die Identitdt Id; das neutrale Element ist. Sind f und g Abbildungen, so
ist die neue Abbildung f o g, gesprochen ,, f vor g“, erklart durch:

(fog)(z) =g(f(z)).

Dies ist dquivalent zur Komposition von Relationen. Es entspricht (f o g) also gerade der Schreibweise (f - g),

wenn f und g als Relationen aufgefaBt werden!

Definition
Fiir Teilmengen U,V  einer Halbgruppe oder eines Monoides (H,®) sei die Menge
U-V:i={uov|ueUweV} das Komplexprodukt von U und V.

Mit dem Komplexprodukt zweier Teilmengen einer Halbgruppe, wird also stillschweigend die Halbgrup-

penoperation auf die elementweise Verkniipfung iibernommen!

Damit wird die Potenzmenge von H zu einer Halbgruppe (2H ,+), oder einem Monoid mit dem Einsele-

ment {ey}, falls dieses in (H,®) existiert.

Definition
Eine Teilmenge M von (H, ®) heifit gegeniiber dem Produkt ® abgeschlossen genau dann, wenn Ya,b €
M:a®be M gilt.

Definition

Sei (H, ®) eine Halbgruppe (bzw. (HU{eg }, ®) ein Monoid) dann heift M C H eine Unterhalbgruppe
(bzw. Untermonoid) genau dann, wenn (M, ®) selbst eine Halbgruppe (bzw. Monoid) ist. Das heifit,
M ist gegeniiber ® abgeschlossen und enthélt als Untermonid auch das neutrale Element eg;.

Definition

Eine Abbildung h von einer Halbgruppe (H,®) auf eine andere Halbgruppe (G,®) wird genau dann
Homomorphismus genannt, wenn Vx,y € H : h(zx ® y) = h(x) ®h(y) gilt. Ein Homomorphismus
ist also eine strukturerhaltende Abbildung, die aufler den Elementen auch noch die Operationen auf

einander abbildet.

Ein Homomorphismus f : (H,®) — (G, ®) kurz f: H — G heifit
1. Epimorphismus genau dann, wenn f surjektiv ist

2. Monomorphismus genau dann, wenn f injektiv ist
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2 Notationen und Grundbegriffe

3. Isomorphismus genau dann, wenn f bijektiv ist

4. Endomorphismus genau dann, wenn H = G ist

5. Automorphismus genau dann, wenn f Isomorphismus ist und H = G gilt.
Fiir M C H definieren wir nun, &hnlich wie in Definition 2.16 fiir Relationen, den transitiven Abschluss
unter Komplexproduktbildung.

2.43 Definition
Fiir eine Teilmenge M C H einer Halbgruppe (H,®) (bzw. eines Monoides (H U {ex},®)) seien der

transitive Abschluss M™* sowie der transitive und reflexive Abschluss M* wie folgt erkiirt:

Mt .= U M mit M := M und M**' .= M. M
i>1

M*:=M" U{en}
wobei ey das neutrale Element des Monoides ist.
e M™ heifit von M erzeugte Unterhalbgruppe.
o M*heifit von M erzeugtes Untermonoid.

e M heifit Erzeugendensystem von M+ bzw. von M*. Ist das Erzeugendensystem M endlich, so
heiflen M bzw. M* endlich erzeugt.

o M™ bzw. M* heifit von M frei erzeugt genau dann, wenn fiir Vi, k,r € IN Vm;,n; € M \ {en}

ausm; Ome ©...0Omg =n1 Ong © ... O n, stets k = r und m; = n; folgt.

Es ist zu beachten, dass in obiger Darstellung die Mengen M? das i-fache Komplexprodukt
bezeichnen und nicht das cartesische Produkt! Diese Bedeutung der Exponenten wird spéter

meistens bei Wortmengen, also Teilmengen von ¥* fiir ein Alphabet ¥ verwendet. Die Defi-

nitionen hierzu finden sich in Abschnitt 2.6.

Die Darstellung eines Elementes eines von M frei erzeugten Monoides M™* ist stets eindeutig. Aufler
dem Assoziativgesetz gilt keine andere Beziehung zwischen den Erzeugenden, es ist frei von zusdtzlichen

Relationen.

Ahnlich wie in Theorem 2.26 fiir Relationen gezeigt, ist M+ der Durchschnitt aller M enthaltenden
Unterhalbgruppen.

Eine von Mathematikern oft benutzte, dquivalente Definition des freien Monoides ist folgende, die auf

andere Weise seine herausragende Rolle deutlich macht:

Ein Monoid M* heifit genau dann frei von M erzeugt, wenn es zu jedem Homomorphismus f: M — A
fiir ein Monoid A, jeweils genau einen Homomorphismus h : M* — A gibt, so dass das Diagramm
in Abbildung 2.3 kommutativ ist, d.h, dass i o h = f gilt. Die Abbildung ¢ ist dabei die sogenannte
natiirliche Einbettung von M in M* (als Teilmenge).

Hieraus folgt: Aus einer frei wdhlbaren Interpretation der Symbole eines Alphabetes ¥ in dem beliebigen

Monoid A (durch f) erhilt man auf eindeutige Weise die Interpretation aller Worter aus %*.
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2.44

2.6 Wortmengen

M

N A

Abbildung 2.3: Ein kommutierendes Diagramm
2.6 Wortmengen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir uns mit allgemeinen Begriffen zu Mengen, Relationen
und Funktionen beschéiftigt. Wir wollen nun eine spezielle Klasse von Mengen definieren: die Wortmen-
gen. Mengen von Wortern sind immer dort von besonderer Wichtigkeit, wenn die Objekte, mit denen
gearbeitet werden soll, kodiert werden miissen. Wir hatten bereits ein solches Beispiel kennengelernt:
Bindrworter. Sie konnen als eine Kodierung der natiirlichen Zahlen angesehen werden, genau wie auch
die uns geldufige Dezimaldarstellung. Allen Kodierungen gemein ist die Tatsache, dass nur eine endliche
Menge von Zeichen zur Bildung der Darstellung erlaubt ist (Bei der Binérdarstellung nur 0 und 1,
bei der Dezimaldarstellung die zehn Ziffern 0 bis 9). Eine solche Darstellung werden wir im allgemeinen

als ein Wort iiber einem endlichen Alphabet bezeichnen.

Definition
Ein Alphabet ist eine total geordnete endliche Menge von unterschiedlichen Zeichen (oder Symbo-
len), vergl. DIN 44 300.

Besonders in der Mathematik und der Logik bezeichnet man gelegentlich auch unendliche Mengen von
Symbolen als Alphabete, allerdings sind dies dann stets abzéhlbare, total geordnete Mengen von Zeichen.
Sofern nicht ausdriicklich anders erwihnt, wollen wir unter einem Alphabet jedoch immer eine endlichen
Zeichenvorrat verstehen.

Ein in der Informatik hiufig verwendetes Alphabet ist der sogenannte ASCII-Code (American Standard
Code for Information Interchange), ein 7-bit Code, dessen achtes Bit in der Byte-Darstellung als Priifbit,
oder zur Erweiterung des Zeichensatzes verwendet wird. Es ist dies eine Liste von 128 Schrift- und
Steuerzeichen, die als Hexadezimalzahlen kodiert sind: In der 16 x 8 Matrix (siche Tabelle 2.1) wird die
Spaltennummer j als Hexadezimalziffer vor die Hexadezimalziffer i der Zeilennummer gesetzt und dann
die Zeichenkette ji zur Basis 16 interpretiert. Dadurch ergibt sich eine lineare Ordnung der Zeichen

entsprechend ihrer Codenummern.

Einerseits kann der ASCII-Code als ein 128 Zeichen umfassendes Alphabet angesehen wer-
den, andererseits basiert die Hexadezimaldarstellung der ASCII-Zeichen auf dem 16 zeichn
umfassenden Alphabet {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,0, A, B, C, D, E, F}. Diese beiden Alphabete
sollten nicht verwechselt werden!

Fiir das Symbol ”A“ ergibt sich gerade [41]16 = 65, fiir "EOT* (end of transmission) [4]1¢ = 4, fiir
"SP“ (space) [20]16 = 32 und fir "DEL® (delete) entsprechend [7F]16 = 127. Und es ergibt sich die
Reihenfolge: -+ < A<B < <Z<---<a<---<z<---

33



2.45

2 Notationen und Grundbegriffe

Tabelle 2.1: ASCII — Code

Spalte 0 1 2 13|45 |6 7
0 NUL | DLE |[SP |0 | @ | P | ¢ P
1 SOH | DC1 ! 1A Q| a q
2 STX | DC2 | ” 2| B|R|D r
3 ETX | DC3 | # |3 | C| S| ¢ S
4 EOT | DC4 | $ |4 | D | T | d t
5 ENQ |NAK | % | 5 | E| U | e u
6 ACK | SYN | & |6 | F | V| f v
7 BEL | ETB ’ T G|W|g w
8 BS |[CAN| ( |8 | H|X | h X
9 HT EM ) 9| I |Y | i y
A LF SUB | * J | Z | j zZ
B VI | ESC | + | ; | K| [ | k {
C FF FS , <L\ |1 |
D CR GS - |l=IM| ] |m }
E SO RS .| > N| " |n -
F ST US / 1710 o | DEL

In der Regel wird die Ordnung bei Alphabeten als implizit gegeben betrachtet, und jeder endliche
Zeichenvorrat als Alphabet bezeichnet. Falls wir die Ordnung der Symbole bezeichnen méchten, wahlen

wir dazu das Zeichen <.

Um aus einem schon bekannten Wort w iiber dem Alphabet {A, B,...,Z} ein neues zu konstruieren,
kann man einzelne Symbole davor, dazwischen oder dahinter schreiben; und man kann auch zwei be-
kannte Worter® aneinanderschreiben. Aus den Wértern ,,S¢, (auch ein einzelnes Symbol ist ein Wort!)
»2HAUS“ BOOT*“ und ,BESITZER* kann man so die Worter BOOTS, BOOTSHAUS, HAUSBOOT,
HAUSBESITZER, BOOTSBESITZER oder auch HAUSBOOTBESITZER erzeugen. Diese Hinterein-
anderschreibung von Zeichenketten bezeichnet man als Konkatenation, und mit ihr als assoziativer
Operation zwischen den Zeichenketten (Wortern) ist eine Struktur, hier eine Halbgruppe definiert. Wenn
wir an einer bestimmten Stelle kein Wort notieren wollen, aber diese Stelle dennoch bezeichnen miissen,
so bendtigen wir dafiir ein spezielles Symbol (dhnlich der Null bei den Zahlen). Wir nennen dieses das
leere Wort und notieren es als A (kleines lambda). In vielen englischsprachigen Biichern findet man als
Bezeichnung fiir das leere Wort € (epsilon).

Das leere Wort A ist niemals in einem Alphabet enthalten! Es handelt sich ja gerade um

dasjenige Wort, welches ohne jegliches Symbol aus dem Alphabet gebildet wird.

Definition

Fiir ein Alphabet X, ist ¥* das freie Monoid mit der Konkatenation oder Hintereinanderschreibung

8Hier wird bewusst ,, Worter® und nicht ,, Worte“ verwendet, denn es sind Zeichenketten und keine gesprochenen Worte
oder bedeutungsvolle Begriffe!
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2.6 Wortmengen

der einzelnen Zeichen als Monoidoperation, und dem leeren Wort \ als neutralem Element. Fiir w € ¥*

k

schreiben wir w* anstelle von ww - - - w.
———

k

Jede Menge L C ¥* heifit formale Sprache.

L:={w|w e {a,b}*A(w enthilt das Symbol a doppelt so oft wie das Symbol b)} ist zum Beispiel eine
recht einfache formale Sprache mit umsténdlicher Beschreibung. Auch die Menge {w | w € {a,b,c}* A

(w beginnt mit dem Symbol a)} ist eine einfache formale Sprache mit unendlich vielen Elementen.

Einige Eigenschaften von Zeichenketten werden wir bei der Beschreibung und Spezifikation von formalen

Sprachen bendétigen, um solche umsténdlichen Definitionen vermeiden zu kénnen:

Definition
e Zu jedem Wort w € ¥* und jedem Symbol x € 3 bezeichne |w|, die Hédufigkeit des Vorkom-
mens des Symbols x im Wort w.
e Mit |w| wird die Lénge des Wortes w bezeichnet, d.h. |w| := Y |w|,.
rEX
e Wir schreiben w C v, wenn es ein Wort w € ¥* gibt, so dass v = uw ist. Das Wort u wird Préifix
von v genannt.
e Das Wort u wird echtes Préfix von v genannt, wenn v C v und weder u = v noch u = A gilt.
Wir notieren dies als u C v.
o Gilt z = wvw fiir Worter u,v,w, z € ¥*, so ist v ein Teilwort von z.
Beispiel

Fiir jedes Wort w gilt A C w. Ebenso ist das leere Wort Teilwort eines jeden beliebigen Wortes!
Sei ¥ := {L, R}, dann ist fiir w := LLRLRLLR gerade |w| =8, |w|, =5, und |w|, = 3.

Sei Dy :={w € ¥* | |[w|, = |w|p und Vu € ¥* : (u C w) — (Ju|, > |u|gp)}. Diese (formale) Sprache
wird (einseitige) Dyck-Sprache iiber einem Klammepaar genannt, mit dem Symbol L als 6ffnender und R
als schlieBender Klammer.

(D1, ) ist selbst ein Monoid, weil auch das leere Wort \ dazugehort und mit u,v € D, stets auch w :=
u-v=uv € D; gilt, d.h. DI = D; ist. Dieses Untermonoid kann jedoch niemals von einer endlichen Menge

frei erzeugt werden! Den Beweis fiir diese Tatsache bleiben wir hier jedoch schuldig.

Betrachten wir M := {L, LR, RL} G ¥* und bilden M*, so ist auch M* ein Untermonoid von X*, jedoch
ist dieses von M nicht frei erzeugt. Das Element LRL € M™ hat zwei verschiedene Zerlegungen in einzelne
Erzeugende: LRL=L-RL=LR- L.

Neben der Konkatenation, benutzen wir eine grofle Zahl weiterer Operationen auf Wortern, von denen
wir hier nicht alle sofort ohne ihren Zusammenhang zu moglichen ,, An- und Verwendungen® definieren
wollen. Zu den wichtigen gehdren zum Beispiel die folgende, die wir als weiteres Beispiel einer rekursiven

Definition angeben.
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2 Notationen und Grundbegriffe

Definition
Sei 3. ein Alphabet, dann ist fiir jedes Wort w € ¥* das Spiegelwort w'®" definiert durch:

(ux)™® = 2u™ fir zeX,ueX”, und N :=\

Fiir L C ¥* wird die Spiegelwortabbildung erweitert durch: L'V := {w" | w € L}.

Beispiel
e REGAL™ = LAGER,

e MARKTKRAM™Y = MARKTKRAM und

e RENTNER™ = RENTNER.

Ein Wort, fiir das w™V = w gilt, nennt man Palindrom.

Aus der rekursiven Definition der Spiegelworter ergeben sich auch hier wieder induktive Beweise. Fiir
das folgende einfache Lemma soll der letzte ausfithrliche Beweis dieser Art vorgefithrt werden.

Lemma
Fiir jedes Alphabet 3 gilt: Yu,v € 5* : (uv)™¥ = v™Vu™v,

Beweis: Wir verwenden vollsténdige Induktion {iber die Lange von v:
Induktions-Basis: |v| = 0, also ist v = A und (uv)™¥ = (uA)™Y = u'®Y = A = NV = VY,
Induktions-Annahme: |v| = n, impliziert (uv)"™¥ = v*Vu .

Induktions-Schritt: Sei [v] =n + 1, dann ist v = wz fiir ein z € 3 und es gilt w € £* mit |w| = n.

(uv)r¥= (u(wx))rev da v =wz
= ((uw)x)reY Konkatenation ist assoziativ
= z(uw)™ Definition von ((uw)x)™®¥
= x(w)"™ (u)"™v Induktionsannahme

= (wx)™ (u)™v Definition von (wzx)™

= (v)™V(u)"Y da v = wz.

Wir wollen nun einige Ordnungen auf Wortmengen definieren. Wir betrachten zunéchst ein Beispiel:

Beispiel
Sei w1 < wy fiir Woérter wy,we € X* genau dann, wenn |wi| < |ws| ist. Offensichtlich ist (X*, <) keine

totale Ordnung, denn Worter gleicher Lange lassen sich mit < nicht vergleichen!

Um alle Worter untereinander vergleichbar zu machen, kann man jedoch die sogenannte lexikographische
Ordnung als Erweiterung der Ordnung < auf dem zugrundeliegenden Alphabe, also (2, <), betrachten.
Wir definieren diese Ordnung rekursiv:
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2.52 Definition
Sei (¥, <) ein mit < linear geordnetes Alphabet, dann ist die lexikographische Erweiterung <!'** C
3* x ¥* von < definiert durch:

1. X\ <= 4w fiir alle w € ©*.

=< d
2. Vz,y €Y Vu,v € Xt : (zu <" yv) genau dann, wenn (z <) oder .
(x =y) und (u <'°* v)

<lex.— <lex ) Idy. nennen wir lexikographische Ordnung auf ¥*.

Gestiitzt auf diese rekursive Definition lassen sich nun einige Eigenschaften leicht induktiv beweisen.

2.53 Lemma
Sei (3, <) ein linear geordnetes Alphabet, dann gilt:

a) Ywe X we Xt v < pw
b) Yu,v € X : (u =¥ v) impliziert (u C v) oder (le,wg € X* :qwy <ex vwg)
Beweis:

zu a): Wir beweisen (x): v <! yw fiir w # A durch vollstéindige Induktion iiber die Liinge des Prifixes

V.

Induktions-Basis: Fiir |v| = 0 ist v = A und (*) gilt nach 1. der Definition.
Induktions-Annahme: Wir nechmen an, dass (x) fiir alle v mit |v| = k gilt.

Induktions-Schritt: Jedes v € ¥* mit |v] = k + 1 hat die Form v = zu fiir ein z € ¥. Nach 2. der

lex lex lex

Definition von < gilt aber xu <'* zuw immer dann, wenn u <'** ww zutrifft. Dies gilt

mit |u| = k aber wegen der Induktionsannahme. Folglich gilt (%) nun fiir alle v € X*.

zu b): Nach a) ist die Implikation ,u =< v impliziert v T v“ richtig, wenn u tatséchlich ein Praifix
von v ist. Sollte das nicht der Fall sein, so gibt es einen gemeinsamen (eventuell den trivialen: )
Priafix w C w und w C v und zwei Symbole z,y € ¥ mit wx C u, wy C v und = < ¥y, so dass

lex

wr <°* wy. Entsprechend 3. der Definition kommt es dann nicht mehr darauf an, wie die echten

Prifixe wr und wy von u und v weiter nach rechts verlangert werden, so dass Vw;,wy € ¥ :

lex

uw; <" vws gilt. Die Implikation ist daher giiltig.

2.54 Beispiel
Es gilt unter der iiblichen linearen Ordnung der Symbole des lateinischen Alphabetes folgende lexikographische
Anordnung:

AB <'** FBI <!** KLAUSUR <'** OB <! PI <'** UNI <!** 70O
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In der deutschen Sprache ist die dem Alphabet unterliegende Ordnung < beziiglich der Umlaute nicht
eindeutig definiert: Im Duden wird ,,4“ wie ,a“ behandelt, wiahrend es im Telefonbuch wie ,,ae“ einsortiert

wird. In keinem Fall sind die Umlaute in die totale Ordnung < des Alphabets integriert!

lex jst total, und besitzt kein Supremum und keine maximalen

Die lexikographische Striktordnung —<
Elemente! Die Kette a <'* aa <'** aaa <! ... kann unendlich fortgesetzt werden und jedes Element
der ebenfalls unendlichen Kette b <% bb <1 bbb <1* ... ist beziiglich <'** gréBer als jedes beliebige
Element a* der ersten unendlichen, aufsteigenden Kette. Die in Definition 2.52 eingefiihrte Relation <
eignet sich nicht als Grundlage fiir eine Abzéhlung aller Worter, sofern das zugrundeliegende Alphabet
mindestens zwei Symbole enthélt. Dann ist es ndmlich nicht moglich, ein Verfahren, d.h. eine Abbildung
g : IN — ¥*, anzugeben, mit dem die Worter aus ¥*, mit |X| > 2, so abgezihlt werden, dass stets
g(i) <'* g(i+1) gilt! Um das zu erreichen wird in der Regel eine andere Ordnung auf 3* definiert, die
wir lexikalisch nennen. In ihr werden die Worter zuerst nach ihrer Linge verglichen (kiirzere Worter
sind btgl. der lexikalischen Ordnung kleiner als lingere) und nur Worter gleicher Léinge werden noch

lexikographisch geordnet.

Definition
Sei (3, <) ein mit < linear geordnetes Alphabet, dann ist die lexikalische Erweiterung <'¢7'°% von <
definiert durch:

wy <871 wy gelte fiir beliebige Wérter wy, ws € X% genau dann, wenn
entweder: lwi| < |wal, oder: lwi| = |lwa| A w e .
<lg—lex. — Jlg—lex (y J4s. heifit lexikalische Ordnung auf ¥*.

Beispiel
Es gilt unter der iiblichen linearen Ordnung der Symbole des lateinischen Alphabetes folgende lexikalische

Anordnung:

AB <lslex OB <ls~lex p <lslex pRl <lsmlox NI <187l 700 <!871eX KLAUSUR

Mit dieser Definition ist es nun ein Leichtes, ein Verfahren zur sukzessiven Erzeugung aller Worter von
¥* fiir eiin beliebiges aber festes Alphabet 3 zu definieren: In Schritt (1) beginnt man mit & := 0,
notiert das kleinste Wort A und geht zu Schritt (2). In Schritt (2) erhéht man & um eins und geht zu
Schritt (3). In Schritt (3) notiert man die |X|* unterschiedlichen Worter der Lénge k in lexikographisch
aufsteigender Rehenfolge. Dann fihrt man wieder mit Schritt (2) fort.

Weniger leicht ist es vielleicht, eine bijektive Abzéhlfunktion zu formulieren, die auf Grund der Existenz
des eindeutigen Erzeugungsverfahrens ja existieren muss: Zur gegebenen Zahl i € IN laft man das
angegebene Verfahren (beginnend mit dem minimalen Wort beziiglich <!871¢%) solange laufen, bis das i-
te Wort erzeugt wurde. Den eindeutig bestimmten Index 4 eines beliebigen Wortes kann man umgekehrt
mit dem Verfahren der Abzihlung ebenfalls gewinnen: Man erzeugt sukzessive die Worter mit dem
Verfahren solange, bis das vorliegende Wort erreicht wird. Die Anzahl der erzeugten Worter muss dabei
nur mitgezdhlt werden, um den Index zu ermitteln. Wir werden spéter noch ein besseres Verfahren

kennenlernen.
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2.7 Paar- und Tupelfunktionen

Verallgemeinerung auf Tupel von reellen Zahlen Oftmals ben6tigt man Abzahlungen und Ordnungen
auf m-Tupeln (Vektoren) aus IR™. Ahnlich zur lexikographischen (und auch zur lexikalischen) Ordnung
auf ¥* definiert man Ordnungen <!'**C IR™ (bzw. <!871xC IR™) fiir Tupel von reellen Zahlen:

Definition
Sei m € Z7" dann ist die lexikographische Erweiterung <'**C IR™ von < C IR definiert durch:

vy <X g, gelte fiir beliebige v1,vy € IR™ genau dann, wenn
Jke{l,...om}:(Vi: (1 <i<k)— (vi(i) =v2(7)) A (v1(k) < va(k)).

Llex = Llex Id m nennen wir lexikographische Ordnung auf IR™.

Darauf aufbauend auch fiir Vektoren die entsprechende lexikalische Variante:

Definition
Seim € Z" dann ist die lexikalische Erweiterung <le=lex ¢ IR™ von < C IR definiert durch:

vy <lg=lex 4, gelte fiir beliebige v1,vs € IR™ genau dann, wenn

m m m

entweder: Z vi(i) < Z va (1) oder: (Z v1(i) = Z v2()) A (v <" wg).

i=1 i=1 i=1 i=1
Llelex, — lg—lex Id jpm nennen wir lexikalische Ordnung auf IR™.

In beiden Fillen, wie sonst auch iiblich, gilt Gleichheit von m-Tupeln nur bei komponentenweiser Gleich-
heit! Auch sonst ist es gebriuchlich, eine auf IR definierte Relationen < C IR so auf IR™ zu iibertragen,
dass v1 < wvq fiir beliebige vi,v2 € IR™ genau dann gilt, wenn vy (i) < v2(i) fiir jede Komponente
i € {1,...,m} zutrifft. Damit wird jede partielle Ordnung auf < C IR zu einer partiellen Ordnung auf
IR™. Falls < C IR totale Ordnung ist, so ist deren komponentenweise Erweiterung auf IR™ in der Regel

nur noch partiell und ausschlielich im Falle m = 1 (trivialer Weise) ebenfalls total.

Fiir die Worter der Form @'t/ gilt bei a < b die Beziechung a’b? <'871 ¢"b* genau dann, wenn
(r,5) <'&=lex (i 4) zutrifft.

Die Tupel (i,7) € IN? in der zweidimensionalen, unendlichen Aufstellung nach Tabelle 2.2 werden, wie

lg—lex

in Tabelle 2.3 angedeutet, entsprechend der Ordnung < abgezéhlt.

2.7 Paar- und Tupelfunktionen

Hiufig kommt es vor, dass man eine Abzihlung oder Nummerierung einer (unendlichen) Objektmenge
M benétigt, z.B. um eine systematische Betrachtung aller Objekte zu ermoglichen.® Paarfunktionen
sind Spezialfille von Nummerierungen, nimlich Nummerierungen von Paaren aus IN2. Sie kénnen auf
einfache Weise durch geeignete Schachtelung zu sogenannten Tupelfunktionen erweitert werden. Somit

brauchen wir anstelle aller Funktionen mit Vorbereich IN™ und Nachbereich IN™ nur noch einfache

9Eine Nummerierung ist immer eine surjektive Abbildung der Form IN — M.
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Tabelle 2.2: Tabelle der Tupel aus IN x IV

]

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 (0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)
1 (1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (1,7) (1.8)
2 (2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6) (2,7) (2.8)
3 (3,00 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5 (3,6) (3,7) (3.8)
4 (4,0)  (4,1) (4,2) (4,3) (44) (4,5 (4,6) (4,7 (48)
5 (5,00 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6) (5,7) (58)
6 (6,0) (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6) (6,7) (6,8)

Zahlenfunktionen der Art f : IN — IN zu betrachten, da alle anderen Funktionen durch Komposition

mit entsprechenden Tupelfunktionen konstruiert werden kénnen.'°

Natiirlich ist es leicht, ein Verfahren zum sukzessiven Erzeugen des jeweils néchst grofleren Tupels in
IN? aufzuschreiben. Weit schwieriger ist es jedoch, eine wirkliche Bijektion zwischen IN und IN? mit

geschlossenen Formeln anzugeben.

Auf den Begriinder der Mengenlehre, Georg Cantor (1845 — 1918), geht das im Folgenden beschriebene
Verfahren mit der Cantorschen Paarfunktion paar : IN x IN — IN zuriick. Sie erzeugt gerade die
Abzihlung aus Tabelle 2.3. Diese Funktion ist jedoch nicht die einzige Art, eine Bijektion zwischen den
Mengen IN? und IN anzugeben. Im Allgemeinen ist eine Funktion zu finden, welche &hnliche Eigen-
schaften, wie die spezielle Paarfunktion paar hat. Die bené6tigten Eigenschaften werden in der folgenden

Definition fetsgelegt.

Tabelle 2.3: Abzihlung der Tupel aus IN x IN entsprechend <'871ex:

J
i 0 1 4 ) 6 7
0 0 1 10 15 21 28
1 2 4 7T 11 16 22 29
2 5 § 12 17 23 30
3 9 13 18 24 31
4 14 19 25 32
5) 20 26 33
6 27T 34
7 35

2.59 Definition
FEine Funktion pair : IN x IN — IN, nennt man Paarfunktion (pairing funktion), wenn:

10Die hierzu notwendigen Eigenschaften von Tupelfunktionen, wie die Berechenbarkeit, werden wir hier einfach voraus-

setzen. Sie werden Gegenstand der Vorlesung F3 sein.
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1. pair surjektiv ist und pair(i, j) effektiv bestimmbar ist, und

2. zwei gleichfalls berechenbare Funktionen m : IN — IN und me : IN — IN existieren, fiir die:
m1(pair(i, j)) = 4, ma(pair(i,j)) = j und pair(mi(k), m2(k)) = k gilt.

Betrachten wir die Ordnung <'#71* C IN? und die Tupel aus IN? in aufsteigender Reihenfolge beziiglich
<l&=lex Wie in Abbildung 2.3 werden wir an der Stelle (7, 7), also am Schnittpunkt von i-ter Zeile und
j-ter Spalte der nach unten offenen Anordnung, genau die Zahl paar(i, j) eintragen, die bei Abzihlung
der Tupel (beginnend bei 0 (Null) fiir das Tupel (0, 0)) entsprechend dieser Ordnung entsteht.

Fiir das k-te Tupel (7, j) gilt die Gleichung;:

Die Giiltigkeit dieser Gleichung kann folgendermaflen gezeigt werden:

Bezeichnet man die Nebendiagonale (counter diagonal) in der k := paar(i,j) steht mit cd(k), so gilt
offensichtlich ed(paar(i, j)) =i+ j. In der Nebendiagonalen mit der Nummer n findet man stets genau

n + 1 Elemente, von denen jedes genau um 1 grofer ist als das Vorangegangene. Daher ist paar(0, j) =

J
> 7, und fiir dieses und die weiteren Elemente 0 < ¢ < ¢ derselben Nebendiagonalen j gilt dann:
r=0

J
paar(t,j —t) = > r+t. Also ist die Funktion paar : IN x IN — IN, definiert durch
r=0

(i+7)i+7+1)

paar(i,j) := 5 +1

ein Kandidat fiir eine Paarfunktion, wenn wir auch noch ihre Umkehrung mit Hilfe der Funktionen 7

und 7 angeben konnen.

Hierbei ist natiirlich eine geschlossene Form erwiinscht und nicht nur ein rekursives Bestimmungs-
oder iteratives Erzeugungsverfahren (vergl. [Gruska])! Wie schon bemerkt, ist die Komponentensumme
71 (paar(i, j)) + ma(paar(i, j)) = i +j auf den Nebendiagonalen stets konstant so grofl wie der maximale
Zeilen- oder Spaltenindex dieser Nebendiagonalen. Wenn nun eine Zahl z := paar(i, j) gegeben ist, aber
weder die Nummer cd(z) der Nebendiagonalen zu z, noch die Gréen ¢ oder j, so wire paar(0,i+ j) die
kleinste Zahl in dieser Nebendiagonalen cd(z). Es ist dies die Zahl

(i4+ ) +j+1)  cd(k)(cd(k)+1)

ko= 0,i+7) = =
paar(0, + j) ; 5

Durch Auflgsen nach cd(k) erhélt man:

paar(0,i+7j) = Cd(k/’)(Cd(k)—i—l)’

2-paar(0,i+j) = cd(k)(cd(k)+1),

2 - paar(0,i + j) + % (cd(k))? + cd(k) +

o =
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1 2
= (k) + )",

1 1
\/2 -paar(0,i+7) + 15 cd(k).
Es ist nun die Abbildung paar monoton, d.h.:
(i1,41) <"87' (i, j2) impliziert paar(i1,j1) < paar(iz,ja).

Ebenfalls monoton ist die Abbildung, die k& € IN den Wert /2k + i — % zuordnet. Man rechnet leicht
nach, dass

paar(i + 7,0) + 1 = paar(0,i + 5 + 1)
die kleinste Zahl auf der niichst hoheren Nebendiagonale ist, so dass (fiir ¢,5 # 0):

N~

cd(paar(0,i+ 7)) = \/Q-paar(O,i+j)+

N

2 - paar(i, j) +

o= e

1
4

1
2

1
2 paar(i +,0) + 7

1=
N | —

2. (paar(i+4,0) + 1)+

2-paar(0,i4+j+ 1)+

A
_-_ = =
1=
N | —

cd(paar(0,i+j+ 1))
cd(paar(i, j)) + 1

Daher ergibt sich eine geschlossene Formel zur Berechnung der Nebendiagonalen in der sich eine gegeben

Zahl k befindet:
1 1
d(k) = 2k+—-——=1.
cdlh W R QJ

Daraus kann iiber k = paar(m(k), m2(k)) = w

m1(k) + ma(k) sofort ma(k) ermittelt werden:

+ m1 (k) zunichst m(k), und aus cd(k) =

cd(k)(cd(k) +1)

7T1(k/’) = k- D)

k ! 2 (i ‘)+1 L 2 (i ')+1+1
—_ — . . I‘ S — . . I‘ f— f—
2 paar(z, j 4 2 paar(z, j 4 2

ma(k) = cd(k)—m(k)

Mit einer Paarfunktion pair : IN?2 — IN kann man auch Tupelfunktionen 7(*) fiir héhere Dimensionen
k € IN erkldren:
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2.61
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Die k-Tupelfunktion 7*) : IN¥ — IN fiir k > 2 wird zuriickgefiihrt auf die iibliche Paarfunktion pair
durch:

7 (x1,29,...,2%) = pair(xl,ﬂ(kfl)(zg, ..., T)) = pair(z1, ..., pair(zk_1,Tk) . . .)

(k—1)-mal

Die zu einer k-Tupelfunktione zugehorigen Projektionen auf die einzelnen Komponenten, die sogenann-

ten k-Komponentenfunktionen, werden mit 7™ bezeichnet und sind fiir i € {1,...,k} ebenfalls

%

bestimmbar.

Beispiel
Sei #:= (2,5,7,3) ein Quadrupel (4-Tupel) aus IN*. Mit 7(*) (&) wird die natiirliche Zahl

z := pair(2, pair(5, pair(7, 3)))

bezeichnet. Die dritte Komponente des urspriinglichen Tupels lasst sich nun mit der Komponentenfunktion

(1) i ckaewinnen:
7T3 zuruckgewinnen:

7P (z) =l (x(2,5,7,3) =7

2.8 Nummerierungen von Wortmengen

Auf Kurt Godel geht die Idee zuriick, beliebige Zeichenketten durch natiirliche Zahlen zu kodieren.
Die Nummerierungen allein der Buchstaben, wie zum Beispiel beim ASCII-Code, geben ja noch keine
Vorschrift zum Abzihlen aller Worter.

Godelisierung Solch eine Zuordnung von Zahlen zu Wortern niitzt in vielen Féllen nur dann etwas,
wenn das Ursprungsobjekt der Kodierung aus dieser auch wieder hergestellt werden kann. Daher wird

die Godelnummerierung der Wortmenge iiber einem Alphabet als injektive Funktion definiert.

Wir verwenden fiir diese Nummerierungen das griechische Symbol v (sprich: nii) mit einem Index, der

die jeweils gemeinte Nummerierung bezeichnet.

Definition
Sei ¥ ein endliches Alphabet. Eine Funktion vy, : 3* — IN heifit Gédelisierung, wenn gilt:

1. Yu,v € ¥* : w # v impliziert vs(u) # vs(v), vs ist also injektiv.
2. Aus jedem Argument w € ¥* kann vs(w) in endlich vielen Schritten effektiv bestimmt werden.

3. Fiir jedes n € IN kann in endlich vielen Schritten effektiv bestimmt werden, ob es ein w € ¥* gibt,

fiir das vs(w) = n gilt.

4. Wenn es ein w € ¥* mit vs,(w) = n gibt, dann kann w effektiv aus n konstruiert werden.
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Es ist also bei Godelisierungen keine Bijektion zwischen ¥* und IN gefordert! Es gibt verschiedene
Moglichkeiten spezielle Godelisierungen anzugeben, von denen wir schon die Cantorsche Paarfunktion

kennengelernt haben.

Die Paarfunktionen pair, paar und 7(®) sind Godelisierungen nur fiir Zahlentupel iiber IN mit fester
Dimension. Wenn wir allerdings endliche Zahlenfolgen oder Zeichenketten variabler Lénge kodieren

mochten, so taugen diese Abbildungen herzlich wenig.

Kurt Godel verwendete als erster die Kodierung iiber die eindeutige Zahlenreprisentation mit Hilfe von

Primzahlen. Diese Kodierung vpv_seq ordnet zunéchst jeder endlichen Zahlenfolge

a1,Q2,...,0, mit a; € IN
ihre sogenannte Godelnummer
m
L a;+[i =m)]
Vﬂsteq(alaon'-'aam) = Hpil -1
i=1

zu, wobei p; die i-te Primzahl der Folge 2,3,5,7,11, ... bezeichnet.

Da a; = 0 moglich sein soll, wird nur der Exponent a,, der letzten und héchsten Primzahl p,, in dem
Produkt um 1 erhoht! Hier macht sich die Iverson’sche Notation wieder niitzlich. Damit alle Sequenzen
iiber IN als Zahlen aus IV \0 kodiert werden kénnen, musste am Ende noch 1 abgezogen werden. Dadurch
ist die leere Folge ohne ein einziges Element als 0 kodiert! Als Beispiel eine Liste der ersten Werte fiir

kurze Folgen w iiber IN:

Folge u
0

0,0

1

0,0,0
1,0
0,0,0,0
2

0,1
0,0,1

~

S
@OO\]@UTVPCX)[\QH%\

Einem Wort w = x;, @, ...x;,, iiber dem Alphabet ¥ := {zg,21,...,2,—1} wird dann die eindeutig

m

bestimmte, natiirliche Zahl vprim(w) = Vin_seq(i1,42,...,%m) zugeordnet. Dies fithrt zu einer ersten

Godelisierung von Zeichenketten:

Definition
Sei ¥ := {x0,21,...,2Tn—1} ein Alphabet, dann ist vp, iy, : ¥* — IN definiert durch:

1. Uprim(A) =10,

m y p—
2. Vprim(w) :== ] p;-jﬂj =™ _ 1 fiir Wérter der Form w = Ti, Tiy -0 X4, Mit T € X,
j=1
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Aus n € IN erhilt man v}

orim (1) durch fortgesetztes Dividieren.
Mit ¥ := {g, x1, 22} erhalten wir so Vprim (vaz12021) = 22 - 31 - 59 72 — 1 = 587, vprim (T122T070) =

21.32.50. 71 — 1 =125, vprim(z0) =2 — 1 =1 und vprim(wozo) =2°- 31 —1=2.

Da jede natiirliche Zahl eine eindeutige Zerlegung als Produkt von Primzahlen besitzt, hat auch jedes
n € IN ein Urbild unter der Umkehrfunktion v

prim Die Godelisierung vprim ist also eine Bijektion
zwischen ¥* und IV.

Als weitere Moglichkeit kann man aus der lexikalischen Ordnung der Zeichenketten ebenfalls eine ein-

deutige Godelnummer vyg_je, (w) definieren.

Definition
Fiir das geordnete Alphabet (X, <), Y 1= {z1,22,...,Zp} Mit &1 < T2 < -+ < Ty, S€1 Vjg_jeg : BF —> IN
rekursiv definiert durch

1. Vig—tea (W) =1 Vig_jes (W) + 1, fallsw € E*,z; € X,

2. Vlgflez(/\) = 0.

Man zeigt leicht durch Induktion:

Lemma
Fir ¥ := {x1,29,...,2,} und x;; € ¥ gilt:

o g ) = oI
Vig—lex (mzmxzm,1 xio) = Z’LJ n’.

Beispiel
Fir ¥ := {a,b,c} mit a < b < ¢ ist mit dieser Kodierung dann vjg_;; (bca) = 28.

Die Godelisierung v74—je, ist tatséchlich ebenfalls eine Bijektion zwischen ¥* und IN. Die Umkehrung
kann am einfachsten durch einen Algorithmus angegeben werden, der fiir ein geordnetes Alphabet (X, <)
bei Eingabe einer beliebigen Zahl n € IN dasjenige Wort w € X* erzeugt, welches in der Abzéhlung
als n-tes vorkommt. Tatséchlich interessiert nur die Reihenfolge der Indizes der Symbole im Alphabet
Y = {x1,22,...,2p}, die als b-adische Zahl (siehe Definition 2.69) aufgefait werden kann.

Stellensysteme fiir die Zahlendarstellung Man findet einen verwandten Algorithmus bei den Defi-
nitionen der Stellensysteme fiir natiirliche Zahlen! Dieser ist in Algorithmus 2.68 dargestellt. Auf den
zwei wichtigsten Notationen natiirlicher Zahlen, den b-néren (b-ary) oder den b-adischen (b-adic) Dar-
stellungen zur Basis (base, radiz) b beruhen viele Kodierungen. Sie sind auch wegen der technischen

Gegebenheiten bei realen Computern und elektronischen Schaltungen von besonderer Bedeutung.

Definition

Die b-nire Darstellung benutzt die Symbole der Ziffernmenge B := {0,1,...,b —1}. Ist b = 2, so
spricht man von einer bindren Zahlendarstellung. Eine Zahl n € IN wird zur Basis b = |B| durch eine
Folge apai—1 -+ - ag von Symbolen a; € {0,1,...,b— 1} notiert, wenn n = Zf:o a; - b® gilt. Wir notieren

dies wie iiblich durch [axak—1 - - - agly = n.
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Wie man aus einer Bindrzahl w € {0,1}* die Zahl [w|, € IN gewinnt ist nach der Definition natiirlich
einfach. Umgekehrt gewinnt man die Bindrdarstellung einer Zahl n € IN durch fortgesetztes Dividieren
durch 2 und Notieren der Reste, wie im Algorithmus 2.68 fiir die b-niren Darstellungen allgemein

dargestellt.

2.68 Algorithmus (b-ndre Darstellung einer Zahl n € IV)
Sei B:={0,1,...,b— 1} ein Alphabet von b Ziffern und n € IN die Eingabe fiir den Algorithmus.

begin
repeat (* wiederhole alles was vor until steht,
bis die Bedingung dahinter erfiillt ist *)

m:= %], ri=n—m-b
schreibe r links neben eventuell schon Geschriebenes;
n:=m

until
n:=0

end (* repeat *)
end. (* Algorithmus *)

2.69 Definition

Die b-adische Darstellung benutzt die Symbole der Ziffernmenge B := {1,2,...,b}. Ist b = 2, so
spricht man von einer dyadischen Zahlendarstellung. Eine natiirliche Zahl n € IN,n # 0 wird zur
Basis b = |B| durch eine Folge aray—1 - - - agp von Symbolen a; € {1,...,b} notiert, wenn n = Zf:o a; - b*
gilt. Wir notieren dann [agag—1 - - aolp—adic = N-

Von einer monadischen Darstellung spricht man, wenn B = {1} ist. Statt der Ziffer 1 wird oft jedes
beliebige Symbol z, nicht notwendig eine Ziffer, benutzt. Mit b = 1 wird dann eine natiirliche Zahl
n € Z" durch die Zeichenkette 1™ = 11 - - -1 dargestellt.

——

n

Will man die Null anders als mit dem leeren Wort M\ darstellen, so vereinbart man in der
Regel, dass n € IN durch 0"*! = 00-- -0 dargestellt wird. Das verwandte Alphabet ist dann

n+1
B ={0}.

Wir bezeichnen dies als modifizierte unére Darstellung.

Fiir das Alphabet ¥ := {21, 2,...,2;} konnte man eine b-adische Darstellung benutzen, und einem
m—1

Wort w = 4, %4, - - 24, mit z;; € ¥ die Zahl vp_qaqic(w) := ) (i1 )b* zuordnen. Mit dieser De-
k=0

finition hitte man nun eine eindeutige Godelnummer fiir jedes Wort iiber X* definiert, denn es gibt
keine fithrenden Nullen in dieser Darstellung. Die b-adischen Darstellungen sind, anders als die b-
néren, stets eindeutig! Sieht man etwas genauer hin, so stellt sich heraus, dass vy—gdgic(W) = Vig—ies (W)
ist, und erkennt die lexikalische Ordnung iiber £* als Anordnung hinsichtlich der (durch die Hinter-
einanderschreibung der Indizes der in w € ¥* verwendeten Symbole aus ) b-adisch repriisentierten
Zahlen!

Es ergibt sich so fiir die natiirlichen Zahlen bis zur acht die folgende Liste bin&rer und dyadischer

Zahlendarstellungen, wobei die Bindrzahlen stets ohne fithrende Nullen geschrieben wurden:
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b-ndr | n € IN | b-adisch
0 0 undef.

1 1 1

10 2 2

11 3 11
100 4 12
101 5 21
110 6 22
111 7 111
1000 8 112

Mit Algorithmus 2.70 lassen sich die b-adischen Darstellungen von natiirlichen Zahlen n € IN gewinnen,
und damit auch die Worter w € ¥*, die in der lexikalischen Ordnung <'$7'°* zu einem geordneten Al-
phabet ({x1,2z2,...,2p}, <) an n-ter Stelle stehen. Dieses Verfahren &dhnelt stark dem Algorithmus 2.68

zur Umwandlung einer Zahl in ihre b-nére Darstellung.

2.70 Algorithmus (b-adische Darstellung einer natiirlichen Zahl)
Sei B :={1,2,...,b} ein Alphabet von Ziffern und n € IN mit n # 0 die Eingabe fiir den Algorithmus.

begin
repeat
m:= 2], r:=n—m-b
ifr#£0
then
begin
schreibe r links neben eventuell schon Geschriebenes
n:=m
end
else
begin
schreibe b links neben eventuell schon Geschriebenes;
n:=m-—1
end
end (* if *)
until
n:=0

end (* repeat *)
end. (* Algorithmus *)

mit x;; € ¥ := {0,1,...,b — 1} die b-nire

Darstellung fiir eine dhnlich definierte Funktion gy—_qry : 3* — IN verwenden, so gébe es zwar zu jeder

Wiirden wir das gleiche Prinzip fir w = x4, - - - 25

m

Zahl n € IN ein Wort w € £* mit gy—qry(w) = n, aber wegen der fithrenden Nullen wére dieses nicht
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eindeutig bestimmt. Die Abbildung gy—ary : ¥* — IN wére zwar total aber nicht injektiv und wire
somit keine Godelisierung. Man miisste in diesem Falle dann noch die fithrenden Nullen ausschlieen und
konnte erst so eine Bijektion zwischen B\ {0} - B* und IV erkldren. Hierbei ist es jedoch von Nachteil,

dass nicht alle Worter iiber dem Alphabet ¥ auch verwendet werden diirfen.

In der Regel werden wir bei unseren Anwendungen die genaue Definition einer Godelisierung selten
wirklich bendtigen. Es reicht in den meisten Féllen zu wissen, dass eine solche existieren muss. Daher

werden wir davon abstrahieren und die gewéhlte Godelisierung einheitlich bezeichnen.

Definition
Godelisierungen werden von nun an immer als bijektive Abbildungen angesehen und — sofern das Al-
phabet ¥ unmissversténdlich festgelegt ist — durch { ) : ¥* — IN notiert.

Beispiel
Mit (abbab) wird diejenige natiirliche Zahl dargestellt, die gem&B der beliebig gewihlten, aber eindeutig
festgesetzten Godelisierung, die Gédelnummer von abbab ist.

In den spéteren Fillen wird IN = range({ )) oft sogar durch range({ )) := G*, fiir ein meist sehr kleines
Alphabet G (in der Regel G = {0,1}) ersetzt werden. Die lexikalische Ordnung auf G* ist total, und
definiert eine weitere Godelisierung vig_ie, : G* — IN, die dann der Abbildung ( ) nachgeschaltet

werden kann, damit letztlich vjy_je, o { ) die verlangte Goédelisierung eines Wortes w in IN darstellt.

Will man Wortmengen, d.h. formale Sprachen oder kurz Sprachen, definieren, so gelingt das durch
Aufzihlung aller Elemente nur bei endlichen Mengen. Fiir unendliche Mengen ist natiirlich eine endliche
Beschreibung fiir diese Mengen, d.h. aller zu ihr gehtrenden Elemente, nétig. In spédteren Kapiteln
werden dazu noch Kalkiile, Grammatiken und auch die verschiedensten Typen von Automaten erklért

werden.

Fiir die am meisten verwendeten und wichtigen Wortmengen, die reguldren Mengen, wird dazu gerne

der endliche Automat verwendet.
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Gewohnlich wird unter einem Automaten oder einer Maschine ein mechanisches oder elektronisches
Gerét verstanden, bei dem ausschliellich die Funktion ausschlaggebend fiir seine Beurteilung ist. Me-
chanische Gerite wie Hammer, Lupe oder Schreibmaschine werden bei komplexeren Funktionen von
schlichten Werkzeugen unterschieden. Ahnliches findet man bei elektronischen Geriiten, wie zum Beispiel
bei der Unterscheidung zwischen Transistor, Solarzelle oder Computer. Im téglichen Leben finden wir
an fast jeder Stralenecke Automaten: Zigarettenautomaten, Fahrkartenautomaten, Musikbox, Gliicks-
spielautomat; aber auch zu Hause: Telefon, CD-Spieler, Fernseher oder Anrufbeantworter. Gemeinsam
sind all diesen realen Maschinen folgende Charakteristika: Eingabeinformationen (z.B.: Tastendruck,
Miinzeinwurf, Wihlaktion, o.4.), interne Verarbeitung ohne Riickgriff auf externe weitere Infor-
mationsquellen (z.B.: Priifen der eingeworfenen Miinzen, Berechnung des Fahrpreises auf Grund der
Zielangabe, Summation der eingeworfenen Betrige) und Ausgabeinformationen (z.B.: Geldauswurf,
Fahrkarte und Wechselgeld, Zigaretten, o.4.). All diese Funktionen werden in der Regel unzweideutig

stets in der gleichen Weise ausgefiihrt.

3.1 Deterministische endliche Automaten

Um nun von den nicht die Funktion betreffenden Aspekten wie Material, Farbe oder Herstellungspreis
absehen zu konnen, wird in der Theoretischen Informatik von realen Bauweisen abstrahiert und nur
Wesentliches beschrieben. Wir beginnen mit dem einfachsten Modell, dem endlichen Automaten.
Dieser modelliert in der Regel eine Maschine, die ihre internen Zustdnde auf Grund von festgelegten
Eingaben dndern kann und keine Ausgabe erzeugt. Deterministische endliche Automaten werden aber
auch mit Ausgabefunktionen versehen und heiflen dann nach ihren Erfindern Moore-Automat oder
Mealy-Automat.

Definition
Ein deterministischer endlicher Automat (DFA fiir deterministic finite automaton) wird durch
ein 5-Tupel A := (Z,%, 6, 20, Zend) beschrieben, wobei

Z eine endliche Menge von Zusténden ist,

Y ein endliches Alphabet von Eingabesymbolen ist,

§:C Z x ¥ — Z ist die nicht notwendigerweise totale Uberfiihrungsfunktion,

zo € Z der Startzustand ist und

Zenda C Z die Menge der Endzustidnde ist.
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Abbildung 3.1: Grundschema des deterministischen endlichen Automaten

Zusténde werden meist mit zg, 21, ... oder mit p;, g;, . . ., etc. bezeichnet. Fiir Eingabesymbole

werden iiblicherweise Buchstaben vom Anfang des lateinischen Alphabetes verwendet, also

a,b,c,..., 0.4.

Wie schon im einleitenden Beispiel gezeigt, veranschaulichen wir einen DFA durch seinen Zustands-
graphen. Dies ist ein Kanten bewerteter gerichteter Graph, dessen Knoten eineindeutig den Zusténden
des DFA zugeordnet sind.

Da die Knotenmenge des Zustandsgraphen isomorph zu der Zustandsmenge des Automaten ist, wollen

wir hier jeden Knoten als einen Kreis um die Zustandsbezeichnung zeichnen: @ Startzusténde wer-

den hierbei als @ und Endzustédnde als @ gezeichnet. Eine mit dem Zeichen x beschriftete Kante
vom Knoten z; zum Knoten z; wird genau dann gezeichnet, wenn §(z1,x) = 23 gilt.

Einen DFA kann man sich als Maschine vorstellen, die ein Eingabeband besitzt auf dem in einzelne
Felder jeweils Symbole x; € ¥ geschrieben sind, die in ihrer Folge von links nach rechte jenes Wort
w = X1%3...T, bilden, das als Eingabe des DFA dient. Um diese Eingabe verarbeiten zu koénnen,
besitzt der DFA einen Lesekopf, der auf dem Eingabeband jeweils ein Feld besuchen kann, dessen
Beschriftung liest und in Abhéngikeit von diesem Symbol und dem momentanen Zustand entsprechend
der Ubergangsfunktion ¢ in den dadurch bestimmten Folgezustand wechselt. Der DFA startet dazu in
seinem Startzustand zg, liest das Eingabewort von links nach rechte in der beschriebenen Weise und

akzeptiert es, wenn er nach Lesen des letzten Symbols des Eingabewortes in einem Endzustand ist.
Diese informale Beschreibung wird nun mathematisch préziser, also formal, formuliert werden.

Definition
Zu einem gegebenen DFA A := (Z,%, 8, 20, Zena) definieren wir rekursiv die erweiterte Uberfiihrungs-
funktion 6 : Z x ©* — Z durch:

o~ -~

0(z,zw) :=0(0(z, ), w)

fiir alle Zustédnde z € Z, alle Symbole x € ¥ und alle Worter w € ¥*, sowie

o~

Vzi € Z:6(zi,A) :i= 2.
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Abbildung 3.2: Beispiel-DFA

Die von dem DFA A akzeptierte Sprache ist die Menge

o~

L(A) := {w € X*|0(20,w) € Zend}-

Offensichtlich kann ein DFA auch die leere Menge () akzeptieren. Dazu muss nur die Menge Z.,q der

Endzustéinde als leere Menge definiert werden, was ja nicht ausgeschlossen wurde!

Die Funktion 4 ist tatsichlich eine Erweiterung der Funktion 4, denn fiir alle Zustéinde z € Z und alle

Symbole x € ¥ gilt ja §(z;, ) = §(z, z). Ferner gilt offensichtlich

~

§(z, 2129 pn) = 6(-- - 8(0(2, 1), @2) -+ -, Ty ).

Es ist iiblich, anstelle der erweiterten Funtion 5 etwas unprézise nur d zu notieren, sofern dadurch keine

Verwirrung entsteht. Auch wir wollen diese Notation kiinftig verwenden.

Beispiel

Betrachten wir den Zustandsgraphen aus Abbildung 3.2. Es stellt einen DFA dar, der die Menge aller Worter
w € {a,b}* erkennt, die eine gerade Anzahl von Symbolen a enthalten. Auch das leere Wort ) ist ein solches
Wort und wird von dem Automaten akzeptiert, ohne den Startzustand zu verlassen. Dies ist mdglich, da der

Startzustand gleichzeitig ein Endzustand ist.

Bedenken Sie bei der Betrachtung eines endlichen Automaten immer genau, ob das Akzep-

tieren des leeren Wortes A gewiinscht ist oder nicht!

Neben der allgemeinsten Form des deterministischen endlichen Automaten (DFA) nach Def. 3.1 gibt es
spezielle Modelle, die besonderen Einschrankungen unterworfen sind. Zum Beispiel war in der Definition
des DFA nicht gefordert worden, dass es mindestens einen Endzustand geben muss, oder es zu jedem Ein-
gabesymbol in jedem Zustand auch ein definierter Ubergang existiert: Weder die Uberfithrungsfunktion

d, noch folglich deren Erweiterung g, musste eine totale Funktion sein!

Definition
Ein DFA A :=(Z,%,6, 20, Zend) heiBt:

1. vollstéindig (Abk.: vDFA) genau dann, wenn fiir jedes (p,x) € Z X X ein q € Z existiert, so dass
q = 0(p, ) ist.

2. initial zusammenhiéingend (Abk.: izDFA) genau dann, wenn zu jedem Zustand p € Z ein Wort

w € ¥* existiert, mit p = g(zo, w).
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Zwei verschiedene DFA, A und B, heiflen genau dann &dquivalent, wenn sie die gleiche Sprache akzep-
tieren, d.h. L(A) = L(B) ist.

In vollstéindigen DFA’s ist die Ubergangsfunktion tatsichlich total, also eine Abbildung. Die Frage, ob es
zu jedem DFA einen &dquivalenten vollstindigen DFA oder einen &quivalenten initial zusammenh#ngen-

den DFA gibt, werden wir in Kiirze beantworten.

Nachdem wir geméfl Definition 2.45 jede Teilmenge von X* als formale Sprache bezeichnen, jede Menge
von Mengen in der Regel als Klasse von Mengen, wollen wir nun unter den Klassen von formalen

Sprachen sogenannte ,, Familien von Sprachen®, kurz Sprachfamilien, kennzeichnen:

Definition
Eine Klasse £ von formalen Sprachen wird Sprachfamilie genannt, wenn folgende Bedingungen erfiillt

sind:

1. L#0.

2. Es existiert ein abzdhlbar unendliches Alphabet I', so dass fiir jede Sprache L € L ein endliches
Alphabet ¥ C I existiert mit L C ¥*.

3.3Le L:L#0.

Beispiel

Offenbar ist die Klasse aller Wortmengen keine Sprachfamilie, da es fiir diese unendlich vielen Sprachen
kein gemeinsames endliches Alphabet > gibt. Zum Beispiel gibt es fiir die unendliche, abzihlbare Menge
T" kein endliches Alphabet ¥ mit I' C 3. Die Klasse aller endlichen Mengen wie auch die Klasse 2%
aller Sprachen iiber dem Alphabet ¥ sind offensichtlich Sprachfamilien, jedoch ohne sonderlich nutzbare
Struktur. Alle PROLOG-Programme bilden eine Sprachfamilie, wenn jedes einzelne PROLOG-Programm als
eine Zeichenkette iiber dem ASCII-Zeichensatz aufgefasst wird (auch die Wortzwischenrdume ,, blanks" sind
einzelne Zeichen!).

Definition

Die Mengen von Wértern, die von einem DFA akzeptiert (erkannt) werden kénnen, nennt man reguléire
Mengen und bezeichnet die gesamte Familie derselben mit Reg. Mit Akz(X) wird die Familie aller jener
Sprachen L C ¥* bezeichnet, die von deterministischen endlichen Automaten mit dem Eingabe-Alphabet

Y akzeptiert werden koénnen. Mithin gilt:
Akz(X) ={L C¥* | L = L(A) fiir einen DFA A}

und

Reg= |J Akz(D).

3 ist endl.

Alphabet
Nach Definition 3.4 kénnen wir auch spezielle Typen von deterministischen endlichen Automaten ver-
wenden, wissen bisher aber noch nicht, ob die Beschrankung auf vDFA oder izDFA vielleicht das Ak-
zeptieren einiger reguldrer Mengen verhindert. Dass dem zum Gliick nicht so ist, werden wir im Verlauf

der néchsten Untersuchungen noch feststellen.
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Abbildung 3.3: Syntaxdiagramme

3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Syntaxdiagramme zu Programmiersprachen wie zum Beispiel PASCAL oder MODULA geben an, auf
welche Weise ein korrekter Ausdruck entsprechend der Definition geschrieben werden kann. Dies Vor-
gehen ist wahlfrei oder nichtdeterministisch in dem Sinne, dass alles erlaubt ist, was nicht verboten

wurde.

Beispiel
In Abbildung 3.3 wird die Syntax fiir Dezimalzahlen durch ein rekursionsfreies Syntaxdiagramm angegeben.

Die Interpretation dieses Diagramms geschieht auf folgende Weise: Links beginnend diirfen die Kan-
ten, den Pfeilen folgend, gegangen werden, wobei die in den Kreisen (oder Ovalen) stehenden Symbole
aufgeschrieben werden sollen, und am Ende das Diagramm rechts verlassen werden muss. An den Ab-
zweigungen kann jeder beliebige Weg gewéhlt werden, und jede so notierbare Zeichenkette ist eine in der
betreffenden Programmiersprache erlaubte Dezimalzahl, wobei lediglich eine eventuelle Obergrenze in
der Zahl der Ziffern mit dem Syntaxdiagramm nicht formuliert wurde. Aufmerksame Betrachter(innen)
finden zum Beispiel fiir die Ziffernfolge 2000 mehr als nur einen Weg durch obiges Diagramm: Die kleine
Riickwértsschleife mit der Ziffer ,,0“ kann nach Besuchen des Knotens o2dreimal oder nur zweimal
durchlaufen werden. In letzterem Fall muss die dritte Null der Ziffernfolge 2000 — nach Benutzen des
oberen Riickwegs nach ganz links — dann iiber den unteren Weg gewihlt werden. Ganz diesem Beispiel
entsprechend, kann man sich einen endlichen nichtdeterministischen Automaten als einen bewerteten, ge-
richteten Graphen vorstellen. Dieser besitzt extra ausgezeichnete Start- und Zielknoten, und beschreibt
dann die Menge aller jener Zeichenketten, die durch Aneinanderketten aller Kantenbewertungen entste-
hen konnen, die entlang gerichteter Kanten auf einem Weg von einem beliebigen Startknoten zu einem
ebenso beliebigen Zielknoten zu finden sind. So wie ein Taxifahrer in einer Grofistadt im allgemeinen
mehrere Moglichkeiten hat, seinen Kunden zum Ziel zu fahren, gibt es in solch einem gerichteten gerich-
teter Graphen ebenfalls mehrere, oft beliebig viele, Moglichkeiten von einem Start- zu einem Zielknoten
zu gelangen. In vielen Féllen vereinfachen sich die Definitionen von formalen Sprachen auf diese Wei-

se erheblich, auch wenn damit die anschaulichere Vorstellung vom endlichen Automaten als einer real
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existierenden Maschine, aufgegeben werden muss.

Eine andere Vorstellung sieht einen nichtdeterministischen endlichen Automaten lediglich als eine Er-
weiterung des bekannten DFA. In dieser Erweiterung gibt die Uberfithrungsfunktion bei Eingabe eines
Symbols in einem Zustand moglicherweise mehrere Folgezusténde an. Beide Vorstellungen haben ih-
re Vorteile und wir geben beide Definitionsvarianten zum Vergleich an, werden danach aber stets die

»graphenorientierte“ Definition 3.10 bevorzugen.

Definition
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA, engl. nondeterministic finite automaton)

wird spezifiziert werden durch ein Tupel A := (Z,%,0, Zstart, Zend), Wobei

Z eine endliche Menge von Zustédnden ist,

Y. ein endliches Alphabet von Eingabesymbolen ist,

§:7Z x ¥, — 2% eine Abbildung ist, die Uberfiihrungsfunktion genannt wird,

Zstart € Z die Menge der Startzustdnde ist und

Zend € Z die Menge der Endzustéinde ist,
Die Uberfiihrungsfunktion & ist deshalb eine totale Funktion, weil dort wo die Uber-fiihrungsfunktion
eines DFA undefiniert wére, hier als Bild die leere Mange () gewéhlt werden kann. Wie beim DFA auch,

wird die Abbildung § verallgemeinert, hier aber etwas anders, weil wir es hier mit Zustandsmengen zu

tun haben.

~

0 : 2% x ¥* — 2% gei erklirt durch:

S(Z’,zw) = U 5\(5(2,9:),10)

zeZ’

fiir alle w € ¥*, alle x € ¥ und jede Teilmenge Z' C Z, sowie

VZ'CZ:8(Z' N\ =27
L(A):={weX*| S\(Zstart; W) N Zena # O} ist die von A akzeptierte Sprache.

Wenn wir diese Definition benutzen, so miissen wir einen NFA, der genau das Wort w € ¥* akzeptie-
ren soll, mit |w| + 1 Zustinden modellieren, auch wenn diesem Wort in dem Zustandsgraphen genau
ein Pfad zugeordnet ist. Auch darf das leere Wort A nicht als Kanteninschrift verwendet werden. All
dies schrankt einfache Darstellungsmoglichkeiten ein. Wie wir sehen werden, ist dies nicht notig, und
die folgende Definition des nichtdeterministischen endlichen Automaten ist die allgemeinste in dieser
Form. Sie orientiert sich mehr an dem Zustandsgraphen als an der funktionalen Sichtweise mit einer

Uberfithrungsfunktion.

Definition
Fin nichtdeterministischer, endlicher Automat (NFA, engl. nondeterministic finite automaton)

ist ein Tupel A := (Z,%, K, Zstart, Zend), Wobei die einzelnen GréBen wie folgt erklért sind:

Z ist eine endliche Menge von Zustédnden,
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Zstart C Z ist die Menge der Startzustidnde,
Zend C Z ist die Menge der Endzustinde,
3} ist ein endliches Alphabet von Eingabesymbolen und

K C Z x ¥* x Z ist die endliche Relation (vergl. Def. 2.10) der Zustandsiibergénge. Ein Ele-
ment (p, \,q) € K wird als \-Kante bezeichnet. Ein NFA ohne \-Kanten wird als A-freier NFA
bezeichnet.

Um mit diesen Automaten arbeiten zu konnen, bendtigen wir noch die Begriffe der Rechnung und der
Erfolgsrechnung sowie den daraus resultierenden Begriff der akzeptierten Sprache eines NFA.

Definition
FEine Kantenfolge p := (20,21, 21), (21,%2,22), .., (2n—1, Tn, 2n), mit (z;—1,z;,2;) € K, fiir 0 < i < n,
heiflt Rechnung von A fiir das Wort |p| := w := z129...2, € ¥*. Dies wird kurz notiert durch:

20 % zn, und fiir jedes w € X* ist %» eine Teilmenge von Z x Z und kann somit als eine Relation

auf Z angesehen werden.

Eine Erfolgsrechnung fiir das Wort w, ist eine Rechnung, bei der zg € Zgart und z, € Zegnq ist, oder

w =\ und zy = 2z, Mit 2, € Lstart N Lend-

L(A) :={w e X* | 320 € Zstart : 321 € Zend : 20 %» 2n} bezeichnet die von A akzeptierte Sprache.

Es werden also genau solche Worter w € X* akzeptiert, fiir die in dem Automaten A eine Erfolgsrechnung
existiert. Das leere Wort wird immer akzeptiert, wenn — wie beim DFA — Anfangs- und Endzustand
identisch sind; oder ein auschliefllich A-Kanten enthaltender Pfad von einem Startzustand zu einem
Endzustand im Zustandsgraphen des NFA existiert. Es ist also moglich, dass auch ein A-freier NFA das
leere Wort akzeptiert!

Einen speziellen nichtdeterministischen endlichen Automaten A kann man natiirlich immer durch ex-
plizite Angabe der fiinf Mengen Z, % K, Zsart und Zgpq notieren, besser ist aber meist auch hier die
Angabe des Zustandsgraphen, der #hnlich erklidrt wird wie beim DFA. Bei kleinen Automaten ist dies
in der Regel auch iibersichtlicher. Automaten, die einer bestimmten Einschrankung geniigen sind in
manchen Féllen einfacher zu benutzen, besonders bei Beweisen oder beim Umsetzen in Algorithmen.

Daher geben wir hier zwei besondere Klassen von nichtdeterministischen endlichen Automaten an.

Definition
Ein NFA A :=(Z, %, K, Zstart, Zend) heilit

1. buchstabierend genau dann, wenn K C Z x ¥ X Z ist,

2. \-frei genau dann, wenn K C Z x ¥+ x Z ist.

Zwei NFA, A und B, heifien genau dann dquivalent, wenn sie die gleiche Sprache akzeptieren, d.h.
L(A) = L(B) ist.

Da wir die Zustandsgraphen von endlichen Automaten nicht nur als einfache oder bequeme Darstellungen

ansehen wollen, sondern bei deren Benutzung auch Analysen vornehmen wollen, werden wir die hier
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benotigten mathematischen Begriffe einfithren und erldutern. Wir schlieflen dabei an die mathematischen

Grundbegriffe aus Kapitel 2 an.

Relationen bilden ein wichtiges und anschauliches Hilfsmittel, nicht nur bei der Darstellung von end-
lichen Automaten, sondern auch bei der Beschreibung und Formulierung von anderen Modellen oder
Algorithmen. Jede binédre Relation ldsst sich als gerichteter Graph auffassen. Algorithmen fiir Graphen

konnen umgekehrt auch oft bei Fragen zu Relationen sinnvoll genutzt werden.

Definition

Sei R eine binidre Relation auf A x B. Der Graph G(R) der Relation ist der gerichtete Graph
(directed graph) G(R) := (V,E) mit der Menge der Knoten (Ecken, vertices) V := AU B und der
Menge E := R C V x V der gerichteten Kanten (edges). Die Kante (a,b) € E, notiert als a — b,
wird also genau dann gezeichnet, wenn (a,b) € R gilt. Notiert wird ein gerichteter Graph G = (V, E) oft
durch seine Adjazenzmatrix Cg € {0,1}** 5. Dies ist eine Matrix, deren Zeilen, mit den Elementen
des Vorbereichs von R, also A, und deren Spalten, mit den Elementen des Nachbereichs von R, also B,

bezeichnet werden. Die einzelnen Matrizenelemente C(x,y) sind definiert durch:

Ve e A:Vy € B:Cq(z,y) :=[(z,y) € E].

Mit dieser Notation, kann die Komposition von Relationen (vergl. Def. 2.10) durch ein modifiziertes
Produkt der Adjazenzmatrizen gebildet werden. Wir benutzen das gewohnliche Matrizenprodukt, nur

interpretieren wir die verwendeten Operationen Summe und Multiplikation anders!

Definition

Seien A € {0,1}™*™ und My € {0,1}™*" spezielle Matrizen iiber 7, die wir in diesem Zusammenhang
als boolesche Matrizen bezeichnen wollen, da die Werte 0 und 1 in ihren Komponenten wie boolesche
Wahrheitswerte benutzt werden sollen. Das boolesche Matrizenprodukt von A und B ist fiir jedes
Element C(i,7),1 <i<m, 1< j <r fir C:= A® B definiert durch:

C(i,j) == max{min{A(i,k:),B(j, k)}'l <k< n}

Statt 4y in IR bilden wir also max{x, y} und anstelle von x -y in IR bilden wir min{z,y}. Interpretiert
man die Zahlen 0 und 1 als Wahrheitswerte (1 fiir wahr und 0 fiir falsch), so entspricht die modifizierte
Summe (max) iiber den Werten 0 und 1 nun gerade dem logischen Junktor V (,oder“/) und das Pro-
dukt (min) dem logischen Junktor A (,und“/). Daher heiit diese Multiplikation eben auch boolesches
Matrizenprodukt. Es passt zur Definition der Adjazenzmatrix Cg(g) zum Graph der Relation R, mit

1, falls (z,y) € R

Cg(R)(SCay) = [(gj?y) € R} - {() falls (il? y) ¢ R.

Mit dieser Darstellung erhalten wir fiir die Komposition R; - Ro der Relationen R C A x B und Ry C
B x C dann Cg(Rl) ® Cg(Rz) = CG(Pq»Rz)-

Ein kleines Beispiel soll dies veranschaulichen:
Beispiel
Seien A := {a,b}, B := {x,y,2}, C := {p,q} und Ry C A x B, Ry C B x C gegeben durch R; :

{(a, ), (a,y), (b,y),(b,2),} und Ry := {(z,q), (y,p), (¥,9),(2,9),}. Die Graphen der Relationen sind in
Abbildung 3.4 dargestellt.
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Abbildung 3.4: Die Graphen von R; (durchgehend) und Ry (gestrichelt) aus Beispiel 3.15

1 10

0
Mit den Adjazenzmatrizen CG(Rl) = ( 01 1 ) und CG(R2) = 1 errechnet man leicht, dass
0

—_ = =

1

1
11 ) zum Graphen der Relations-

deren boolesches Produkt gerade die Adjazenzmatrix Cg(r,.r,) = (

komposition Ry - Ry ergibt!

Wichtig bei dieser Auffassung ist, dass der Graph einer Relation keine doppelten Kanten zwischen den
gleichen Punkten besitzt, denn eine Relation ist eine Menge von Paaren, und kann diese nicht mehrfach
enthalten. Das wird erst moéglich, wenn wir die einzelnen Kanten von einander unterscheiden konnen,
was durch deren Beschriftung oder Bewertung geschieht. In nachfolgender Definition 3.16 wird aus-
driicklich eine beliebige Menge X von moglichen Bewertungen oder Kantenbeschriftungen gestattet,

damit wir diese Kanten bewerteten Graphen moglichst flexibel handhaben koénnen.

Definition
Sei K C A x X x B eine Relation ,von A nach B“ mit Kantenbewertungen aus der Menge X. Der
kantenbewertete gerichtete Graph zu K ist spezifiziert durch das Tripel G = (V, X, K) mit

Knotenmenge V := AU B. Eine bewertete Kante (a,z,b) € K von G wird als a % b gezeichnet.

Wie beim DFA ist auch die Knotenmenge des Zustandsgraphen eines NFA isomorph zu seiner Zu-
standsmenge und jeder Knoten wird wieder als Kreis um die Zustandsbezeichnung gezeichnet. Start-
und Endzustidnde werden in der gleichen Weise dargestellt wie beim Zustandsgraphen eines DFA’s. Eine

formale Definition kénnen wir nun mit Hilfe des Graphen zu der Relation K eines NFA geben:

Definition
Sei A :=(Z,%, K, Zstart, Zend) €in NFA, dann ist der Zustandsgraph zu A der Graph Gi := (Z,%*, K).

Da von einem Zustand p in einem nichtdeterministischen endlichen Automaten nun mehrere verschiedene
Kanten mit unterschiedlichen Wortern als Beschriftung zum selben Zustand ¢ fithren kénnen, wird eine

vereinfachte Darstellung bevorzugt:

Sind zum Beispiel die Kanten (z1,u, 22), (21,v, 22) und (z1,w, 22) in K enthalten, so notieren

U

wir statt abkiirzend @ u,v,W @ '
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Abbildung 3.5: NFA der alle Worter akzeptiert, die an drittletzter Position ein a haben

Beispiel
In Abbildung 3.5 ist der Zustandsgraph eines NFA, der genau diejenigen Worter w € {a,b}* akzeptiert,
die an drittletzter Position das Symbol a enthalten. Dieser endliche Automat akzeptiert also z.B. das Wort

abaaba, nicht aber das Wort abaabaa.

Da jeder DFA ein spezieller NFA ist, kann natiirlich jede regulire Menge von einem NFA akzeptiert
werden. Zu fragen ist jedoch, ob es Sprachen gibt, die ein NFA akzeptieren kann, die nicht regulér sind
und wie iiberhaupt gezeigt werden kann, ob es iiberhaupt eine formale Sprache gibt, die nicht regulér
ist und wie man dieses eventuell beweisen koénnte! Wir werden dies Antwort hier nicht schuldig bleiben,

und sogar mehrere, jedoch sicher nicht alle, Moglichkeiten zu deren Beantwortung darstellen.

3.3 Endliche Automaten mit Ausgabe

Neben den im vorigen Abschnitt definierten endlichen Automaten, die zum Akzeptieren von Wortern
bzw. Sprachen verwendet werden, werden wir hier solche definieren, die ihre Eingaben in passende Aus-
gaben transformieren. Wir unterscheiden dabei Mealy- und Moore- Automaten hinsichtlich der Weise,
wie die Ausgabe bestimmt wird. Beide Modelle sind deterministische endliche Automaten mit Ausga-
be (finite state machines), die ohne spezifizierte Endzustandsmenge auskommen, denn jede Eingabe
iiber dem Eingabealphabet soll eine eindeutig spezifizierte Ausgabe bewirken. Die Bezeichnung ,,Ma-
schine“ (machine) wird anstelle von ,Automat® in der Regel immer dann benutzt, wenn es sich um

deterministische Automaten handelt!

Beim Moore-Automaten wird ein einzelnes Symbol als Ausgabe jedesmal dann ausgegeben, wenn ein Zu-
stand erreicht (oder durchlaufen) wird; die Ausgabe richtet sich dabei nur nach dem jeweiligen Zustand.
Typische reale Automaten von diesem Typ sind die bekannten Fahrkartenautomaten. Dort kommt es
nur darauf an welche Taste man gedriickt hat und wieviel Geld eingeworfen wurde, nicht aber, in welcher

Reihenfolge die Miinzen fiir den zu zahlende Betrag eingegeben wurden.

Beim Mealy-Automaten wird ein einzelnes Symbol als Ausgabe jeweils bei einer Transition, d.h. ei-
nem Zustandsiibergang, getitigt. Ein Beispiel dafiir war der Kugelautomat aus Kapitel 1. Auch die
sogenannte gsm (generalized sequential machine) und der allgemeine Transduktor mit oder ohne akzep-
tierende Endzustinde (a-transducer, transducer) arbeiten nach diesem Prinzip, kénnen aber in jedem
Schritt beliebige Zeichenketten ausgeben. Der folgende Transduktor ist tatséchlich eine gsm aber kein
Mealy-Automat.

Beispiel
Der Transduktor aus Abbildung 3.6 transformiert jedes Eingabewort der Form wicwsc. .. cw,, mit w; €

{0,1}*, in das entsprechende Ausgabewort der Form (w1 )cwzcp(ws)cwsy ... p(wn—1)cwy, , falls n gerade
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--- Eingabe
i --- Ausgabe

vy

Abbildung 3.6: Ein Transduktor

ist, bzw. @(w;)cwacp(wsz)cwy . .. wp_1cp(wy,), falls n ungerade ist. Hierbei wird ¢ : {0,1}* — {0,1}* als
Homomorphismus mit ¢(0) = 01, (1) = 10 benutzt.

3.20 Definition
1. Ein Moore-Automat wird beschrieben durch M = (Z,%.T', 6, p,qo), wobei A := (Z,%,6, 29, Z)
ein vollstdndiger DFA, I' das Ausgabealphabet und p : Z — T' die Ausgabefunktion ist.

2. Die Ausgabe von M fiir das Eingabewort w := x1x3...%y,, mit r; € X, ist definiert durch das
Wort p(qo)p(q1) - - - p(gn) wobei qo, q1, - - -, qn diejenige Folge von Zustéinden ist, fiir die 0(q;, ;41) =
gi+1,0 <@ <n gilt, also (q0,21,q1),(q1,%2,92), .-, (Gn-1,%n,qn) eine Rechnung von A fiir die

Eingabe x1x2 ... x, ist.

Eine spezielle Endzustandsmenge gibt es bei Moore-Automaten nicht: jeder Zustand darf als
Endzustand betrachtet werden, und da der Moore-Automat vollstdndig ist, kann jedem Wort

aus X* eine Ausgabe zugeordnet werden!

3.21 Beispiel
Wenn wir zwei Bindrzahlen addieren wollen so schreiben wir diese gewohnlich untereinander und beginnen
von rechts die einzelnen Stellen zu addieren. Dabei ist die Summe von 1 und 1 eben die Binadrzahl 10 und

man notiert 0 mit 1 als Ubertrag. Die Summe (13?}) liefert dann das Ergebnis 101000.

Wollen wir dieses mit einem Moore-Automaten bewerkstelligen, so miisssen wir jeweils zwei libereinanderste-
hende Eingabeziffern mit den Symbolen (8) (é) ((1)) und (}) als eine Folge von kombinierten Eingabesym-
bolen kodieren und diese von rechts nach links einzeln der Maschine zufiihren.

Die Summe ('};1) wird also kodiert als (5)(7)(5) (1) (}) und entspricht dann der umgekehrten Eingabese-
quenz: (}) ((1)) (é) (}) ((1)) (8), die fiir einen eventuellen Ubertrag am rechten Ende um das Symbol (8) verldngert
wurde. Die Ausgabe an den Zustinden muss der letzten Stelle der jeweils errechneten einfachen Summe

entsprechen, wihrend mit dem Folgezustand der zu addierende Ubertrag gespeichert werden muss.

Abbildung 3.7 zeigt einen Moore-Automaten mit dem Eingabealphabet {(g), (?), (é), G)} Die Eingabe be-
ginnt mit dem letzten Bitpaar der Addition und endet mit Eingabe eines zusatzlichen Paares (8) fiir den

letzten Ubertrag.

Die Ausgabe ist bei z; gerade « mod 2, also bei den beiden Zustdnden 2y und 22 jeweils 0 und bei den beiden

Zustdnden z; und z3 jeweils eine 1.
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Abbildung 3.7: Ein Moore-Automat als Serienaddierer

Eingal?e Ausgabe

Vo

(o) 10 (1) 10 (1) 10
011 &) C) | ()10

(o) |1 ()]

Abbildung 3.8: Ein Mealy-Automat als Serienaddierer

3.22 Definition
1. Ein Mealy-Automat wird beschrieben durch M = (Z,%,T,0, p,qo), wobei A := (Z,%,6,qo, Z)
ein vollstindiger DFA, I das Ausgabealphabet und p : Z x ¥ — I die Ausgabefunktion ist.

2. Die Ausgabe von M fiir das Eingabewort w := x1...x,, mit x; € X, ist definiert durch das
Wort p(qo,z1)p(q1,22) - .. p(@n-1,2n) wobei qo,q1,- .., qn—1 eine Folge von Zustédnden ist, fiir die

0(qis iv1) = qiy1,0 < i <n — 1 gilt, also (qo, 21, 1), (q1,%2,G2) - - -, (gn—1, Tn, ¢n) eine Rechnung
von A fiir die Eingabe x1x5 ...z, ist.

3.23 Beispiel (Mealy-Automat als Serienaddierer)

Abbildung 3.8 zeigt einen Mealy-Automaten, also einen DFA mit Ausgabe, der einen Serienaddierer modelliert.

Mealy- und Moore-Automaten sind deterministische Maschinen, fiir die kein Endzustand spezifiziert
wurde oder nétig gewesen wiire. Zu jedem Wort w € ¥* gibt es eine eindeutige Ubersetzung und
diese wird durch den deterministischen Automaten funktional definiert. Mealy-Automaten werden oft
beziiglich ihrer Ausgabefunktion zu p : Z x X — Y™ erweitert. Solche Maschinen werden gsm (gene-

ralized sequential machine) genannt. Man definiert sogar die Erweiterung zu NFA’s mit Ausgaben vom
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Mealy-Typ, den sogenannten akzeptierenden Transduktoren, deren Studium wir hier nicht mehr weiter

verfolgen wollen.

Das folgende Ergebnis iiber akzeptierende endliche Automaten ist sehr wichtig, da es deutlich macht,
dass mit der Definition eines nichtdeterministischen gegeniiber der des deterministischen endlichen

Automaten, keine grofiere Klasse von definierbaren Sprachen entsteht.

Theorem
Jede von einem NFA akzeptierte Menge kann auch von einem initial zusammenhdngenden, vollstindigen

DFA akzeptiert werden und ist daher requldr.

Um dieses erstaunliche Theorem auf einfache Weise beweisen zu kénnen ist es hilfreich, vorher spezielle
Umformungen an einem vorgegebenen beliebigen, nichtdeterministischen endlichen Automaten vorzu-
nehmen. So kann ein NFA eine oder mehrere A-Kanten besitzen, die in deterministischen endlichen
Automaten ja gar nicht erlaubt waren. Man kann diese nicht einfach entfernen, ohne die akzeptierte
Sprache zu verédndern, aber man kann einen beliebigen NFA zunéchst derart umformen, dass er danach
immer noch die gleiche Sprache akzeptiert jedoch keine A-Kanten mehr besitzt. Wir nennen einen NFA
ohne A\-Kanten nach Definition 3.10 kurz A-frei.

Theorem
Zu jedem NFA g¢ibt es einen dquivalenten A-freien NFA.

Beweis: Sei A := (Z,%, K, Zstart, Zend) €in gegebener NFA, der moglicherweise A-Kanten besitzt. Ein
neuer NFA B := (Z,3, K', Zstart, Z.,

! .q) ohne A-Kanten wird wie folgt erklért:
K' = {(zwz2") e Zx¥"x 7|3 wz")eK:

wEAINzZ % Z N2 % 2" (in A)}

und Z, 4 = Zend U {2 € Zstart | 32’ € Zena : 2 % 2'}.

Wir zeigen die Gleichheit vonL(A) und L(B) durch den Beweis der gegenseitigen Inklusion:

L(B) C L(A) gilt, weil (z,w, z’) nur dann in K’ ist, wenn im Zustandsgraphen von A ein Pfad von z
nach 2’ existiert, auf dem das Wort w gelesen wird. Die Definition von Z. ; sichert, dass jeder
Erfolgspfad in B auch einer in A ist.

L(A) C L(B) gilt aus aus folgender Uberlegung: Zunichst folgt aus A € L(A) auch A € L(B), denn dann
ist einer der Startzustidnde von B auf Grund der Definition von Z. ; auch zugleich Endzustand.
Weiter ist klar, dass jede Kante (2',w, 2”) € K mit w # A auch eine Kante von K’ ist!

Nun l&sst sich jeder Erfolgspfad p in A schreiben als:

* / * / * * / * /
LoNT 21 T “2 TX7 72 Ty 23T Wno1 TN Cn T, L TR Andd

Hierbei ist z] w7 it gerade der Zustandsiibergang mit einer Kante (2], w;, zi+1) von A, mit

w; # A. Wenigstens eine solche Kante muss in einem Pfad p mit [p| # A ja vorkommen. Nach
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3 Endliche Automaten und regulédre Mengen

Definition von K’ ist aber jetzt auch (z;ws, zi41) € K’ fiir jedes 1 < < n sowie (25, wn, 2,,,1) €
K'. Folglich gilt in dem Automaten B auch z; T;V 2} 41, Was wegen 21 € Zgtare Und Zpy1 € 204

offensichtlich ein Erfolgspfad in B ist.

d

Obwohl der Beweis oben gegeben ist, konnen wir damit noch nicht ganz zufrieden sein, denn eigentlich
wissen wir doch gar nicht, auf welche Weise wir den neuen, A-freien Automaten nun im speziellen Fall

effektiv konstruieren konnen. Fiir die Konstruktion der neuen Kantenmenge K’ ist es offensichtlich nétig,

festzustellen, ob fiir je zwei beliebige Zustinde z und 2’ die Beziehung 2 %» 2" gilt. Nun ist die Relation

*

—~ € Z x Z gerade die reflexive, transitive Hiille der Relation — := {(p,9)|(p, A\, q) € K}, und
letztere kann sofort aus dem Zustandsgraphen von A abgelesen werden: es sind genau die A\-Kanten

dieses Automaten.

Zur effektiven Bestimmung des reflexiven, transitiven Abschlusses R* einer endlichen zweistelligen Rela-
tion R (vergl. Def.2.16), also der Menge aller Wege zwischen den Knoten des gerichteter Graphen G(R),

taugt die Darstellung nach Theorem 2.26 natiirlich nichts, denn es wére ja ein unendlicher Durchschnitt

zu bilden. Nach Theorem 2.25 wissen wir, dass es ausreicht von der Relation —~ nur endlich vie-

k

le Kompositionen —~ zu bilden um deren transitive Hiille % zu erhalten. Die dort benutzte

Oberschranke ist jedoch etwas grof, und es stellt sich die Frage, ab es nicht bessere Verfahren gibt.

In dem gerichteten Graphen G(R) beschreibt die reflexive transitive Hiille R* von R alle gerichteten
Pfade in diesem Graphen. Die Losung dieser Frage ist auch an anderen Stellen von groflem Interesse,
und daher wird in der Veranstaltung F3 das Verfahren von Warshall zur Bestimmung des reflexiven,

transitiven Abschlusses — einer endlichen zweistelligen Relation — C A x A behandelt.

Wir benutzen an dieser Stelle eine konstruktive Variante von Theorem 2.25, die eine recht gute Kom-
plexitét besitzt.

Sei R C A x A eine endliche Relation auf der endlichen Menge A,n := |A|. (In der hier gesuchten
Anwendung wird R := —— mit A := Z sein). Mit den Definitionen von R**! := R*- R und R® := Id 4

A
gilt nun

R* = U Ri

i>0
n—1 .

= URZ:IdAURUR2uR%---uR”*1
1=0

= (IdgUR)"!,

wobei letztere Gleichung leicht mit Induktion zu verifizieren ist. Man beachte hierbei, dass mit R’ hier
nicht das i-fache kartesische Produkt gemeint wurde sondern die i-fache Komposition! Warum der

Exponent nicht grofler als n — 1 gewahlt werden muss sieht man so ein:

Es gilt doch (z,y) € R’ genau dann, wenn es in dem Graphen G(R) einen Pfad vom Knoten z zum

Knoten y gibt. Wenn es aber solch eine Pfad gibt, so existiert immer auch einer mit hochsten n =
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|A| verschiedenen Knoten, also mit hoéchstens n-1 Kanten. (Alle Schleifen kénnen weggelassen werden,

wodurch sich jeder Pfad sukzessive (rekursiv) verkiirzen lisst.)

|Z]—1

Damit braucht zur Bestimmung der Relation % nur das Produkt (Id zU - ) gebildet werden!

Fiir diese Aufgabe gibt es eine sehr effiziente Methode, die linear in der Grofle |A| arbeitet! Diese
und weitere Methoden zu Design und Analyse von Algorithmen werden spéter im Studium, z.B. in der
Veranstaltung F3 (,Berechenbarkeit und Komplexitit“) aber auch im Hauptstudium noch ausfiihrlicher

behandelt werden.

Bis jetzt konnen wir also zu jedem NFA einen dquivalenten A-freien NFA konstruieren, aber dieser ist

noch immer nicht deterministisch, ja noch nicht einmal buchstabierend.

Theorem
Zu jedem A-freien NFA gibt es einen dquivalenten buchstabierenden NFA.

Beweis: Zu jeder Kante k := (z,w,2") € K des NFA A := (Z,%, K, Zstart, Zend) mit |w| > 2 werden
|w| — 1 neue (Zwischen-)Zusténde zy, definiert. Die Kante k = (z,w, 2’) mit w = x122 - - - 2, wird dann

ersetzt durch die Kanten der Menge

{(Z7xla zkl)? (Zklﬂ‘r2) Zkz)a ceey (anfzaxn—la zkn—l)) (an—l)x’H? Z/)}
O

Nach diesen Umformungen eines NFA erh#lt man also mit Sicherheit einen dquivalenten A-freien, buch-
stabierenden NFA. Dieser braucht aber nicht vollsténdig zu sein, da in manchen Zustédnden nicht fiir
jedes Eingabesymbol z € X eine herausfithrende Kante existieren muss. Will man auch dieses gewéhrlei-
sten, so fiigt man einen weiteren Zustand z, als Senke hinzu, und ergénzt den Automaten durch vorher
fehlende Kanten, die in diese Senke fithren. Im Zustand zs gibt es fiir jedes Symbol x € X eine Kante
(zs, T, z5). Bei der Umformung in einen deterministischen Automaten mit der folgende Konstruktion des
sogenannten Potenzautomaten wird aber ohnehin ein vollstéindiger dquivalenter DFA entstehen, so dass

dieses Verfahren nicht detallierter dargestellt werden braucht.
Nach diesen Vorbereitungen ist es jetzt einfacher méglich, den Beweis von Theorem 3.24 zu formulieren:

Beweis (von Theorem 3.24): Sei A := (Z,3, K, Zstart, Zend) €in buchstabierender, nicht notwendig
vollstandiger, NFA. Wir konstruieren den sog. Potenzautomaten zu A, dessen Zustidnde als Namen
gerade die Teilmengen von Z erhalten, und der ein vollstéindiger deterministischer endlicher Automat ist.
(Wer damit besser umgehen kann, mag sich die Zustandsmenge so vorstellen, als stiinde die Teilmenge
@ C Z fur den Zustand zg einer Menge {zp | P C Z}.) Dieser vDFA B werde wie folgt erklért:
B = (2%,%,68,20, Z,,q) mit Z 4 = {M € 27 | M N Zepna # 0} und 2o := Zstars, d.h., die Menge der
Startzustéinde von A bildet nun den einzigen Startzustand zo von B. Die Uberfithrungsabbildung ¢ ist
fiir alle M € 24 und jedes x € X definiert durch:
S(M,z) = | J{z' € Z|(z2,7) € K}.
zEM

Zu jeder akzeptierenden Rechnung von B auf einem Wort w gibt es wegen der Definition von § ebenfalls
einen Erfolgspfad von A auf w. Andererseits findet sich auch fiir jeden Erfolgspfad von A eine akzep-
tierenden Rechnung in B. Die in A besuchten Zusténde kommen dabei in den einzelnen Zusténden des

Pfades von B, die ja selbst Teilmengen von Z sind, in der gleichen Reihenfolge vor. a
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3 Endliche Automaten und regulédre Mengen

Abbildung 3.9: Der NFA akzeptiert alle Worter, die an vorletzter Stelle ein a haben

Der Potenzautomat ,,merkt* sich im Zustandsnamen, in welchen Zusténden der nichtdeter-
ministische endliche Automat sich nach derselben Sequenz von gelesenen Symbolen befinden
konnte. Er akzeptiert ein Wort genau dann, wenn der urspriingliche NFA mit diesem Wort

in einnen Endzustand hétte gelangen konnen, d.h. genau dann, wenn es im urspriinglichen

Automaten einen Erfolgspfad fiir dieses Wort gibt.

3.27 Beispiel
Wir konstruieren mit der Potenzautomatenkonstruktion zu dem in Abbildung 3.9 gezeichneten NFA A :=
(Z,%, K, Zstart, Zend) €inen dquivalenten vDFA B. Fiir den gegebenen NFA A seien die Bestandteile erklart

durch:
Z = {z0,21, 22},
X = {a,b},
K = {(ZO;asz)a(207b52:0)5(ZOaavzl)v(Zlva’aZQ);(ZlvbaZQ)}v
Dstart = {ZO}a
Zend = {22} und .

Sein Zustandsgraph ist in Abbildung 3.9 dargestellt. Nach Konstruktion sind die Bestandteile von B :=
(Z',%,0, 20, Z.,4) gegeben durch:

e

z' 2Z = {@, {ZO}a {Zl}a {ZQ}a {ZOa Zl}a {ZOa 22}7 {Zlv 22}7 {207 21 ZQ}}a
b)) {a, b},

Zing = {{2’2}, {20, 22}, {21, 22}, {20, 21, Zz}}

Die graphische Darstellung des Potenzautomaten B und ¢ sind dem (nicht zusammenhingenden) Zustands-
graphen aus Abbildung 3.10 zu entnehmen.

Wie man in Abbildung 3.10 sehen kann, muss der Potenzautomat nicht initial zusammenhangend sein.
Der rechte Teil der Abbildung zeigt einen vom Startzustand aus nicht erreichbaren Teilgraphen, der

folglich fiir die Akzeptierung von Wortern nicht relevant ist.

Natiirlich kann man getrost alle diejenigen Komponenten eines vDFA weglassen, die nicht vom Start-
zustand aus erreicht werden konnen. Entsprechend muss dann die Ubergangsfunktion auf die, eventuell
kleinere, neue Zustandsmenge eingeschrinkt werden. An der endlichen Darstellung des Zustandsgra-

phen kann man dies sofort sehen, falls der vDFA eine iiberblickbare Groéfle besitzt. Wir wollen hier
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Abbildung 3.10: Potenzautomat zu dem NFA aus Abbildung 3.9

ein einfaches, wenn auch nicht das effizienteste, Verfahren vorstellen, wie man in dem Zustandsgra-
phen eines, nicht notwendig vollsténdigen, DFA die initial zusammenhéngende Komponente bestimmen
kann. Wenn wir in Zukunft vom Potenzautomaten sprechen, meinen wir iiblicherweise nur den initial

zusammenhéngenden Teil des Potenzautomaten nach dem Beweis von Theorem 3.24.

Algorithmus (initiale Zusammenhangskomponente eines vDFA)
Sei A := (Z,%,0, 20, Zend) ein beliebiger DFA. Wir berechnen schrittweise die induktiv definierten Mengen
M; C Z, beginnend bei M, gemaB:

M;1U U d(z,x) firi>0

{20} firi=0
Offensichtlich ist jeder Zustand z € M;, i € IN, mit einer passenden Eingabe w € ¥*, mit |w| < 4, vom
Startzustand aus erreichbar. Wegen M, 1 C M; C Z und der Endlichkeit der Zustandsmenge Z muss
es einen Index k < |Z| geben, fir den My; = M ist (mit jeder Erhdhung des Indexes i um 1 kann
moglicherweise nur ein weiterer Zustand in die Menge M; aufgenommen werden).

Das Konstruktionsverfahren endet, wenn das erste mal My, = M}, wird, was spatestens bei k = |Z| —1 der
Fall sein wird. Die Menge M), enthalt bei Abschluss des Verfahrens also genau die von zg aus erreichbaren
Zustande im DFA A.

Nach der gegebenen Konstruktion des Potenzautomaten, hat der dquivalente DFA exponentiell mehr
Zusténde als der zu Beginn bekannte NFA. Dass dies keine Schwéche dieser Konstruktion ist, sondern
in einigen Fallen tatsédchlich soviele Zustédnde fiir den DFA nétig sind, zeigt das folgende Resultat von
Theorem 3.29.

Theorem
Zu jeder natiirlichen Zahln > 2 gibt es einen buchstabierenden, \-freien NFA A,, mit genaun Zustinden,

so dass jeder dquivalente vollstindige DFA mindestens 2™ — 1 Zustinde besitzt.

Die Automaten A, haben die Gestalt aus Abbildung 3.11.
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3 Endliche Automaten und regulédre Mengen

Abbildung 3.11: Der Automat A,, hat genau n Zusténde.

Den Beweis dieser Aussage findet man als Ubungsaufgabe in [Floyd&Beigel]. Wir werden spiter mit
weniger Aufwand das dhnliche Theorem 3.50 beweisen.

Statt eines Beweises iiberlegen Sie bitte, welche Menge solch ein NFA A,, beschreibt! An den Schwie-
rigkeiten, diese Menge mit Worten exakt zu beschreiben, merken wir, dass eine andere Methode fiir die
Beschreibung regulédrer Mengen praktisch sein kann. In der Literatur findet man die Definition regulérer
Mengen nicht nur durch endliche Automaten, sondern auch mit Hilfe von rationalen Ausdriicken. Ra-
tionale Ausdriicke werden deshalb auch oft als reguléire Ausdriicke bezeichnet. Den formalen Beweis

fir Aquivalenz zu endlichen Automaten wird Theorem 3.34 geben.

3.4 Rationale Ausdriicke

Im Folgenden wird nun ein weiteres, besonders typisches Beispiel einer induktiven Definition gegeben,
bei der neu zu definierende Objekte durch schon bekannte erklért werden (Definition der Syntax) und

parallel dazu auch die Bedeutung (Semantik) definiert wird.

3.30 Definition
Sei Y. ein endliches Alphabet, dann sind rationale Ausdriicke iiber ¥ genau die mit den folgenden
Regeln erzeugbaren Gebilde:

1. () ist ein rationaler Ausdruck, der die (leere) Menge My := () beschreibt.
2. Fiir jedes a € ¥ ist a ein rationaler Ausdruck, der die Menge M, := {a} beschreibt.

3. Sind A und B rationale Ausdriicke, welche die Mengen M 4 und Mp beschreiben, dann ist auch
(A + B) ein rationaler Ausdruck, der die Menge M 4 U Mp beschreibt,
A - B ein rationaler Ausdruck, der die Menge M 4 - M beschreibt, und
(A)* ein rationaler Ausdruck, der die Menge M’ beschreibt.
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(A)* ein rationaler Ausdruck, der die Menge M} beschreibt.

4. Nur die mit den Regeln 1.) bis 3.) erzeugbaren Gebilde sind rationale Ausdriicke.

Es bezeichne Rat(X) die Familie aller mit rationalen Ausdriicken beschreibbaren Teilmengen von ¥*,
und Rat := |J Rat(D).

3 ist endl. Alphabet

Um Klammern zu sparen, diirfen neben den duflersten Klammern auch weitere weggelassen werden,
wobei die Prioritétenreihenfolge ()* vor -, und - vor + fiir Eindeutigkeit sorgt. Damit steht a - b* + a
eindeutig fiir (a - (b)* + a) und anstelle von (¢ + (a + b)) notieren wir (a + b + ¢) als Beschreibung
der Menge {a,b,c}. Es gelten die Assoziativgesetze fiir + und - genauso wie die fiir die Vereinigung
oder das Komplexprodukt, weshalb wir diese Klammern und den Punkt - meist ebenfalls weglassen
konnen! Ebenfalls behandeln wir rationale Ausdriicke grundsétzlich wie Namen, bzw. Bezeichnungen
der Mengen die sie beschreiben. Wir erlauben folgerichtig Notationen wie babaa € (a,b)* anstelle von
babaa € M, p)-. In einigen Biichern wird in rationalen Ausdriicken auch A als Beschreibung der Menge
{A} benutzt. Dass dies hier nicht geschieht, ist kein entscheidender Verlust, denn ()* beschreibt die
gleiche Menge!

Rationale Ausdriicke werden in vielen Programmen zur Datei- oder Textverarbeitung benutzt, um Such-
verfahren flexibler als nur mit sogenannten ,,wildcards“ vornehmen zu kénnen. Manche Betriebssyste-
me tun dies auf der Ebene der Dateiverwaltung und ebenfalls einige Textverarbeitungsprogramme. Im
UNIX-Betriebssystem kennt man zum Beispiel das Programm egrep (eztended global regular expression
print), was wir hier nur knapp und beispielhaft vorstellen wollen. Wer schon einmal mit dem UNIX-

System gearbeitet hat, kennt vielleicht auch die Varianten ,,grep“ und ,fgrep*.

Die Kommandosyntax fiir egrep ist:
egrep <regausdruck:><dateiname>.

Die Befehle zur Beschreibung der rationalen Ausdriicke miissen zwangsldufig anders dargestellt werden,

und es gilt dabei:

rationaler Ausdruck | egrep-Notation

Zeilenanfang "
Zeilenende $

c c
(Gesamtalphabet:) X .
r+ 0* r?

r* %

rt r+

r+s r|s

r-s TS

(r) (r)

Wenn man z.B. den Befehl
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egrep "Th...i.$ /usr/dict/duden.

eingibt, so wiirden die Worter Thermik, Theorie und Thespis gefunden und ausgedruckt. Wir wollen

auf weitere Details und Feinheiten dieser Syntax hier nicht eingehen!

Fiir die Beschreibung von reguléiren Mengen scheinen sich die rationalen Ausdriicke geradezu anzubieten.
So konnen wir z.B. die Menge L,77 aller Worter w € {a,b}*, bei denen das Symbol a an drittletzter Posi-
tion vorkommt einfach beschreiben: L .77 wird durch (a,b)*a(a, b)(a, b) oder knapper durch (a,b)*a(a, b)?

beschrieben.

Wir werden im folgenden Abschnitt zeigen, dass es sich tatséchlich bei den Operationen, welche in
der Definition der rationalen Ausdriicke verwendet werden, um Operationen handelt, gegen die die
Familie der von endlichen Automaten abgeschlossen ist. Weitere Abschlusseigenschaften werden wir im
Abschnitt 3.9 kennenlernen.

3.5 Einfache Abschlusseigenschaften

Es ist einfach zu sehen, dass eine Menge mit nur einem einzelnen Wort als Element und mithin auch jede
endliche Menge von Wértern durch einen rationalen Ausdruck beschrieben werden kann. Wenn wir nun
beweisen konnten, dass die Vereinigung, das Produkt und die Sternbildung (Kleenesche Hiille) reguléirer
Mengen wieder regulére Mengen sind, so wiiften wir, dass jeder rationale Ausdruck eine reguléire Menge
beschreibt, die alternativ auch von einem endlichen Automaten akzeptiert werden konnte.

Theorem

Mit Ly € Akz(X1) und Lo € Akz(X2) ist auch L1 U Ly € Akz(X1 U X).

Beweis (Konstruktion eines NFA fiir L; U Ly): Seien zwei vDFA’s A := (Z1,%4,01, 21,0, Z1,end) und
B = (Z3,%3,02, 22,0, Z2,end) mit disjunkten Zustandsmengen gegeben, fiir die gilt L; = L(A) und
Ly = L(B).

Der NFA CAUB = (Zg, 23, Kg, Zgﬁo, Z3,end) fiir L1 U LQ ist gegeben durch:

Ty = 7,67,
Sy = YUY,
Z3start = 121,0,22,0}
Z3end = ZlendU Z2ena und
Ks = {(p1,2,01(p1,2)) | p1 € Z1,x € B1} U {(p2, 2, 02(p2,@)) | p2 € Z2,2 € X}

Dieser Automat ist zwar nichtdeterministisch und im Allgemeinen nicht vollsténdig, aber schon buch-
stabierend. Wie es moglich ist, daraus einen #quivalgqnten vDFA zu konstruieren haben wir mit der
Potenzautomatenkonstruktion von Theorem 3.24 schon gesehen. Es ist offensichtlich, dass zu jeder Er-
folgsrechnung in A (bzw in B) eine entsprechende Erfolgsrechnung in C4up existiert, denn mit der
Wahl des Startzustandes wird entschieden, ob ein Wort der Menge L, oder Ly akzeptiert werden soll.
Umgekehrt, entspricht einer Erfolgsrechnung in C'4up, die in einem der Endzustéinde von A (bzw. von
B) endet, die entsprechende Erfolgsrechnung in A (bzw. in B). O
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b
a a7b .”a,b .a,b .

Abbildung 3.12: Ein NFA fiir die Sprache {b}* - {a} - {a,b}" !

Theorem
Mit L € Rat(Zl) und Lo € Rat(Zg) ist auch L1 - Loy € Rat(Zl U 22).

Beweis (Konstruktion eines buchstabierenden NFA’s fiir L, - Ly): Seien A := (Z1,%1, 61, 21,0, Z1,end)
und B := (Z3, X9, 02, 22,0, Z2,end) vollstindige DFA’s mit Z; N Zy = @ und Ly = L(A) und L, = L(B).
Ein buchstabierender NFA C4.p fiir das Produkt Ly - Ly ist Ca.p 1= (Z1 U Z2, %1 U X9, K, 21 0, Z2,end)
mit K := K7 U K> U K3 wobei K7 := {(p1,,01(p1,2)) | € X1,p1 € Z1} die zum vDFA A gehorende
Kantenmenge, Ko := {(p2, z,d2(p2,x)) | © € Xo,pa € Zs} die zum vDFA B gehorende Kantenmenge
und K := {(p1, 2, 02(22,0,2)) | © € Ba,p1 € Z1 ena} die beide Automaten verbindenden, A-freien Kanten
sind. O

Bei obiger Konstruktion wird der NFA C 4.5 in der Regel kein vollsténdigter DFA sein, so z.B. wenn X1 N
Yo = ) gilt. Ist X1 = B, so ist es leider zudem nétig, den entstandenen NFA in einen deterministischen
umzuformen. Es kann dabei sogar geschehen, dass fiir vDFA’s A und B mit |Z;1] = m und |Z2| = n
jeder dquivalente DFA fiir L(A) - L(B) mindestens 2" Zustéinde haben muss! Als illustratives, aber
diese Aussage nicht beweisendes, Beispiel betrachten wir den Automaten A := ({20}, {a,b},d, 20, {20})
mit 0(zo,a) := 0(20,b) := 2o und L(A) = {a,b}*. Fiir B wihlen wir den Automaten Abbildung 3.12,
mit L(B) = {b}* - {a} - {a,b}" . Es ergibt sich L(A)-L(B) = {a,b}*-{a}-{a,b}" 1. Von dieser Menge
werden wir nach dem Beweis von Theorem 3.50 wissen, dass sie kein vDFA mit weniger als 2" Zusténden

akzeptiert!

Wenn wir fiir die Sternbildung ebenfalls einen DFA konstruieren miissen, so gelingt dies auf einfache
Weise auch nicht ohne die {ibliche Umformumg eines buchstabierenden NFA in den &quivalenten DFA:

Theorem
Mit L € Akz(X) ist auch L* € Akz(%).

Beweis (Konstruktion eines buchstabierenden NFA’s fiir L*): Sei A := (Z,%,9, 20, Zena) €in vDFA
mit L = L(A), so wird ein buchstabierender NFA C4- definiert durch Ca- := (Z W {p}, %, K, {p}, {p})
mit K := K; U Ky U K3, wobei K7 := {(2,2,0(z,2)) | x € ¥,z € Z} die zum vDFA A gehoérende
Kantenmenge, sowie Ko := {(p,x,0(z0,2)) | * € X} und K3 := {(2,2,p) | € ,0(2,2) € Zena} die
neuen Nicht-A-Kanten als Verbindungen mit dem neuen Zustand sind. Der neue Zustand ist notwendig,
damit das leere Wort akzeptiert werden kann! O

Wir werden im folgenden Theorem zeigen, dass auch umgekehrt jede regulire Menge durch einen ra-
tionalen Ausdruck beschrieben werden kann. Daher unterscheidet sich die Familie aller Sprachen, die
durch rationale Ausdriicke definierbar sind, nicht von denen, die durch endliche Automaten akzeptiert

werden konnen.
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3.34 Theorem (Satz von Kleene, 1951)
Fiir jedes Alphabet 3 gilt Akz(X) = Rat(X) und folglich Reg = Rat.

Beweis: Der Beweis erfolgt wiederum in zwei Schritten, in denen die Inklusion einer der beiden Familien

in der jeweils anderen gezeigt wird.

Rat(X) D Akz(X): Wir definieren zu jedem vollstindigen DFA A = (Z, X, 0, 21, Zena) die regulére Menge
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L(A), zu der ein rationaler Ausdruckk leicht gebildet werden kann. Dazu seien fiir alle 0 < k < |Z|
und alle 1 <4, j < |Z| mit Z := {z1,...,2,} folgende Mengen definiert:

Rﬁj = {wEE*

§(z,w) = z; und fiir w = wv mit u # A # v
folgt aus 6(z;, u) = z, stets r < k '

Die Menge Rﬁ ; enthélt alle Worter, die auf Pfaden vom Zustand z; zum Zustand z; iiber die

Menge {z1,. .., 2k} von Zwischenzustéinden gelesen werden kénnen. Folglich ist
R}, ={z € SU{A} | (zi,2) = zj oder (x =) A (i =j)}.
Wir zeigen nun die Giiltigkeit der folgenden Gleichung:

L {z]0(zi,2) =z oder (x =X A(i=3)}, fallsk=0
Rii =\ R URN. (R 1y . REL falls k > 1
i\ i,k e,k kg Z L

Induktions-Basis: R?J- ist in der Definition wie in der ersten der zwei Gleichungen angegeben.

Induktions-Schritt: Fiir £ = m > 0 sei fiir die Mengen R}"; die Rekursionsformel bewiesen. und
wir zeigen, dass sie dann auch fiir die Mengen RZ;H gilt. Jeder Pfad von z; nach z;, der nur
Knoten der Menge {z1, ..., Zm, Zm+1} durchlduft, kann in Stiicke zerlegt werden, in denen
nur Knoten der Menge {z1,...,2,} durchlaufen werden, die aber stets beim Knoten z,1
aneinander gesetzt sind, sofern dieser iiberhaupt vorkommt. Kommt z,,,+1 nicht vor, so gehort
das auf diesem Pfad gelesene Wort zur Menge R;";. Kommt z,,41 wenigstens einmal auf dem
Pfad vor, so hat dieser eine Zerlegung in der folgenden Art:

% % k *k k k
(- m—+1 1 m+1 V2 m+1 U3 U m+1 w J
Die Pfade mit den Wortern u, v1, ve, . . ., v, w durchlaufen nun nur noch Zusténde der Menge

{21, ce ,Zm}.
Offensichtlich gilt: v € R, ,V1 < i <r: v; € R, und w € R, ;. Dies zeigt
zunéchst die Inklusion: RTJ-H CRMURY, 1 (R i1 my1)” Ry g1 ;- Die Umkehrung dieser

Inklusion ist leicht ersichtlich.

Fiir die oben definierten Mengen R}, gilt nun offensichtlich L(4) = |J R}, wobei z der

2j€Zend

Startzustand des Automaten A war.

Setzt man nun die Rekursionsformel solange in RY ; ein, bis die Anfangsmengen RR ; erreicht sind,
so erhélt man eine endliche Beschreibung der Menge L(A), die leicht in einen rationalen Ausdruck

umgeschrieben werden kann.



3.6 Ein Anwendungsbeispiel

Rat(X) C Akz(X): Wir benutzen die Induktive Definition der rationalen Ausdriicke und zeigen zuerst,
dass die einfachen Basismengen durch endliche Automaten dargestellt werden kénnen. Dann wer-
den schon bekannte Konstruktionen an NFA’s entsprechend der Zusammenfiigung schon beste-

hender rationaler Ausdriicke zu Neuen durchgefiihrt:

1. () ist ein rationaler Ausdruck, der die leere Menge beschreibt und wird von dem DFA Cp :=
({20}, 2,9, z0,0) akzeptiert. (Cy hat ein beliebiges Eingabealphabet, jedoch keinen Endzu-
stand).

2. Fiir jedes a € ¥ ist a ein rationaler Ausdruck, der die Menge {a} beschreibt und diese wird
von dem DFA C, := ({z0,21},{a}, 0, 20, {z1}) mit §(z0,a) := z; akzeptiert.

3. Sind A und B rationale Ausdriicke, und Cy = (Za, X4, K4, ZA start; ZA,end) Sowie Cp 1=
(Zp, XB, KB, ZB start; ZB,end) NFA’s mit disjunkten Zustandsmengen, welche die durch die
rationalen Ausdriicke dargestellten Mengen M4 und Mp akzeptieren, dann akzeptiert der
NFA

a) Caup von Theorem 3.31 die durch (A + B) beschriebene Menge M4 U Mp.
b) Ca.p von Theorem 3.32 die durch A - B beschriebene Menge M4 - Mp.

c) C4+ von Theorem 3.33 die durch den rationalen Ausdruck (A)* beschriebene Menge M.

)
)
)
d) Ca+ = (Z4, X2, KsU{(0,\q) | P € Zsend, 4 € Zastart}> ZAstart, ZAend) die durch
den rationalen Ausdruck (A)" beschriebene Menge M} .

4. Damit kann fiir jeden rationalen Ausdruck r ein endlicher Automat konstruiert werden, der

die von diesem beschriebene Menge M, akzeptiert.

Hiermit ist der Beweis von Theorem 3.34 abgeschlossen, denn wir haben gezeigt, wie fiir einen beliebigen
NFA ein dquivalenter rationaler Ausdruck erzeugt werden kann und dass umgekehrt zu jedem rationalen

Ausdruck auch ein dquivalenter endlicher Automat existiert. O

Wir kénnen nun die rationalen Ausdriicke als einfache syntaktische Darstellung von regulédren Mengen
benutzen, ohne sofort endliche Automaten konstruieren zu miissen. Wir konnten sogar ohne weitere
Nachteile die Syntax der rationalen Ausdriicke um solch Notationen erweitern wie: (A)™ fiir jedes n € IN,

(AN B) oder (A). Wir werden im Folgenden solche erweiterten rationalen Ausdriicke freiziigig benutzen!

3.6 Ein Anwendungsbeispiel

Es folgt nun ein etwas grofleres Anwendungsbeispiel fiir die Nutzung von endlichen Automaten mit
Ausgabe, welche verbunden wird mit einer rekursiven Definition der bendtigten Zustinde. Wir wollen
das Problem der Suche und Identifizierung von endlich vielen Schliisselwortern in einem Text mit Hilfe
eines endlichen (Moore-)Automaten lésen. Die hier gewiihlte Darstellung unterscheidet sich von den
in Lehrbiichern iiblichen dadurch, dass wir auf eine mogliche Implementierung, d.h. einer Umsetzung
und Verwirklichung in einem realen Programm, weniger Wert legen als auf die prinzipielle Struktur.
Unsere Losung ist eine rekursive Variante des Verfahrens von Donald E. Knuth, James H. Morris und
Vaughn R. Pratt (1977).
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3.35

3.36

3 Endliche Automaten und regulédre Mengen

Problemstellung: Ein fortlaufender Text soll daraufhin untersucht werden, ob gewisse ,,Schliisselworter
(keys) darin enthalten sind, und ausgegeben werden, um welche es sich handelt und an welchen Stellen
diese im Text auftreten. Diese Schliisselwortsuche soll natiirlich auf beliebige Texte angewendet und
ebenfalls auch mit wechselnden Schliisselwortern erneut gestartet werden konnen. Das bedeutet, dass
als Eingabe des zu entwerfenden Algorithmusses nur die endliche Menge K C ¥* der Schliisselworter

verwendet werden kann, nicht aber der Text ¢t € ¥*, auf den das Verfahren ja angewendet werden soll.

Ob in einem Text ¢ € ¥* {iberhaupt eines der Schliisselworter der Menge K € ¥* vorkommt, kénnte man
feststellen, in dem man die Frage ,,{t} NX*- K -3* # (7% beantwortet. Da die Mengen {¢} und ¥*- K - ¥*
offensichtlich regular sind, kénnte man mit Hilfe des Beweises von Theorem 3.34 eine NFA konstruieren,
der diese Menge akzeptiert. Fiir diesen NFA miisste mann dann noch feststellen, ob dieser die leere
Menge akzeptiert oder nicht. Niemand wiirde wirklich in dieser Weise vorgehen, da der Zeitaufwand
immens wire! Auflerdem wiirden wir auf diese Weise nicht feststellen kénnen, an welchen Stellen im

Text t welche Schliisselworter vorkommen und unser Aufgabe wére nur unzureichend gelost.

Fiir jede endliche Menge K C ¥* von Schliisselwortern konstruieren wir nun einen Moore-Automaten
A der ¥* - K - ¥* mit den passenden Ausgaben versieht direkt:

Definition
Sei ¥ ein Alphabet und K C ¥* eine endliche Menge von Schliisselwértern. Der Moore-Automat Ag
zur Schliisselwortsuche Ak := (Z, X, T, 6, p, z)) ist erkléirt durch:

Z:={z, | we K:v C w},

Zox WeNn 2, € 7 ist,
Vzp € Z Vo € X1 0(2y, ) := ¢ 8(zu, ) wenn z,, ¢ Z, und v =yu,y € %,
2 sonst.

ySchliisselwérter vy, v, . .. vy wurden gefunden!“,
fallsVie {1,...,k}: (v; € K) AJu: w=wuv; (v; ist suffix von w).

A, d.h. keine Ausgabe, sonst .

Wir wollen die Definitiion des Moore-Automaten zur Schliisselwortsuche anhand eines Beispiels ver-
deutlichen.

Beispiel

Betrachten wir folgende Menge von Schliisselwértern. K := {der,erde} C {d,e,r}*, so erhalten wir die
Zustandsmenge Z = {zx, Zd, Zde, Zders Zes Zers Zerds Zerde } Und folgenden Moore-Automaten. Man kann zei-
gen, dass der hier definierte Moore-Automat zur Textsuche der kleinste mit dieser Eigenschaft ist. Er hat

|Z] =14 > |v| viele Zustande und kann schnell in ¢ - |X]| - |Z| Schritten konstruiert werden, in dem man
veK
die Kanten bei z) beginnend bestimmt. Ein weiterer Vorteil dieses Automaten ist, dass er bei der Suche nach

den Schliisselwdrtern jedes Zeichen des Textes ¢ nur genau einmal liest und ohne Riickspriinge in Realzeit
arbeitet. Zudem kann dieses Verfahren leicht fiir dhnliche Probleme abgewandelt werden.

In Abbildung 3.13 sind die offensichtlichen Ausgaben in den Zustdnden z..4. und zg4e, nicht eingezeichnet

worden.
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3.7 Aquivalenzbegriffe und minimale Automaten

Abbildung 3.13: Ein Moore-Automat zur Schliisselwortsuche fiir die Worter ,,erde“ und ,,der*

Abbildung 3.14: Zwei dquivalente Automaten

3.7 Aquivalenzbegriffe und minimale Automaten

Betrachtet man die beiden in Abbildung 3.14 abgebildeten vDFA’s, so stellt sich schnell heraus, dass

die beiden endlichen Automaten beide die gleiche Sprache akzeptieren, ndmlich {a,b}*.

Wir wollen jetzt daran gehen, die Frage zu beantworten, wie ein kleinster dquivalenter DFA aussieht,
ob er immer konstruiert werden kann und ob es vielleicht davon unterschiedliche geben kann. Vorher

erkldren wir den Begriff |, Transitionsmonoid“ und eine sehr praktische Notation.

Fiir einen vollstéindigen DFA A := (Z,%,0, 20, Zena) gibt es zu jedem Zustand z € Z und jedem Wort
w € ¥* genau einen Folgezustand 2’ mit z % 2'. Jedes w € ¥* induziert fiir diesen Automaten also

eine Abbildung: f,, : Z — Z mit f,(z) := d(z,w).
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3.37

3.38

3.39

3 Endliche Automaten und regulédre Mengen

Definition
Zu einem gegebenen vDFA A := (Z,%,0, 20, Zend) schreiben wir (z)¥ fiir den Zustand §(z,w), der auf

eindeutige Weise von z aus bei Eingabe von w erreicht wird.

Die Menge F4 := {( ) | w € ¥*} der Abbildungen ( )* : Z — Z, mit denen die Zustandsiibergange
des vDFA’s A beschrieben werden, bilden zusammen mit der Komposition von Funktionen das endliche

Transitionsmonoid (F4,0) zu A.

Wieso ist die Menge F4 aller Abbildungen (2)* : Z — Z fiir jeden vollstindigen DFA A endlich?
Wieviele Abbildungen dieser Art gibt es?

Es gilt offensichtlich ((2)*)” = (2)"?, was die Komposition (f, o f,)(2) = fu(fu(2)) in der iiblicheren
Notation darstellt. Weiter ist (2)* = z fiir jeden Zustand z € Z, d.h. stets ist f\ neutrales Element des

Transitionsmonoides.

Ein DFA A definiert in natiirlicher Weise eine rechtsinvariante Aquivalenzrelation R4, deren Index der
Zahl der nicht iiberflissigen Zustédnde von A gleicht. Wir wiederholen hier die aus der Mathematik
bekannten Definitionen zur besseren Lesbarkeit.

Definition

Eine Relation R C A x A heift Aquivalenzrelation genau dann, wenn R reflexiv, symmetrisch und

transitiv ist.
Ist R C A x A eine Aquivalenzrelation auf A, so heifit die Menge
[a]lr :={b€ A (a,b) € R}
die Aquivalenzklasse von a. Jedes b € [a] ist ein Représentant von [a]gr. Man schreibt gewohnlich
nur [a], wenn deutlich ist, welche Relation gemeint ist.

Die Menge aller Aquivalenzklassen notieren wir als A/R ={[a]r | a € A}.

Als Index der Aquivalenzrelation R auf A bezeichnet man die Zahl der verschiedenen Aquivalenzklassen,
die R hat. Wir notieren dies durch: Index(R) := ‘A/R‘ .

Eine Aquivalenzrelation R auf einer Menge A zerlegt diese in disjunkte Teilmengen und spezifiziert
dadurch eine Partition von A.

Wir formulieren dies als Theorem:

Theorem

Ist R C A? eine Aquivalenzrelation, so bilden die Aquivalenklassen beziiglich R eine Partition von A.

Beweis: Zuniichst zeigen wir A = | [a]r. Sei dazu x € A beliebig, so gilt xRx wegen der Reflexivitét
acA
von R. Mithin gilt « € [z]g, erst recht also z € |J [a]g. Folglich gilt A C J [a]r. Umgekehrt ist
acA acA
[alr € A auf Grund der Definition von [a] 5.

Zu zeigen ist nun noch, dass fiir alle [a]g, [b]r € A/ R entweder [a]g = [b]g oder [a]|gN[b]r = ( gilt. Seien
a,b € Amit [a]gN[b]r # 0. Also muss es ein ¢ € [a] gN[b] g geben, fiir das dann aRe und bRe gilt. Sei nun
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3.40

3.41

3.42

3.7 Aquivalenzbegriffe und minimale Automaten

d € [a] g ein beliebiges Element, so gilt dRa, aRc und ¢Rb, wobei die Symmetrie von R ausgenutzt wird.
Aus der Transitivitdt von R folgt nun dRb und d € [b]g. Also ist [a]gr C [b]r. Durch Vertauschen der
Symbole a und b in den letzten beiden Sdtzen gewinnt man mit der gleichen Begriindung die Inklusion
[blr C [a]r, so dass aus [a]g N [b]g # O tatsichlich [a]r = [b]r folgt. 0

Zwei Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation sind also entweder identisch oder disjunkt! Speziell die
Identitét ist eine symmetrische, reflexive, und transitive Relation, also eine Aquivalenzrelation. Selbst-
verstindlich ist die Identitéitsrelation auch antisymmetrisch. Aber im Allgemeinen sind Aquivalenzrela-

tionen gerade nicht antisymmetrisch!

Beispiel
Betrachten Sie die folgende Relation: =4 C ({0,1,2,3,4,5,6,7,8,9})? mit a =4 b genau dann, wenn b — a
ein Vielfaches von 4 ist. Dass =, eine Aquivalenzrelation ist, kann leicht nachgepriift werden. Aber sicherlich

ist =4 nicht antisymmetrisch, denn es gilt [1]=, = [5]=, = [9]=,, also 1 =4 5 und 5 =4 1 aber nicht 1 = 5.

Oft werden Aquivalenzrelationen (genauso wie Kongruenzrelationen) mit dem (meist noch mit eienm
Index versehenen) Symbol = bezeichnet, aber auch das mit R indizierte Gleichheitszeichen =g ist nicht

ungebrauchlich.

Definition
Eine Aquivalenzrelation = hat endlichen Index, wenn die Zahl ind(=) der Aquivalenzklassen endlich

ist.

Eine Aquivalenzrelation = C M x M heifit genau dann rechtsinvariant, wenn fiir jedes Element m

der Halbgruppe (M, o) aus mi = my stets (my1 om) = (mg o m) folgt.

Nach dieser wichtigen definition einer Aquivalenzrelation wollen wir einen kleinen Exkurs zu den Grenzen
der reguldren Sprachen unternehmen, um eine Anwendung dieses Zweiges der Theorie aufzuzeigen.
3.7.1 Exkurs: Grenzen der reguldren Sprachen

Am Ende dieses Abschnitts werden wir eine Sprache kennenlernen, von der wir zeigen, dass sie nicht

reguldr ist. Dazu miissen wir noch einige Begriffe einfiihren.

Definition
Sei A= (Z,%,6,{20}, Zena) ein DFA, dann ist die Aquivalenzrelation Ry C ¥* x ¥* erklirt durch:

u RAv genau dann, wenn (z9)" = (20)"

Sei L € ¥* eine reguliire Menge, dann ist die Nerode-Aquivalenz oder syntaktische Rechtskon-
gruenz R; C ¥* x ¥* erkléart durch:

wRpv genau dann, wenn Yw € ¥*: (uw € L genau dann, wenn ovw € L).

Es ist leicht zu sehen, dass sowohl R4 als auch Ry, eine rechtsinvariante Aquivalenzrelation ist.

Das folgende Ergebnis ist als Satz von Nerode bekannt und zeigt, dass Ry, von endlichem Index ist:
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3 Endliche Automaten und regulédre Mengen

3.43 Theorem (Myhill & Nerode, 1957 /1958)

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. L C X* 4st reguldr.

2. L ist Vereinigung von Aquivalenzklassen einer rechtsinvarianten Aquivalenzrelation mit endlichem
Index.

3. Die Nerode-Aquivalenz Ry, hat endlichen Index.

Beweis: Wir fithren einen Ringschluss durch, indem wir zunéchst zeigen, dass Aussage 2. aus 1. folgt.
Dann schliefen wir von 2. auf 3. und zeigen dann noch, dass 1. aus 3. folgt. Damit ist dann die Aquivalenz

der drei Aussagen gezeigt.

1. — 2.: Sei A = (Z,%,0, 20, Zena) ein nach Theorem 3.24 existierender DFA, der L C ¥* akzeptiert,
und R4 die Relation auf ¥* geméf Definition 3.42 mit: uRsv genau dann, wenn (zo)" = (20)". L
ist die Vereinigung derjenigen Klassen, die zu Endzustéinden gehoren, d.h. L = {w € X* | (20)" €
Zend}, und da das Transitionsmonoid endlich ist, hat auch R4 nur endlich viele Klassen. R4 ist
rechtsinvariant, da im DFA die mit einem Wort w € ¥* aus z € Z erreichten Zusténde (z)" stets

eindeutig sind.

2. — 3.: Sei R die nach Voraussetzung existierende rechtsinvariante Aquivalenzrelation von endlichem
Index. Wir zeigen, dass Ry, eine Vergroberung von R ist, d.h. x Ry impliziert x R y. Damit bestehen
die Aquivalenzklassen beziiglich Ry aus der Vereinigung einiger Aquivalenzklassen beziiglich R.
Folglich gilt ind(Rz) < ind(R) und die Nerode-Aquivalenz R;, ist von endlichem Index. Sei also
xRy. Wegen der Rechtsinvarianz von R folgt zzRyz fiir jedes z € ¥*. Da nach Voraussetzung
jede Aquivalenzklasse von R entweder ganz zu L gehort oder kein Wort aus L enthélt, gehoren

entweder beide Worter zz und yz zu L oder beide nicht zu L. Damit ist aber x Ry offensichtlich.

3. — 1.: Ausder Nerode-Relation konstruieren wir einen endlichen Automaten Ar, = (Zr,, %, d, Zend)

der L erkennt, wie folgt: Jeder der endlich vielen Aquivalenzklassen [w] fiir w € ¥* wird der
; zueinander isomorph sind. Der
Anfangszustand ist zy) und als Endzustéinde werden diejenigen Zusténde z,) gewihlt, fiir die

Zustand zp,) zugeordnet, so dass die Mengen Zg, und E*/R

w € L ist. Diese Menge ist wohl definiert, denn aus der Definition von Ry, folgt, dass entweder alle
Woérter einer Aquivalenzklasse [w] g, in L enthalten sind oder aber gar keines. Auch die Definition

der Ubergangsfunktion ¢ durch

V2w) € Zry, Vo € X 1 6(2[w), T) = Z[wa]

ist wohldefiniert, denn mit [w] = [ws] gilt w1 Rpwe und wegen der Rechtsinvarianz von Ry, folgt
auch wyzRpwex und somit [wyz] = [wex] fiir jedes z € X. Die Folgezusténde von z[,] € E*/RL
bei Eingabe von w € ¥* ergeben sich als: (2,])" = 2[yy) und mit (2x)" = 2[w] € Zena Wird

jedes Wort w € L von dem neuen Automaten akzeptiert. Als Tupel notiert schreibt sich der eben

definierte endliche Automat als Ar, := (Zr,, X, R, 2[\], Zend) mit:

Zry = {2 | 0] € ¥ /R, ),

Opy + Z X X — Z mit 8(2[y), ) = 2[uq) und
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Lend := {Z[w] | w e L}

Dieser endliche Automat ist ein initial zusammenh#ngender und vollstdndiger DFA!

Als Anwendung von Theorem 3.43 wir nun zeigen, dass eine einfache Sprache nicht regulér ist:

Korollar
Die Sprache DUP := {a'b’ | i € IN} ist nicht requldr.

Beweis: Betrachtet man einige (nicht alle, aber unendlich viele!) Aquivalenzklassen von Rp, so sieht
man

[ab] = DUP = {a'b* | i € IN}

[a?b] = {a"1b | i€ IN}

[a3b] = {a'T2b" | i € IN}

[aFb] = {a™T*~1p1 | i € IV}

Man sieht, dass [a’b] # [a/b] fiir i # j gilt: a’b #g, a/b, denn mit w := b*~! gilt a’bw € DUP aber
a’bw ¢ DUP. Somit sind also die unendlich vielen Klassen [a*b] der Nerode-Aquivalenz Ry paarweise

verschieden, und letztere daher nicht von endlichem Index. O

3.7.2 Minimale Automaten

Wie im wirklichen Leben, sind wir auch in der theoretischen Informatik daran interessiert, moglichst
knappe Darstellungen zu verwenden. Zum Beispiel wiirde jeder Programmierer eine Sequenz von Anwei-
sungen der Form , X := X +1%, X := X—-1¢ X := X+4+1%, X := X —1“ einfach aus einem Programm
streichen, da sie a m Ergebnis der Berechnung nichts #ndert! Hier wollen wir insbesondere iiberfliissige
Komponenten bei der Beschreibung von Sprachen vermeiden und suchen also nach moglichst kleinen
Automaten fiir die zu beschreibende Sprache. Ein Beispiel fiir unterschiedlich grofie Automaten, welche

dieselbe Sprache akzeptieren, war in Abbildung 3.14 auf Seite 73 gegeben.

Definition
Zu jedem endlichen Automaten (NFA) A = (Z,%, K, Zstart, Zend) heiBe die Menge L(z) := {w € X* |

z % 2',2" € Zena} die Leistung des Zustandes z.

Zwei Zustédnde von A heiflen genau dann dquivalent, wenn L(z) = L(z’) ist. Wir notieren dies in der

Form z = z’. Nicht dquivalente Zustéinde, z # z’, nennen wir unterscheidbar.
A heilt genau dann reduziert, wenn keine zwei verschiedenen Zustédnde dquivalent sind.

Definition

FEin endlicher Automat heifit genau dann minimal, wenn er
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1.  vollstindig,
initial zusammenhéngend,

deterministisch und

N

reduziert ist.

Diese Definition ist insofern merkwiirdig, als bisher doch véllig unklar ist, wieso die Bezeichnung minimal
gerechtfertigt ist. Wir werden also zun#chst zeigen, dass kein vollstédndiger DFA, der zu einem minimalen
Automaten dquivalent ist, weniger Zustéinde als dieser haben kann. Damit ist die Bezeichnung minimal
gerechtfertigt. Sodann werden wir sehen, dass es (im Wesentlichen) nur genau einen minimalen DFA
geben kann, der die gleiche Sprache akzeptiert.

3.47 Theorem
FEin vollstindiger DFA A = (Z,%, 6, 20, Zend) st genau dann minimal, wenn kein dquivalenter, vollstindi-

ger DFA weniger Zustinde besitzt.
Beweis: Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

»="1 Wenn kein dquivalenter, vollstindiger DFA weniger Zustédnde als A besitzt, so muss A entspre-

chend Definition 3.46 minimal sein.

»<="1 Wenn A minimal ist und B = (Z', X, ¢, 2, Z.,4) ein zu A &quivalenter vollstdndiger DFA, dann
gilt 2] < |7/,

zu ,,=": Wir zeigen die logisch dquivalente Kontraposition (A nicht minimal — es gibt dquivalen-
ten vollstindigen DFA B mit weniger Zustéinden) der behaupteten Implikation. Wenn A =
(Z,%,08, 20, Zend) micht minimal ist, so kann das nach Definition 3.46 nur daran liegen, dass der
vollstiindige DFA A entweder nicht initial zusammenhingend ist (2. der Def.), oder dquivalente
Zustinde besitzt (4. der Def.). Falls A nicht initial zusammenh#ngend ist, so gibt es mindestens
einen Zustand, der von zg aus nicht erreicht wird, also entfernt werden kann ohne die akzeptierte
Sprache zu veréindern. Der neue Automat wére ein dquivalenter vollsténdiger DFA mit weniger
Zustidnden. Falls A nicht reduziert ist, so gibt es zwei verschiedene, aber dquivalente Zustéinde
p,q € Z. ldentifiziert man diese Zustdnde miteinander, so erhédlt man wieder einen dquivalenten
vollstéindigen DFA mit kleinerer Zustandsmenge.

zu ,,<": Wir werden eine surjektive Abbildung ¢ : Z/ — Z finden, womit dann alles gezeigt ist.

Es sei fiir jedes 2’ € Z' g(2') := (20)", falls in B 2, -~ 2z’ fiir irgend ein Wort w gilt. Wir zeigen:

(i) g ist wohldefiniert, d.h tatséichlich eine Abbildung.
(ii) g ist surjektiv.

zu (i): Seien w,v € ¥* mit w # v derart, dass in B sowohl z{, % 2" als auch z|) % 2" gilt. Wir
miissen einsehen, dass dann auch (z9)” und (zg)"” in A der gleiche Zustand ist:
Zunéchst ist L(z") = L((20)*) = L((20)?), denn fiir ein Wort wu gilt wu € L(A) mit L(A) =
L(B) = L(zy) genau dann, wenn v € L((z0)") gdw. u € L((z0)") gdw. v € L(z') ist (4
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und B sind beide vollstdndige DFA’s!). Somit sind also (z9)* und (2¢)? im minimalen DFA

A dquivalente Zustinde, miissen also identisch sein. Damit ist die Definition von g mittels
g(2") 1= (20)", falls 2 % z" in B moglich ist, unabhéngig von der Wahl des Wortes w und
mithin eindeutig.

zu (ii): Es ist zu zeigen, dass es zu jedem Zustand z € Z ein 2’ € Z’/ gibt, so dass g(z’) = z ist.

Da A als minimaler Automat initial zusammenhéngend ist, gibt es zu jedem z € Z wenigstens
ein Wort w € ¥* mit z = (29)"”. Da B vollstindig sein sollte, gibt es in B fiir dieses w dann

w

immer auch einen Zustand 2z’ € Z’ mit 2/ = (z{)* und also gilt nach Definition gerade

g(2") = (20)" = z. Dies liefert die verlangte Surjektivitidt von g.

d

Als néchstes wollen wir zeigen, dass minimale DFA eindeutig bestimmt sind, d.h. je zwei dquivalente

minimale DFA sind modulo Namensgebung der Zustédnde identisch.

Theorem
Je zwei dquivalente, minimale DFA sind isomorph, d.h., sie besitzen bis auf die Bezeichnungen der

Zustdnde das gleiche Zustandsdiagramm.

Beweis: Seien A; und Ap mit A; := (Z;, X, 84, 20,4, Zend,i),© = 1,2 zwel minimale Automaten die die
gleiche Sprache L := L(A;) = L(As) akzeptieren. Da ein minimaler endlicher Automat geméf seiner
Definition 3.46 ein vollstédndiger und deterministischer endlicher Automat ist, muss nach Theorem 3.47
zunéchst | Z1| = | Zz| gelten. Um nun eine Bijektion f : A1 — A, zwischen den Zustandsgraphen herzu-
stellen, definieren wir f(20,1) := 20,2, Zend,2 := {f(2) | 2 € Zenaa} und Vo € X,z € Z1 : f(d1(z,2)) =
d2(f(2),z). Die Abbildung f bildet also jede Kante des Zustandsgraphen von A; auf eine Kante des
Zustandsgraphen von A, ab. Tatséchlich ist f ein Isomorphismus zwischen den Kantenmengen. Wenn
(20,1, w1, 211)s (71,1, W2,22,1)5 - -, (Zn—1,1, Wn,, 2n,1), Mit (2;—1,1,w;, z;,1) eine Erfolgsrechnung in A, ist,
so ist auch (f(z0,1), w1, f(21,1)),- -+, (f(2Zn=1,1), Wn, f(2n,1)) eine Erfolgsrechnung in As und umgekehrt.

O

Der minimale endliche Automat ist weiterhin (bis auf Isomorphie) identisch mit dem initial zusam-
menhéngenden, vollstandigen DFA Ag, der im Beweis zu Theorem 3.42, im Schritt 3. — 1., konstruiert

wurde.

Korollar

Der im Beweis zu Theorem 3.43 konstruierte endliche Automat Agr, ist ein minimaler DFA.

Beweis: Sei A := (Z,%,0,20, Zena) ein beliebiger vollstindiger DFA mit L := L(A). Nach Theo-
rem 3.43, Beweisschritt 1. — 2., existiert eine rechtsinvariante Aquivalenzrelation R4 und L ist end-
liche Vereinigung jener Aquivalenzklassen mod R4 die zu den Endzustéinden von A gehéren. Damit
folgt ind(R4) < |Z]. Nach dem Beweis von 2. — 3. folgt, dass Ry eine Vergréberung von Ry ist,
mithin ind(Ry) < ind(R4) gilt. Aus dem Beweisschritt 3. — 1. folgt, dass ind(Ry) = |Zg, | und also
|Zr,| < |Z] ist. O

Wir kénnen nun mit Fug und Recht von dem minimalen endlichen Automaten sprechen, wohl wissend,
dass nach den Theoremen 3.29 und 3.50 nichtdeterministische endliche Automaten logarithmisch viel

kleiner sein koénnen! Dies zeigen wir im Beweis zu Theorem 3.50
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a,b
a a7b .”a,b .a,b .

Abbildung 3.15: Ein NFA fiir die Sprache L,, := {w € {a,b}* | das n-letzte Symbol in w ist a}

3.50 Theorem

3.51

(i) Es gibt einen A-freien, buchstabierenden NFA mit n+ 1 Zustinden, der die Sprache L, := {w €

{a,b}* | das n-letzte Symbol in w ist ein a} akzeptiert.

(i1) Jeder DFA, der die Menge L,, akzeptiert hat 2" Zustinde.
Beweis:

zu (i): Der NFA aus Abbildung 3.15 akzeptiert die Sprache L,.

zu (ii): Sei B = (Z,%,6, 20, Zena) ein DFA mit L(B) = L,, und seien wy,ws € {a,b}"™ verschiedene
Worter. Wir zeigen (29)"' # (20)“2: Da w; und wy verschieden sind, gibt es mindestens einen
Buchstaben, an dem sich die beiden Wérter unterscheiden, d.h., es gibt Worter uy, us,v € {a,b}*

mit 0.B.d.A. w1 = wiav und we = wugbv. Fiir v/ € {a,b}* mit '] :

=n— |v] — 1 gilt nun 1.):
wiv’ € Ly, und 2.): wev' ¢ L,, denn der n-letzte Buchstabe von wiv" = wjavv’ ist ein a aber
der von usbvv’ nicht. Wire nun aber (z0)*' = (20)** = 2/, so hiefie dies doch (2')” € Zena
wegen 1.) und gleichzeitig auch (2')"" € Zenq wegen 2.). Dies ist aber ein Widerspruch, folglich
kann die Annahme (z0)"* = (zp)"“? nicht richtig gewesen sein. Da es 2™ paarweise verschiedene
Worter der Linge n in {a, b}* gibt, folgt die Existenz von ebenso vielen verschiedenen Zusténden

im Automaten B.

Auf die gleiche Weise kénnen wir nun auch Theorem 3.29 beweisen.

Beweis (zu Theorem 3.29): Sei K, := L(A4,) die vom NFA A, akzeptierte Sprache. Es ist leicht zu
sehen, dass neben dem leeren Wort A\ kein anderes Wort der Lange kleiner als n akzeptiert wird und

alle nicht leeren Worter w € K,, die Form w = uav mit v € {a,b}"~! besitzen.
O

Ein minimaler DFA besitzt keine dquivalenten Zustéinde. Daher reicht es aus, in einem gegebenen initi-
al zusammenhéingenden vollstéindigen deterministischen endlichen Automaten dquivalente Zustidnde zu
identifizieren, um einen dquivalenten und minimalen DFA mit einer neuen Zustandsmenge zu konstruie-
ren. Jeder Zustand in diesem neuen Automaten ist die Aquivalenzklasse der Zustinde gleicher Leistung
des alten Automaten.

Definition
Sei A= (Z,%,6, 20, Zenq) €in DFA, und fiir jeden Zustand z € Z seine Aquivalenzklasse [z] := {2’ | 2/ =
2} die Menge aller Zustinde mit gleicher Leistung (vgl. Def. 3.41). Der Aquivalenzautomat A’ zu A
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ist wie folgt erklirt: A" = (Z', X, ¢, (0], Z. ), wobei Z' :={[z2] | z € Z}, Z! ,:={[z] | 2 € Zena} und
8'([21] 4, ) = [22] 4 genau dann, wenn &(p, z) = q fiir irgendwelche Zusténde p € [z1] und q € [29] gilt.

Theorem
Der Aquivalenzautomat A’ zu einem initial zusammenhingenden vollstindigen DFA A ist minimal und

akzeptiert die gleiche Sprache.

Beweis: Aus Definition 3.41 folgt sofort, dass die Endzustandsmenge wohldefiniert ist, denn es impliziert
z = 2’ entweder z, 2’ € Zonq oder z,2" ¢ Zepg. Die neue Ubergangsfunktion 0’ ist wohldefiniert, weil aus
z = 2’ fiir jedes a € X stets (2)* = (2/)* folgt. Unter Riickgriff auf Definition 3.41 sieht man dies leicht:
1
2
3
4

=2 impliziert L(z)= L(2’) oder

N

(1)
(2) Yw e X*: (2)” € Zena  genau dann, wenn  (2')"” € Zgnq. Also auch

(3) Vae X,Vw € *: (2)® € Zona genau dann, wenn (2')* € Zpq und es folgt
4) (2)* = ()"

Es ist noch zu zeigen, dass A und A’ die gleiche Sprache akzeptieren:

Sei dazu w € ¥* und z1, 22, ..., 2z, die von A beim Lesen von w durchlaufene Zustandsfolge. Nach der
Definition von A’, speziell K’, durchlduft A’ die Zustandsfolge [z1], [22], ..., [2n]. A akzeptiert w, genau
dann, wenn z,, € Zepq ist. Der Aquivalenzklassenautomat akzeptiert w genau dann, wenn [z,] € Z!_,

ist. Entsprechend der Definition gilt aber z,, € Zgnq genau dann, wenn [z,,] € Z.  ist.
SchlieBlich muss gezeigt werden, dass der Aquivalenzautomat minimal ist:

Dies folgt aus Korollar 3.49, wenn wir zeigen, dass der Aquivalenzautomat hochstens ind(Ry) viele
Zusténde besitzt. Dies folgt nun aber schon, wenn im Aquivalenzautomaten zwei Worter w; und ws
mit w; Rpwsy stets zum gleichen Zustand [(z9)*'] = [(z0)*?] fiihren, oder formaler: Yw;,ws € ¥* :
(w1 Rpwa) — ((20)"" = (20)"2).

Yoe X ruwwv e L wyv €L

Yo € % : (20)"1Y € Zend < (20)“2" € Zend

Yo € X% : ((20)")" € Zena <« ((20)¥?)" € Zend a
(20)"" = (20)"

[(20)"*] = [(20)"]

Bei Kenntnis der Aquivalenklassen beziiglich = kann der Aquivalenzklassenautomat in einer Zeit pro-

w1 Rws

A

portional zum Produkt |Z|- | X | konstruiert werden. Schwieriger scheint die Bestimmung der Relation =
zu sein, denn gemé&f der Definition miissen immer alle Zusténde und die unendliche Menge aller Worter
in ¥* betrachtet werden.

Man kann den minimalen DFA zu jedem gegebenden DFA mit n Zusténden in ¢ - n - logn Schritten
konstruieren. Die hier dargestellte einfachere Methode (siehe z.B. [Wegener] oder [Hopcroft&Ullman)])
arbeitet mit etwas schlechteren d - n? Schritten. Die jeweiligen Konstanten ¢ und d hingen dabei stets
auch von der Grofle des verwendeten Eingabealphabets > ab. Man macht sich bei diesem Verfahren
zu Nutze, dass es leichter ist, die Nichtidquivalenz zweier Zustinde z und z’ zu bezeugen, denn dazu
bendtigt man nur ein sogenanntes z und 2z’ unterscheidendes Wort w € ¥* mit (2)* € Znq und
(2/)" & Zgna oder umgekehrt, mit (2)* ¢ Zeng und (2)* € Zena-
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3.53 Algorithmus (Bestimmung dquivalenter Zusténde eines vDFA)
Eingabe: A = (Z,%, K, 20, Zend) €in DFA mit Z = {z1,22,...,2n}.
Ausgabe: Markierung aller Zustandspaarmengen {z;, z;} mit z; # z; und i < j.
Ein gerichteter Graph G4 := (V, E) mit V := {v | v € 2Z und |v| = 2} wird als Datenstruktur verwendet.
Die Knoten in V sind also Paarmengen {z;, z;} von unterschiedlichen Zusténden und kdnnen gefarbt werden.
Zu Beginn ist kein Knoten von G4 gefarbt. Im weiteren Verlauf werden gerichtete Kanten entgegen der

Richtung der Kanten im DFA gezogen oder entfernt und ungefarbte Knoten weiB oder schwarz gefarbt. Die
geschwarzten Knoten geben dann jeweils Paare von indquivalenten Zustdnden an.

Initialisierung: Jeder Knoten {z;, z;}, fiir den entweder (z; € Zeng und z; ¢ Zenq) oder aber (2; ¢ Zeng und
2j € Zend) ist, wird schwarz gefarbt. D.h., das die Zustdnde z; und z; unterscheidende Wort ist .

Falls sich im weiteren Verlauf der Konstruktion irgendwann z; und z; als indquivalent erweisen, so kénnen
alle Knoten, die von dem geschwirzten Knoten {z;,2;} aus iiber noch zu definierende Kanten erreichbar

sind, ebenfalls als indquivalent betrachtet und daher auch schwarz gefarbt werden.

Farbekonstruktion: Solange noch ungefiarbte Knoten in dem Graphen existieren, tue man folgendes:

Schritt 1: Wahle einen ungefirbten Knoten {p, ¢} und farbe diesen weiB.

Schritt 2: Fiir jedes a € X, fiir das (p)® # (q)® ist, uberpriife, ob der Knoten {(p)?, (¢)*} schwarz
markiert ist.

wenn ja, so wird auch {p, ¢} schwarz markiert und alle von diesem Knoten iiber Kanten erreich-
baren noch nicht schwarzen Knoten ebenfalls. Danach werden alle Kanten, die im Knoten
{p, q} enden, entfernt.

wenn nein, so zeichne eine Kante {(p)%, (¢)*} — {p,q}.

Ergebnis: Wenn der Knoten {p, ¢} am Ende weiB ist, so gilt p = q.
Wenn der Knoten {p, ¢} am Ende schwarz ist, so gilt p # ¢

Beweis der Korrektheit von Algorithmus 3.53:

1. Zun#chst beweisen wir die Termination des Algorithmus:
Die ,,Solange“-Schleife terminiert, denn jeder Knoten wird hochstens einmal weifl und hochstens

einmal schwarz gefiarbt.
2. Zum Beweis der Korrektheit zeigen wir:
(i) Falls {p, q} schwarz ist, dann folgt p Z ¢, und

(ii) falls p # q ist, so ist der Knoten {p, ¢} am Ende schwarz gefirbt.

Es ist festzuhalten, dass aus der Indquivalenz zweier Zustéinde p #Z ¢ stets die Existenz eines p und ¢

unterscheidenden Wortes, eines sogenannten Zeugen (witness) w € 3* folgt.
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zu (i): Wir fithren eine Induktion iiber die Zahl d der Durchldufe der ,,Solange*“-Schleife (Schritte 1 und
2) durch.

Induktions-Basis: Fiir d = 0 zeigt die Initialisierung, dass {p, ¢} geschwiirzt ist, weil A das unter-
scheidende Wort ist.

Induktions-Annahme: Sei (i) richtig fiir alle in den ersten Schleifendurchléufen geschwérzten Kno-

ten.

Induktions-Schritt: Im néchsten Durchlauf der Schritte 1 und 2 wird {p, ¢} geschwérzt, falls einer
der folgenden Fille zutrifft:

direkte Farbung: 3z € ¥ : {(p)*, (¢)*} war schon schwarz, d.h., es gibt einen Zeugen w € ¥*,
der (p)* und (¢)* unterscheidet. Mithin unterscheidet das Wort zw die beiden Zustéinde
p und g und es gilt p # q.

indirekte Farbung: Ein anderer Knoten {s,t} wird direkt geschwirzt und der Knoten {p, ¢}
ist auf einem Pfad von {s,t} erreichbar, so dass daher {p, ¢} geschwérzt wird. Nach der
Definition des Ziehens neuer Kanten in Schritt 2 gibt es ein Wort v € ¥* mit s = (p)

und ¢t = (¢)”. Da nun aber {s,¢} nur dann geschwiirzt wurde, wenn es ein s und ¢

unterscheidendes Wort w gab, gilt fiir dieses w dann, dass genau einer der Zusténde (s)*

und (¢)* ein Endzustand ist. Folglich ist auch genau einer der Zustéinde ((p)¥)* und

((q)")™ ein Endzustand. Das p und ¢ unterscheidende Wort ist also vw.

Damit ist (i) durch Induktion gezeigt.

zu (ii): Fiir jedes p # ¢ gibt es ein kiirzestes Wort w, welches p und ¢ unterscheidet. Wir wihlen
Induktion iiber die Liange k dieser Worter.

Induktions-Basis: Gilt |w| = 0, so muss A das unterscheidende Wort sein. Da der endliche Automat
ein DFA war, kann nur genau einer der beiden Zustéinde ein Endzustand sein und in diesem
Fall wurde der Knoten {p, ¢} bei der Initialisierung geschwirzt. Einmal geschwérzte Knoten
werden aber auch nicht wieder anders gefarbt.

Induktionsannahme: Alle Knoten {s,t}, bei denen s und ¢ durch Wérter mit Léngen bis zu k
unterscheidbar waren, wurden irgendwann geschwérzt.

Induktionsschritt: Sei p # ¢ unterscheidbar mit dem kiirzestem Wort v = aw mit |v| = k + 1
und ¢ € X, w € ¥*. Dann unterscheidet w die Zustdnde (p)* und (¢)* und der Knoten
{(p)*, (¢)*} wird wegen der Induktionsannahme irgendwann geschwiirzt werden. Irgendwann
wird auch {p, ¢} unter den noch nicht gefirbten Knoten ausgewihlt. Wenn dann fiir irgend
ein z € ¥ (x = a ist dabei moglich) der Knoten {(p)®,(¢)*} schon schwarz ist, so wird
in direkter Fiarbung auch sogleich {p, q} geschwirzt. Falls jedoch {(p)*, (¢)*} noch fiir kein
x € ¥ schwarz ist, dann werden die Kanten {(p)?, (¢)*} — {p, q} fiir jedes = € 3 gezeichnet.
Da nach der Induktionsannahme irgendwann der Knoten {(p)?, (¢)*} geschwirzt wird, wird

zu diesem Zeitpunkt auch {p, ¢} in indirekter Farbung geschwérzt.

Damit ist die Korrektheit des Farbealgorithmus gezeigt. a
3.54 Theorem

Der Firbealgorithmus zum Auffinden Gquivalenter Zustinde arbeitet in ¢ - |S| - |Z|* Schritten, wobei ¢

eine Konstante ist.
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Beweisskizze: Jeder Knoten wird in Schritt 1 maximal einmal betrachtet. Jedesmal werden in Schritt
2 dazu |X| Knoten {(p)*, (¢)*} untersucht. Fiir jeden dieser Knoten kann {p, ¢} und alle von hier aus
erreichbaren Knoten, das sind maximal |Z| viele, besucht werden um diese zu schwirzen oder um Kanten
zu zichen. Insgesamt ergibt sich die Zahl von hochstens ¢ - |X| - |Z|* Besuchen von einzelnen Knoten.
Genauere Beweise finden sich in der Literatur. O

Auf Grund diese Ergebnisses ist der minimale DFA in hochstens quadratischer Zeit aus einem DFA

konstruierbar.

Bei besserer Programmierung kann jedoch ein Algorithmus formuliert werden, der das Finden #quiva-
lenter Zusténde sogar in nur ¢ - |Z] - log(|Z]) vielen Schritten ermoglicht. Wir wollen an dieser Stelle
noch nicht auf diese Methode des Dynamischen Programmierens eingehen. Dazu verweisen wir auf an-
dere Veranstaltungen, zum Beispiel auch auf die Vorlesung F3 (,,Berechenbarkeit und Komplexitit“) in
diesem Zyklus.

3.8 Das Pumping-Lemma

Die Frage, ob alle Mengen regulér sind, muss sofort verneint werden! Eine spezielle Menge, die Sprache

DUP hatten wir in Korollar 3.44 bereits kennengelernt und als nicht-regulér nachgewiesen.

Um von einer beliebig vorgegebenen Menge von Wortern nachzuweisen, dass es keinen endlichen Auto-
maten geben kann, der sie akzeptiert, gibt es jedoch noch weitere, einfacher anzuwendende Methoden.
Als wichtiges Hilfsmittel dient hier das sogenannte ,,uvw-Theorem* (pumping lemma).

Theorem (Pumping-Lemma der reguldren Sprachen, uvw-Theorem)
Zu jeder reguliren Menge R € Reg gibt es eine Zahl n € IN, so dass jedes Wort z € R mit |z| > n

zerlegt werden kann in die Form z = uvw mit:

(i) |uv] <n
(i) |v| > 1 und

(i) {u}{v}{w} C R

Beweis: Sei A = (Z,%, K, 20, Zena) ein DFA der R akzeptiert, d.h.: L(A) = R. Wihle n := |Z|. Sei
nun z = &2 ...Ty, € R, mit m > n und z; € X, ein beliebiges Wort der Sprache. Dann sind doch die
m + 1 Zustéinde zg, (20)**, (20)*2%2, ..., (20)"**2*m alle von zo aus erreichbar und werden auf diesem
Erfolgspfad fiir die Akzeptierung von z besucht. Da aber nur maximal n < m viele davon verschieden
sein konnen, muss nach dem Schubfachprinzip (vergl. 2.19) spétestens mit dem (n + 1)-ten, ein Zustand

in dieser Folge zweimal vorgekommen sein.

Sei also fiir 0 < i < j < n gerade (zg)*1%2% = (z9)*1*2% dann finden wir mit v := z122...2;, v =
Tit1Zit2 ... T und W = Tj41%j42 ... Ty gerade die verlangte Zerlegung von z, die (i) und (ii) erfiillt.
Dass auch (iii) gilt, sieht man leicht ein, denn mit 2’ := (2)* gilt doch 2’ = (2') = (2/)? = (2)?"* = . ...

Also werden alle Worter der Form u - v* - w, fiir jedes i > 0, von A ebenfalls akzeptiert. O
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Da jede regulidre Menge auch von einem minimalen DFA akzeptiert wird, kann fiir die Zahl n im uvw-
Theorem die Anzahl der Zustdnde des minimalen Automaten, der R € Reg akzeptiert, angenommen

werden.

Obwohl die Folgerung des wvw-Theorems (d.h. die Aufteilbarkeit der ,langen*“ Worter mit
den angegebenen Eigenschaften) fiir alle reguliren Mengen gilt, gibt es auch nicht-reguliire
Mengen, fiir die diese Aussagen gelten. Daher kann mit Hilfe des uvw-Theorems nicht bewiesen

werden, dass eine Menge tatsdchlich regulér ist, sondern nur umgekehrt, dass sie nicht regulér

sein kann!

Beispiel (Anwendung des uvw-Theorems)

Wir wollen mit Hilfe des uvw-Theorems zeigen, dass die Sprache DUP := {a™b™ | n € IN} nicht regular
ist: Ware DUP reguldr, so gibe es eine Zahl k € IN, fiir die die Eigenschaften des Pumping-Lemmas
zutrifen (genauer: fiir die die Konklusion des Pumping Lemmas zutrife). Sei also z := a*b* € DUP eines
der Worter mit |z| > k. Jede Zerlegung von z als z = wvw mit |uv| < k bedeutet v = a™ fiir ein m € IN
mit 1 < m < k. Damit miiBte aber auch das Wort a*~™b* ein Element der Sprache DUP sein, was nicht
stimmt. Da alle Schritte korrekt aus der Annahme abgeleitet wurden, und dann ein Widerspruch entstand,
kann nur die Annahme falsch gewesen sein. Damit ist DUP ¢ Reg mit einer weiteren Methode nachgewiesen.

Die im uvw-Theorem gefolgerten Eigenschaften treffen zum Beispiel auf die Sprache L := {c*a'b™ |
k,l,m € IN : k = 0 oder I = m} zu. Der Versuch, mit dem uvw-Theorem zu beweisen, dass L nicht
regulér ist muss deshalb fehlschlagen. Wenn nédmlich z € L den Buchstaben ,c“ nicht enthélt, so gilt

dies auch fiir alle Worter uvw, ganz gleich welche Zerlegung gewé#hlt wurde.

Enthilt das Wort z das Symbol ,c“, so wéihlen wir eine Zerlegung mit v = A\, v = ¢ und w als
geeignetem Suffix. Alle Worter der Form uv‘w sind dann wieder Elemente der Menge L. Also kommt
kein Widerspruch zu der Annahme L sei regulidr zustande, obwohl L eben nicht regulér ist, wie wir

spéter auf Seite 89 zeigen werden.

Alle bisher definierten Klassen von Sprachen waren in Sinne von Definition 3.5 Sprachfamilien. Ope-
rationen, die man auf Sprachen anwendet, wie z.B. den mengentheoretischen Durchschnitt kann man
zwar auch auf die Sprachfamilien anwenden, da diese ja selbst Mengen sind, jedoch ist dies im allgemei-
nen nicht das Ziel. Offensichtlich ergeben sich dabei wenig neue Gesichtspunkte: Rat N Reg = Rat ist

bekannt, denn jede rationale Menge ist auch eine regulédre Menge.

3.9 Operatoren auf Sprachfamilien

Was wir eigentlich betrachten wollen, ist hier eher der Durchschnitt der Sprachen aus den beiden Famili-
en. Man bezeichnet in der AFL-Theorie (theory of abstract formal languages) dann auch korrekterweise
diese Operationen auf den Sprachen als Operatoren auf den Sprachfamilien, um so den Unterschied
deutlich zu machen. Man einigte sich auf folgende Notation:

Definition

Fiir Sprachfamilien £, und Lo sei

L1V Ly = {L|E|L1€£1,3L2€£23L:L1UL2}
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3 Endliche Automaten und regulédre Mengen

LINLy = {L|E|L1€£1,3L2€£22L:L1QL2}
Ly = {L*|LeL}
Obschon damals noch nicht so notiert, zeigten wir Reg V Reg = Reg in Theorem 3.31 und offensichtlich
gilt nach Theorem 3.33 auch Reg™ := {L* | L € Reg} = Reg, wobei wir den Operator * genauso bezeich-
nen kénnen wie den Stern-Abschluss (Kleene’sche-Hiille) einer formalen Sprache. Letzteres Vorgehen

nennt man auch kanonische Erweiterung einer Operation.

Neben diesen offensichtlichen Eigenschaften regulérer Mengen sind jedoch auch besonders die mengen-
theoretische Komplementbildung (bzw. der Differenzbildung) und der Durchschnitt bedeutsam.

3.58 Theorem
Mit L € Akz(X) ist auch L := ¥* \ L € Akz(X).
Beweis: Sei A := (Z,%,0, 20, Zena) €in vollsténdiger DFA mit L = L(A). Den vDFA G5 mit L(OZ) =
L erhiilt man sofort als CZ = (Z,%,0,20,Z \ Zena)- Da A vollstiindig war, ist nun jede der nicht
akzeptierenden Rechnungen von A eine Erfolgsrechnung in CZ und jede Erfolgsrechnung von A ist in

CZ nicht mehr akzeptierend. m]

Da nach den Gesetzen von de Morgan AN B = AUB gilt, wissen wir nach dem Vorangegangenen
(siehe: Theorem 3.31) auch, dass der Durchschnitt zweier regulidrer Mengen wieder regulér sein muss.
Die Hintereinanderausfithrung der bisher kennengelernten Umformungen der endlichen Automaten wére
allerdings zur Konstruktion eines Automaten Canp mit L(Canp) = L(A) N L(B) sehr zeitaufwendig

und unbefriedigend. Wir wollen daher die wichtige Konstruktion des Produktautomaten vorstellen.

3.59 Theorem
Mit Ly € Akz(%1) und Loy € Akz(X2) ist auch Ly N Ly € Akz(X1 N Xa).

Beweis (Konstruktion eines vDFA fiir L; N Ly): Seien A := (Z1,%1,01,21,0, Z1,end) und B :=
(ZQ, 22, (527 2270, Z2,end) VDFA’S mlt L1 = L(A) und L2 = L(B) Der VDFA CAHB = (Zg, 23, (53, 23,0, ZS,end)
mit L(Canp) = L1 N Ly wird Produktautomat genannt, weil dessen Zustandsmenge das kartesische

Produkt der Zustandsmengen Z; und Zs ist. Seine Bestandteile sind folgendermaflen spezifiziert:

Ty = 71X Zo,
Sy = ¥, N,
03((21,22),2) = (61(21,2),d2(22,2)) fiir alle Zusténde(z1, 22) € Zs,
23,0 = (21,0, 22,0)7
Z3end = Ziend X Z2end-

Es ist offensichtlich, dass zu jeder Erfolgsrechnung fiir ein Wort w € Ly N Ly Erfolgsrechnungen in A und
in B existieren, fiir die in der ersten und in der zweiten Komponente die entsprechende Erfolgsrechnung
in Cayp existiert. Umgekehrt, entspricht einer Erfolgsrechnung in Cyup, die im Zustand (21, z2) mit

21 € Z1,end Und 29 € Z3 cng endet, sowohl eine Erfolgsrechnung in A als auch eine ebensolche in B. O

3.60 Definition
Eine Sprachfamilie £ ist abgeschlossen unter einem Operatior o : 2% x 2X — 2% genau dann,
wenn o(L1, Lo) € L, fiir alle Ly, Ly € L gilt.
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3.61

3.62

3.63

3.64

3.9 Operatoren auf Sprachfamilien

Wir nennen in diesem Fall den Operator o einen AbschluBoperator der Familie £ und sagen, dass die

Familie £ gegeniiber o abgeschlossen ist.

Wir hatten bisher gesehen, dass die Familie Reg der reguldren Mengen abgeschlossen ist gegeniiber den
Operatoren: Vereinigung (V), (Komplex-)Produkt, Sternbildung, Komplement, Mengendifferenz und
Durchschnitt (A). Das Wechseln des Alphabets durch Austausch einzelner Symbole ist offensichtlich
auch keine Schwierigkeit. Man ersetze die entsprechenden Symbole in dem die Menge beschreibenden
rationalen Ausdruck. Diese Idee wird nun mehrfach verallgemeinert, indem fiir einzelne Symbole nun

ganze Sprachen substituiert werden:

Definition

Eine Substitution ist ein Homomorphismus s : ¥* — 2", wobei ¥ und I' Alphabete sind und s
folgende Eigenschaften besitzt:

1. Fiir jedes a € ¥ ist s(a) C I'* definiert.
2. s(A):={A}
3. Yu,v € X*: s(uv) = s(u) - s(v)

Ist s(a) regulér (bzw. endlich) fiir jedes a € ¥, dann heifit s eine regulédre bzw. eine endliche Substi-

tution.

Fiir eine Sprache L C ¥* werde s kanonisch (in natiirlicher Weise) erweitert durch:

Beispiel
Fiir s : {0,1}* — 2{@8}" mit 5(0) := {a}, s(1) := {b}* ergibt sich s(0*(0+1)1*) = a*(a+b*)(b*)* = a*b*,
wobei wir die Mengen durch nur leicht vereinfachte, rationale Ausdriicke beschrieben haben.

Theorem

Die Familie der reguldren Mengen ist gegeniiber requliren Substitutionen abgeschlossen.

Beweis: Jede reguldre Menge R wird durch einen rationalen Ausdruck dargestellt. Ersetzt man nun
jedes Symbol @ in diesem Ausdruck durch den rationalen Ausdruck der s(a) beschreibt, so ergibt sich

ein rationaler Ausdruck fiir s(R). ]

Substitutionen ersetzen einzelne Symbole durch Wortmengen, also in der Regel sogar durch unendlich
viele Worter, unter denen auch das leere Wort A vorkommen darf. Die Umkehrung, ndmlich langere
(Teil-)Worter in einer Zeichenkette auf einzelne Symbole zu verkiirzen, scheint zunéichst nicht so leicht
moglich. Mathematisch wird dies durch die Umkehrung eines Homomorphismus, also der Anwendung

eines inversen Homomorphismus geleistet.

Definition
Seien ¥ und I' endliche Alphabete sowie h : ¥* — I'* ein Homomorphismus. Die zu h inverse Relation,
genannt inverser Homorphismus, kann auch als totale Funktion h=' : T* — 2", Hierbei definiert

h=1! fiir jedes w € T'* die Menge aller méglichen Urbilder von w durch:

hHw) :={v e X" | 3w e T*: h(v) = w}.
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3.65

3.66

3.67

3 Endliche Automaten und regulédre Mengen

Diese Menge kann daher auch leer sein. Wie auch bei Homomorphismen und Substitutionen wird der

inverse Homomorphismus kanonisch auf formale Sprachen erweitert:

L) = | h (w)

weL

Beispiel (inverse Homomorphismen)
Wir definieren zwei Homomorphismen und betrachten die Anwendung jeweils des inversen Homomorphismus
auf (a) einzelne Worter und (b) auf Sprachen. In (b) wird die kanonische Erweiterung in der iiblichen Form

verwendet.
(a) Sei h:{a,b,c}* — {x,y}* definiert durch

a — YT,
b — ay,

c — yr.
Dann ist A~ (zy) = {b}, h~(zz) = 0 und h~*(zyzyx) = {ac, ba}.

(b) Sei f: {a,b,c}* — {x,y}* definiert durch

b —
c — A\
Dannist b= ({A}) = {c}*, A= ({y}) = {e}*{b}{c}" und A" ({2, y}*) = {a, b, c}".
Theorem

Sei L € Akz(T) und h : ¥* — I'* ein Homomorphismus, dann ist h=1(L) € Akz(X).

Beweis: Sei L = L(A) fiir einen vDFA A = (Z,T, 41, 20, Zend). Wir konstruieren einen DFA B =
(Z,%, 02, 20, Zend), der bei Eingabe eines Symbols = aus ¥ den vDFA A auf der Eingabe h(z) simuliert.
Dazu wird 0, definiert durch: ¥(z,2) € Zx ¥ : 62(z,2) := (2)"®), wobei in B der mit h(z) in A erreichte
Zustand (2)"*®) eingenommen wird. Wenn also in A ein Wort v € (h(X))* akzeptiert wird, so wird jedes
uw € ¥* mit h(u) € (h(X))* auch von B akzeptiert. Die Umkehrung ist ebenso einfach. O

Wir hatten in Kapitel 2 (Def. 2.48) die Operation der Spiegelwortbildung w*" kennengelernt, um z.B.
Palindrome definieren zu kénnen und um den Zusammenhang zwischen rekursiven Definitionen und
induktiven Beweisen zu illustrieren. Wir werden sehen, dass die Familie Reg auch gegeniiber der Spie-

gelwortabbildung abgeschlossen ist:

Theorem
Fiir jede requlire Menge L € Reg gilt L'V € Reg,

Beweis: Sei L = L(A) fiir einen vDFA A = (Z,%,6, 20, Zena). Wir konstruieren den buchstabierenden
NFA Ayev = (Z,%, K, Zond, Zstart) mit K := {(¢,z,p) | 6(p,x) = ¢q}. Es ist offensichtlich, dass jeder
Erfolgspfad in A,y einem riickwirts von einem End- zu einem Startzustand in A gegangener Erfolgspfad

entspricht. a
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3.68

3.69

3.70

3.9 Operatoren auf Sprachfamilien

Die in den Theoremen 3.63, 3.66 und 3.67 behandelten Opearationen stellen also der Familie Reg weitere

Abschlusseigenschaften zur Verfiigung!

Eine oftmals sehr einfache Methode, von gewissen Mengen zu zeigen, dass sie nicht regulér sind, geht

nach folgendem Schema vor:

Zunéchst wird angenommen, dass die fragliche Menge regulir sei. Dann benutzt man Eigenschaften

reguldrer Mengen, um durch Transformationen mit Abschluss-Operatoren solche Sprachen zu erhalten,

von denen man schon weif}, oder fiir die man vielleicht leichter zeigen kann, dass diese nicht regulér sind.

Sind sie dieses nicht, so kann die Ausgangsmenge auch nicht regulér sein, denn wire sie es, so doch auch

alle Mengen, die aus dieser mit den Abschlufleigenschaften erzeugt wurden.

Beispiel

(a) Wir zeigen, dass die Menge C := {w € {a,b}* | |w|, = |w|,} nicht regular ist, wie folgt: Setze

D = Cn{a}*{b}*. Mit C € Reg wiére auch D € Reg, es ist aber D = DUP = {a™b" | n € IN}
bekanntlich nicht regular.

(b) Wir sahen, dass das wvw-Theorem nicht direkt benutzbar war, um zu beweisen, dass die Sprache
L = {cka'b™ | k,l;m € IN : k = 0 oder | = m} nicht regulir ist. Wir definieren nun die Menge
E = LN {cHa}*{b}* die wegen Satz 3.59 reguldr ware, wenn L dies ist. Wenn wir nun auf E den
Homomorphismus h : {a, b, c}* — {a,b}* anwenden, der das einzige ,,¢" 16scht und auf den anderen
Symbolen die Identitat bleibt, so gilt doch h(E) = DUP ¢ Reg und folglich auch L ¢ Reg!

Neben den bisher kennengelernten werden wir nun noch eine weitere Abschlueigenschaft der Sprachfa-

milie der reguldren Mengen vorstellen.

Definition
Fiir Mengen K, L C ¥* ist der Rechtsquotient K/L := {u € X* | Jv € L : wv € K} erklirt.

Theorem

1. Sind Ly und Lo regulire Mengen, so ist auch L1/Lo eine regulire Menge.

2. FEin DFA der diese Menge akzeptiert kann effektiv aus den tiblichen Spezifikationen fiir die requliren

Mengen Ly und Lo konstruiert werden.

Beweis: Sei A = (Z,%,6, 20, Zenda) ein DFA der Ly akzeptiert. In diesem #ndern wir nun nur noch die
Menge der Endzusténde zu Z 4 := {2z € Z | Jv € Ly : (2)” € Zena}. Diese neue Menge ldsst sich aber
effektiv ausrechnen, denn fiir jeden Zustand z € Z ist die Leistung L(z) reguldr und mit ihr auch die
Menge L(z) N Ly. Ob dieser Durchschnitt nun aber ein Element enthélt oder nicht, ldsst sich mit dem

spéter genannten Theorem 3.74 entscheiden. O

Es sollte hier bemerkt werden, dass 1. in Theorem 3.70 auch noch richtig ist, wenn die Sprache L; regulér
ist, jedoch Ly eine beliebige Menge von Wortern ist. Diese braucht dann also nicht mehr regulér zu sein!
Der definierte endliche Automat ist immer noch funktionsféhig und leistet das Gewtiinschte. Es ist jedoch
denkbar, dass diesen Automaten niemand wirklich hinschreiben kann, weil die Frage L(z)N Ly # @ nicht
fiir jede Sprache Lo effektiv l6sbar ist. Wir werden in spéteren Veranstaltungen des Studiums, wie
unter anderem in der Vorlesung F3 (,,Berechenbarkeit und Komplexitiit*), solche Mengen noch explizit

kennenlernen.
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3.71

3.72

3 Endliche Automaten und regulédre Mengen

3.10 Entscheidungsprobleme

Nach der Konstruktion von endlichen Automaten und dem Umgang mit diesen stellen sich viele Pro-
bleme als wichtig heraus. Zum Beispiel kann es nétig sein, zu erfahren, ob ein vorgegebenes Wort von
diesem akzeptiert wird. Diese Frage muss zum Beispiel in einer ersten Phase der Syntaxanalyse impera-
tiver (auch: zustandsorientierter) Programme, der lexiklaischen Analyse vom sogennannten ,scanner

entschieden werden.

Fiir die Untersuchung in der theoretischen Informatik ist es praktisch, Probleme und Problem-Klassen

stets in der gleichen Weise zu notieren. Wir werden diese hier im Folgenden vorstellen:
Definition ({ Name oder Bezeichnung des Problems ))

Eingabe: ( Auflistung der verwendbaren Daten )
Frage: ( Zu gewinnende neue Information )

Die Frage nach einem Entscheidungsverfahren fiir eine reguléire Menge R, also nach einem Algorithmus,
der zu jedem vorgegebenem Wort verkiindet, ob dieses in der Menge R enthalten ist oder nicht, wird
als das (spezielle) Wortproblem der Menge R bezeichnet. Die Spezifikation der Menge R kénnen
wir uns beliebig denken, z.B. durch einen NFA oder einen rationalen Ausdruck, denn darauf kommt es
nicht an. Es muss nur ein Algorithmus existieren, der das gewiinschte leistet, konstruieren brauchen wir
diesen aus der gegebenen Sprachspezifikation von R nicht! In der verabredeten Schreibweise wird das

(spezielle) Wortproblem also wie folgt spezifiziert:

Definition (Wortproblem fiir eine reguldre Menge L)
Eingabe: Ein Wort w € ¥*
Frage: Gilt w e L?

Als Algorithmus wéhlen wir einfach den DFA der R akzeptiert. Der zeitliche Aufwand zur Losung dieses
Problems ist damit nicht wesentlich gréfer als die Zeit, jedes einzelne Symbol des Wortes w zu lesen und
in der Ubergangstafel des DFA nachzusehen. Der Aufwand ist also linear in der Linge des Wortes w,
wenn davon ausgegangen wird, dass jeder einzelne Schritt eines Zustandsiibergangs konstant viel Zeit

benstigt.

Auch wenn diese Art der Problemstellung in solch einem einfachen Fall etwas kiinstlich erscheint, hat sie
doch in spéteren Fillen unbestreitbare Vorteile. Zum Beispiel dann, wenn wir ein Verfahren suchen, das
nicht nur fiir diesen einen Automaten das Wortproblem entscheidet, sondern sogar fiir jeden beliebigen
vorgelegten Automaten anwendbar ist. Diese Frage wird als das allgemeine Wortproblem bezeichnet

und ist formulierbar als:

Definition (Allgemeines Wortproblem fiir \-freie NFA'’s)
Eingabe: Ein NFA A = (Z,%, K, 20, Zend) und ein Wort w € ¥*
Frage: Gilt w € L(A)?

Das allgemeine Wortproblem fiir NFA’s liefe sich natiirlich dadurch 16sen, dass zuerst der NFA in einen

dquivalenten DFA umgewandelt wird, und danach in diesem nachgesehen wird, ob der Pfad bei Eingabe

von w in einen Endzustand fiihrt. Das ist wegen der moglichen Grofie des DFA nicht zu empfehlen.
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3.73

3.74

3.75

3.10 Entscheidungsprobleme

In vielen Féllen hilft es, wenn die Konstruktion des Potenzautomaten nur insoweit durchgefiithrt wird,

wie es die moglichen Pfade in dem A-freien NFA entlang des Wortes w := wjwaws . . . w,, erfordern.

Aber auch das sieht zundchst noch recht unangenehm aus, verlangt das Verfahren doch, dass von der
Menge M; :={q € Z | 3p € Zstart : D % q, fir v = wyws ... w;} aller in ¢ Schritten aus der Menge
Zstart erreichbaren Zustinde, im néichsten Schritt die folgende Menge M;y1 := {q¢ € Z | Ip € M, :
P Lﬁi q} konstruiert werden muss. Das benétigt in der Regel jedesmal |M;| - | X| viele Schritte, also

in der Summe im schlechtesten denkbaren Fall, wenn n&mlich in jedem Schritt eine neue Teilmenge
von Z erzeugt wird, hochstens |Z|". Man betrachte die Automaten der Theoreme 3.29 und 3.50 und
entsprechend gewéhlte Worter.

Letztlich konnen diese Mengen jedoch nie mehr als | Z| Elemente enthalten, so dass sich diese bei Wortern
mit |w| > |Z| nicht mehr vergréfern und jeder Ubergang héchsten | Z|* Schritte zum Nachsehen in der
Ubergangstabelle benétigt.

Definition (Leerheitsproblem (emptiness problem) fiir endliche Automaten)
Eingabe: Ein DFA oder ein NFA A
Frage: Ist L(A) =07

Theorem

Das Leerheitsproblem fiir endliche Automaten kann in linearer Zeit entschieden werden.

Beweis: Gegeben sei ein NFA A = (Z,%, K, Zstart, Zend)- L(A) = 0 genau dann, wenn es in dem
Zustandsgraphen von A von keinem der Anfangszustdnde einen Pfad zu einem Endzustand gibt. Das
kann mit Tiefensuche (depth-first) und Zuriicksetzen (backtracking) leicht getestet werden.

Algorithmus
Im Verlauf des Verfahrens werden Zustande ROT gefarbt. Zu Beginn ist noch kein Zustand gefarbt.

0. Man beginne bei einem der Startzustande zy und markiere diesen ROT.

1. Sei z; der aktuelle ROT gefirbte Zustand und {211,...,21.1} die Menge der Folgezustinde von z;.
(Beachte k < |Z]).

2. Gibt es unter den Folgezustinden des aktuellen Zustands z; einen Endzustand, so gilt L(A4) # 0
und der Algorithmus stoppt. Andernfalls wahle man einen ungefarbten Folgezustand z; ; von z; zum
aktuellen Zustand (das ist der Schritt der Tiefensuche) und farbt diesen ROT. Gehe zu 1.

Gibt es keinen ungefirbten Folgezustand von z1, so gehe man zu dem Vorganger von z; (das ist das
Zuriicksetzen) von dem man diesen Zustand auf dem Hinweg erreicht hatte (dieser ist schon auf dem
Hinweg ROT gefarbt worden) und gehe zu 1.

Jede Kante des Zustandsgraphen wird auf diese Weise hochstens zweimal durchlaufen und dabei ein
Baum aller vom Ausgangszustand erreichbaren Zustdnde aufgebaut. Wird das Verfahren fiir alle Start-
zustdnde durchgefiihrt, sind alle Zustdnde ROT gefarbt und die Antwort erhalten. Der Gesamtaufwand
wird durch die Anzahl der existierenden Kanten linear begrenzt und die Grofle des endlichen Automaten

ist ebenfalls linear in der Anzahl der Kanten. O

Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist gegeben durch:

91



3.76

3.77

3.78

3.79

3 Endliche Automaten und regulédre Mengen

Definition (Aquivalenzproblem fiir DFAs)
Eingabe: Zwel DFAs A = (ZA, ZA, 6A7 ZA,0, ZA,end) und B = (ZB, ZB, 63, Z2B,0, ZB,end)
Frage: Gilt L(A) = L(B)?

Theorem
Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Zeit |Sa N Y| - |Za| - |Zp| entscheidbar.

Beweis: Fiir L; := L(A) und Lo := L(B) gilt doch L; = Ly genau dann, wenn sowohl L; N Ly = () als
auch Lo N Ly = ) ist. Ein vervollstéindigter DFA kann sofort in einen DFA umgewandelt werden, der
das Komplement des ersten akzeptiert. Dazu miissen nur alle ehemaligen Endzustdnde zu gewohnlichen
Zustinden modifiziert und umgekehrt alle Zustédnde, die keine Endzustéinde waren, nun in Endzustdnde
gewandelt werden. Dies geschieht mit linearem Aufwand. Den Durchschnittsautomaten Canp := (Z4 X
Zp,Yc =2aN%ER,dc,(24,0,2B,0), ZC.end) hatten wir schon im Beweis zu Theorem 3.59 kennengelernt.
Seine Konstruktion verlangt die Bestimmung aller Eintriige der Ubergangsfunktion d¢ mit [S¢| - | Za| -

|Zg| vielen Argumenten in entsprechend vielen Schritten. O

Definition (Universalitdtsproblem fiir DFA’s)
Eingabe: Ein DFA A = (Z,%,0, 20, Zend)
Frage: Ist L(A) =X*7?

Theorem
Das Universalititsproblem fiir deterministische endliche Automaten ist in linearer Zeit entscheidbar.

Beweis: Gegeben sei ein DFA A = (Z,%,0, 20, Zend). Es gilt L(A) = ¥* genau dann, wenn es in
dem Zustandsgraphen von A von dem Anfangszustand keinen Pfad zu einem Zustand gibt, der nicht
Endzustand ist und wenn aulerdem fiir jeden Zustand und jedes Eingabesymbol ein Nachfolgezustand
definiert ist. Das kann leicht festgestellt werden, denn dann muss jeder Zustand ein Endzustand sein

und jeden Zustand miissen || Kanten verlassen! O
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4 Kontextfreie Sprachen und
Chomsky-Typ-2-Grammatiken

J.W. Backus fithrte 1959 eine Notation ein, die er zusammen mit P. Naur 1961 benutzte, um die Syntax
der Programmiersprache ALGOL 60 zu formulieren. Schon 1955 hatte der Linguist Noam Chomsky die
sogenannten semi-Thue-Systeme, die Axel Thue 1914 als allgemeine Ersetzungssysteme fiir Zeichenket-
ten definiert hatte, abgewandelt, um damit Grammatiken fiir natiirliche Sprachen zu definieren. Seine
kontextfreie Grammatik ist die Grundlage der Backus/Naur-Notation, die wir hier als Beispiel bei der
Definition eines Listentyps anwenden. Kontextfreie Grammatiken erlauben eine prézise Spezifikation der
zulissigen syntaktischen Konstrukte und geben zugleich eine Moglichkeit fiir eine strukturelle Analyse
der generierten Séitze oder Worter. Damit sind natiirliche Interpretationen oder sogar eingeschriankte Se-
mantikzuordnungen moglich. Dass diese fiir die Analyse natiirlicher Sprache nicht ausreichen, bedeutet
keinen groflen Nachteil, denn fiir regelbasierte Syntaxdefinitionen, wie die der meisten Programmier-

sprachen, sind diese Grammatiken ein niitzliches Spezifikationsmittel.

Beispiel
(type list) ::= (simple variable )|(simple variable ), (type list)

simple variable) ::= (variable identifier )

variable identifier) ::= (identifier )

digit) ::= 0|1|2|3|4/5/6|7|8]9

{

(

(identifier ) ::= (letter )|(identifier ) (letter )| (identifier ) (digit )

(

(letter) ::= A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M|N|O|P|QIR|S|T\U\V|W|X|Y|Z

Hierbei bedeutet die Schreibweise , (Name )" eine metalinguistische Variable mit der Bezeichnung Name.
Das Zeichen ,::=" wird gelesen als ,soll sein” oder , wird erkldrt durch”. Der senkrechte Strich , |* wird
als Zeichen fir die Alternative verwendet, wihrend alles andere fiir sich selbst steht. Leichter zu lesen sind
in der Regel die Syntaxdiagramme, die wir ohne Rekursion schon in Kapitel 3 gesehen haben. In Biichern
zur Definition und Verwendung von Programmiersprachen, wie z.B. PASCAL oder MODULA, begegnen uns
Syntaxdiagramme wie die aus Abbildung 4.1. Beim Lesen der Beschriftungen auf den Pfaden vom Anfang
eines Syntaxdiagramms zum Ausgang muss der Inhalt eines jeden Kreises oder ovalen Feldes notiert werden,
wahrend die rechteckigen Kistchen bedeuten, dass an diesen Stellen an den Anfang des in dem Rechteck mit
Namen bezeichneten Syntaxdiagramms gesprungen werden muss. Dieses wird dann solange interpretiert, bis
der Ausgang erreicht wird, um dann an der Aussprungstelle des , aufrufenden” Diagramms fortzufahren. Auf
diese Weise konnen Mengen von Woartern spezifiziert werden, die, wie wir sehen werden, nicht mehr regular

sind.
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4 Kontextfreie Sprachen und Chomsky-Typ-2-Grammatiken

block:

; statement
4><beg1n>—> sequence —’C end >—>

statement
sequence:

4l—> statement L»

statement:

' P!

repeat
block statement

! !

Abbildung 4.1: Drei Syntaxdiagramme

4.1 Grammatiken

In der theoretischen Informatik hat sich anstelle der Backus/Naur-Notation eine kiirzere und vielleicht
einfacher lesbare Notation eingebiirgert. Bevor wir eine formale Definition fiir kontextfreie Grammatiken
geben, wollen wir jedoch zunéchst den allgemeineren Begriff einer Grammatik definieren, um dann die
kontextfreien Grammatiken als einen Spezialfall zu betrachten.

Definition (Grammatik)
FEine Grammatik wird beschrieben durch ein Quadrupel G = (Vy, Vr, P, S) mit:

Vn ist ein endliches Alphabet von Nonterminalen (auch: metalinguistischen Variablen, Hilfszei-
chen oder syntaktischen Kategorien).

Vr ist ein mit Viy disjunktes endliches Alphabet von Terminalen (auch: Terminalsymbolen). Es
muss also Vi N Vy = 0 gelten. Das Gesamtalphabet wird mit V := Vp W Vi bezeichnet.

P CV*\ V} x V* ist eine endliche Menge von Produktionen (oder: Regeln).

S € Vi ist das Startsymbol.

Eine Regel (u,v) € P wird iiblicherweise als u — v notiert. Es ist zu beachten, dass nur eine ein-
zige Bedingung an die Form einer Regel in einer allgemeinen Grammatik gestelt wird, néamlich die
Bedingung, dass das zu ersetzende Teilwort mindestens ein Nonterminalsymbol enthélt! Es konnen also
mittels der Regeln einer allgemeinen Grammatik ganze Teilworter durch andere Teilworter ersetzt wer-

den. Der Spezialfall der kontextfreien Grammatik, dem fiir die Spezifikation und Analyse der Syntax
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4.3

4.4

4.1 Grammatiken

von Programmiersprachen eine besondere Bedeutung zukommt, sieht hingegen nur vor, dass einzelne

Nonterminale durch Worter ersetzt werden konnen.

Im Unterschied zur kontextfreien Grammatik kann bei der allgemeinen Grammatik die Ersetzung eines
Nonterminals also von den benachbarten Symbolen abhéngen. Der Kontext, in dem die Ersetzung statt-

findet ist also entscheidend! Aus diesem Grund erhielten die kontextfreien Grammatiken ihren Namen.

Definition (kontextfreie Grammatik)
Fine kontextfreie Grammatik (CFG, context-free grammar) ist eine Grammatik G := (Vy, Vr, P, S),

fiir die einschréankend gilt:
P C Vy x V* ist eine endliche Menge von Produktionen (oder: Regeln).

Eine kontextfreie Regel (A, w) € P wird iiblicherweise als A — w notiert. Wir bezeichnen A — X als
A-Produktion.

Gilt P C Vy x VT, 50 besitzt G keine A-Produktionen und heifit \-frei.

Wir bendtigen nun noch eine Ableitungsrelation zwischen Wortern, um die Erzeugung von (abgelei-
teten) Wortern aus dem Startsymbol beschreiben zu konnen. Diese Ableitungsrelation wird — analog
zu der erweiterten Zustandsiiberfithrungsfunktion bei DFAs bzw. der Ubergangsrelation bei NFAs — als

eine Erweiterung der Produktionen definiert.
Definition (Ableitungsrelation)
Die einschrittige Ableitung eines Wortes v aus einem Wort u mittels der Produktionen der Gram-

matik G wird notiert als u = v Dabei ist die Relation = C V* x V* fiir alle u,v € V* definiert
durch:
u :G> v

genau dann, wenn

Jup,ue € V¥ i Jw, € VVNVT i Jw — wyr € P u = ujwius A v = uiw,us

Als Ableitungsrelation wird die reflexive, transitive Hiille der Relation = bezeichnet, die als

:2,> C V* x V* geschrieben wird.

Aus der vorangegangenen Definition ist leicht ersichtlich, dass ein Teilwort in einem Wort u, welches als
linke Seite einer Produktion vorkommt, durch die rechte Seite dieser Produktion ersetzt werden kann.

Fiir kontextfreie Grammatiken vereinfacht sich die Definition der einschrittigen Ableitungsrelation aus
Definition 4.4 folgendermafien:

U = v
G
genau dann, wenn

Jur,us € V*:3A € Vy :dA — w € P: u=uiAus ANv = ujwus
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4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4 Kontextfreie Sprachen und Chomsky-Typ-2-Grammatiken

Es ist zu beachten, dass fiir jedes Wort w € V*, selbst wenn keine Produktion anwendbar ist, wegen der
Reflexivitdt der Ableitungsrelation stets w == w gilt. Eine Zeichenkette u € V*, mit S :g> u nennt

man Satzform, aber letztendlich interessant sind nur die Satzformen {iber dem Terminalalphabet. Wir
definieren daher die von einer (kontextfreien) Grammatik erzeugte Sprache als die Menge aller aus dem

Startsymbol erzeugbaren Terminalworter:

Definition (erzeugte Sprache)
Sei G = (Vn,Vr, P, S) eine Grammatik. L(G) := {w € V} | S = w} ist die von G generierte oder

erzeugte Sprache.

Die Aquivalenz zweier endlicher Automaten hatten wir im vorangegangenen Kapitel iiber die Gleichheit
der akzeptierten Sprachen definiert. Die folgende Definition fiihrt einen analogen Aquivalenzbegriff auch

fiir Grammatiken ein:

Definition (Aquivalenz von Grammatiken)
Zwei Grammatiken G und G4 heiflen genau dann dquivalent , wenn sie die gleiche Sprache erzeugen,
also wenn L(G1) = L(G2) gilt.

Um im Folgenden wieder Aussagen iiber die Méchtigkeit der kontextfreien Sprachen machen zu kénnen
und diese mit anderen Sprachfamilien vergleichen zu kénnen, fithren wir die Familie der kontextfreien

Sprachen auf naheliegende Weise ein:

Definition (Familie der kontextfreien Sprachen)
Die Familie aller kontextfreien Sprachen ist Cf := {M |3 CFG G : M = L(G)}.

Eine kontextfreie Grammatik G wird iiblicherweise einfach durch Angabe der einzelnen Produktionen
spezifiziert. Dabei verabreden wir, dass die Elemente von Vi stets Grofibuchstaben sind, wihrend die
Terminale durch Kleinbuchstaben bezeichnet werden. Die Mengen Vi und Vr ergeben sich eindeutig
aus der vollsténdigen Spezifikation von P. Wird das Startsymbol ausnahmsweise nicht mit S bezeichnet,

so muss dies vermerkt werden.

Beispiel

Wollen wir die Grammatik G := (V, Vi, P, S) mit P = {S — aSb,S — A} notieren, so schreiben wir
sie meist kurz als S — aSb|\. Der senkrechte Strich kann dabei als ,,oder" gelesen werden und stellt ein
Trennsymbol dar, so dass wir es hier immernoch mit zwei Regeln zu tun haben.

G erzeugt die nicht reguldre Sprache L(G) = DUP = {a"b" | n € IN}.

Beispiel 4.9 zeigt, dass die leere Menge auch als erzeugte Sprache von kontextfreien Grammatiken

vorkommen kann.

Beispiel
Betrachten wir die Grammatik G mit folgenden Produktionen, so stellen wir fest, dass L(G) = () ist:

S— AS|BA, A— BAB|SB, B—b

Offensichtlich sind hier alle Hilfszeichen berfliissig oder nutzlos.
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4.10

4.11

4.1 Grammatiken

Abgesehen von der Moglichkeit, die leere Menge durch eine kontextfreie Grammatik zu spezifizieren,
hat Beispiel 4.9 gezeigt, dass moglicherweise nicht jedes Nonterminal und jede Regel einer Grammatik
auch tatséchlich etwas zur erzeugten Sprache beitrigt. Solche iiberfliissigen Bestandteile sind natiirlich
unerwiinscht, da sie das Verstindnis wie auch den effizienten Umgang mit CFGs behindern. Selbst wenn
man es selbst in der Hand hat, eine Grammatik anzugeben, die keine iiberfliissigen Bestandteile auf-
weist, so kann es durch die Anwendung von standardisierten Verfahren auf diese Grammatik passieren,
dass iiberfliissige Symbole oder Regeln nachtréglich (durch einen Algorithmus) eingefiigt werden. Wir
wollen deshalb zunéchst formal definieren, wann eine kontextfreie Grammatik in diesem Sinne keine
iiberfliissigen Bestandteile enthélt und werden dnn erwartungsgeméf sehen, dass das Entfernen dieser

Symbole, etc. nicht zu einer Verdnderung der erzeugten Sprache fiihrt.

Definition (reduzierte Grammatik)
Eine kontextfreie Grammatik G := (Vy,Vp, P, S) heisst genau dann reduziert, wenn gilt:

1. Jedes Nonterminal ist produktiv, d.h. VA € Vy gilt 3w e Vi : A :;> w.

2. Jedes Nonterminal ist erreichbar, d.h. VA € Vy gilt Ju,v € V*: § % uAv.

Theorem
Zu jeder CFG G kann effektiv eine dquivalente reduzierte CFG G’ konstruiert werden.

Beweis: Die Konstruktion besteht aus zwei separaten Teilen:

Teil 1 entfernt Symbole (und Produktionen), so dass danach alle verwendeten Nonterminale stets auf
Terminalworter abgeleitet werden konnen, d.h. G enthélt danach nur noch produktive Nontermi-

nalsymbole.

Teil 2 entfernt danach alle Symbole, die vom Startsymbol aus nicht erreichbar sind.

Teil 1 der Konstruktion: Zu gegebener CFG G := (Vy, Vr, P, S) definieren wir Mengen M; C V' durch:
My :=Vp, Mix1 = M;U{A € Vy |Jwe M: A— w e P}. Da fiir jedesi € IN M; CV
endlich ist, und stets M; C M,;,1 gilt, gibt es einen Index k, so dass My = My ist. M} enthélt
dann offensichtlich nur produktive Symbole. Nun bilden wir die neue CFG G’ = (V}, V}, P',5') :=
(M N Vn,Vp, PN (M x M), S) mit L(G') = L(G).

Teil 2 der Konstruktion: Nun werden alle erreichbaren Symbole in G’ bestimmt: Man setze My := {S'}
und M, =M, U{B eV} |3Ae M;Fu,veV"*: A— uBv € P'}.
Wieder gilt 3k € IN : M, = Mgy und My, ist die Menge aller erreichbaren Nonterminale
in G'. Man definiert nun G” := (V{/,V//,P”,5"), indem von G’ nur noch solche Produktionen
beibehalten werden, deren rechte und linke Seiten nur mit erreichbaren Nonterminalen gebildet
werden. Unter Umsténden kann die Menge der dabei erreichbaren Terminalzeichen verkleinert

werden.
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4.12

4.13

4 Kontextfreie Sprachen und Chomsky-Typ-2-Grammatiken

Das Verfahren aus dem Beweis zu Theorem 4.11 wird falsch, wenn zuerst Schritt 2 und danach
Schritt 1 angewendet wird, wie das folgende Beispiel zeigt: In der CFG mit den Produktionen
S — ABJA\, A — a sind alle Nonterminale erreichbar und keines wiirde in Schritt 2 gestri-
chen werden. Da das Symbol B jedoch unproduktiv ist, wiirden damit dann im nachfolgenden

Schritt die Produktionen S — X\ und A — a entstehen. Da beide Grammatiken aber nur A

als einziges Terminalwort erzeugen, ist die zweite davon nicht reduziert.

4.2 Chomsky-Normalform kontextfreier Grammatiken

Fiir die meisten Beweise und Konstruktionen mit kontextfreien Grammatiken sind Normalformen prak-
tisch. Reduzierte Grammatiken konnen bereits als einer Normalform geniigend angesehen werden, fiir die
weitere Arbeit mit kontextfreien Grammatiken erweist sich aber die sogenannte Chomsky-Normalform

als besonders wichtig.

Definition (Chomsky-Normalform)
Eine kontextfreie Grammatik G := (V,Vp, P, S) ist in Chomsky-Normalform (CNF) genau dann,
wenn alle Produktionen in P von der Form A — BC oder A — a fiir A, B,C € Vy und a € Vp sind.

Offensichtlich kénnen kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform niemals das leere Wort A
erzeugen. Daher ist es praktisch, jede gewohnliche CFG so umzuformen, dass S — A die einzige
Produktion ist, die das leere Wort erzeugt, falls dieses in der erzeugten Sprache iiberhaupt vorkommt.
Eine solche Grammatik wollen wir als erweiterte Chomsky-Normalform (eCNF) bezeichnen. Wir werden
dies in den Beweis des néchsten Theorems integrieren, in dem gezeigt wird, dass tatsédchlich zu jeder

kontextfreien Grammatik eine dquivalente Grammatik in erweiterter Chomsky-Normalform existiert.

Theorem
Zu jeder CFG G kann effektiv eine dquivalente CFG G' .= (V,, V[, P',8") konstruiert werden, fir die
folgendes gilt:

Falls A ¢ L(G), so ist G' in Chomsky-Normalform. Gilt A € L(G), so ist 8" — X\ die einzige A-
Produktion in P’ und die Produktionen in P'\ {S" — A} C Vi x (V- Vi UVY) sind in Chomsky-

Normalform. Ausserdem kommt S’ auf keiner rechten Seite einer Regel aus P’ vor.

Beweis (Konstruktion einer Chomsky-Normalform-Grammatik): Sei G := (Viy, Vi, P, S) eine beliebige
CFG.

Der Beweis besteht aus sechs Schritten, in denen die urspriingliche Grammatik in jeweils dquivalente
Grammatiken G; bis Gg umgeformt wird, von denen die letzte die gewiinschte Eigenschaft hat. Wir
benennen zunéchst die Schritte und beschreiben danach die jeweilige Konstruktion:

1. A-frei-machen

2. Reduzieren

3. Kettenregeln entfernen
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4.2 Chomsky-Normalform kontextfreier Grammatiken

4. Ersetzen langer Terminalregeln
5. Verkiirzen zu langer Regeln

6. Wiederherstellen der urspriinglichen Sprache durch evtl. Hinzunahme einer A-Regel

1. Schritt: Es werden die A-Produktionen entfernt: Fiir jedes A € Viy entscheiden wir, ob A :g> A gilt.
Dies ist leicht mit bereits bekannten Methoden méglich. Wir bestimmen die Menge V) C Vi von

Nonterminalen, aus denen u.a. auch das leere Wort abgeleitet werden kann. Dazu setzen wir:

My {AeVn|]A— e P}und
Mi+1 = MZ‘U{AEVN|3’LUEMZ-*ZA—>’LU€P}

Es existiert ein Index k € IN mit My, = My,1 und es ist V) := M}, die Menge die gesucht wurde.

Wir definieren nun die endliche Substitution:

o:V*—2"" durch o(A):={A}, falls A€ (V\V)), und
o(A) :={\ A} falls A € V)

Damit ist dann o(u) = {v | v geht aus u dadurch hervor, dass einige (alle, keines) der Symbole
der Menge V), in u gestrichen werden}. Zum Beispiel gilt dann fiir V), := {A, B}: 0(aABAbC) =
{aABAbC,aBAbC, aABbC,aAAbC, a AbC, aBbC,abC}. Als neue Grammatik erhalten wir nach
dem ersten Schritt zunéchst eine CFG Gy, welche die Sprache L(G1) = L(G) \ {\} erzeugt:

Es sei Gy := (VN,Vp, P, S) mit P :={A — v |v#AAv € o(w) fiir A — w € P}. Damit
sind in P; also keine der A-Produktionen von G mehr enthalten, und A\ ¢ L(G1) ist offensichtlich.
Den Beweis fiir die Behauptung L(G1) D L(G) \ {\} liefert eine Induktion iiber die Linge der
Ableitungen in G, wobei wir hier die folgende noch allgemeinere Aussage (4.1) beweisen, da sie

leichter zu zeigen ist:

VAeVy: A :é> w A w € V7 impliziert A %f w (4.1)

Induktionsbasis: Fiir Ableitungen der Lange 1 in G gilt mit A = w N we V7 stets A —
w € P und damit auch A — w € Py, da P C P; nach Definition gilt.

Induktionsschritt: Jede Ableitung A :é> w der Linge k+ 1 fiir ein nicht leeres Wort w € V™ hat

die Form A = Y1 ... 0, :é> w, wobei fiir 1 <4 < r Ableitungen der Form ¥; :2,> w;

mit w = wyws ... w, existieren. Alle diese Ableitungen haben eine Linge kleiner als &, so

dass wir fiir sie die Aussage (4.1) als bewiesen annehmen wollen. Falls nun w; # X ist, so

ist auch X; %3 w; erfiillt. Falls jedoch w; = A gilt, so ist X; € V). Durch Streichen dieser
1

¥ in 1Yo ... %,, erhilt man ein Wort v # A, fiir das A — v € P; ist. Aus dieser ersten

Produktion zusammen mit den Ableitungen ¥3; % w; erhélt man die gesuchte Ableitung
1

fir A == w.
Gy
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4 Kontextfreie Sprachen und Chomsky-Typ-2-Grammatiken

Die Umkehrung L(G1) C L(G) \ {\} ist leichter einzusehen, denn alle Produktionen in G; ent-
stammen giiltigen Ableitungen in G.

2. Schritt: G, ist moglicherweise nicht reduziert, so dass wir in diesem Schritt eine reduzierte, dquiva-
lente CFG G2 := (Vn,, Vr,, P2, S) aus G7 mit dem Verfahren aus dem Beweis zu Theorem 4.11
erhalten.

3. Schritt: In G2 kann es nun noch sogenannte Kettenregeln geben, also Produktionen der Form
A — B € Vy x Vy, die in der Chomsky-Normalform nicht vorkommen diirfen.

Wir definieren die Relation < C Vy x Vy folgendermaflen: A <« B gilt genau dann, wenn
A — B e P,. Mit <*< sei die reflexive transitive Hiille von < bezeichnet, die nach den fritheren Ver-
fahren bestimmt werden kann. Nun wird im dritten Schritt die Grammatik G := (Vn,, V1, Ps, S)
definiert, indem Vi, := Vi,, V1, := Vp, und die neue Produktionenmenge P5 := {A — w | w ¢
Vg N AB—we P, N A < B} anstelle von P, gesetzt wird. Das Startsymbol darf das alte
S bleiben, denn sollte die reduzierte Grammatik kein einziges Wort mehr erzeugen, dann wurde
L(G2) = 0 schon durch P, = () erreicht. Die Gleichheit von L(G3) und L(G2) zeigt man leicht
auch formal.

4. Schritt Da Terminalsymbole bei Grammatiken in Chomsky-Normalform nur durch Produktionen
der Form A — a generiert werden diirfen, ersetzen wir in allen rechten Seiten, deren Lange
groBer 1 ist, von Produktionen in Ps jedes Terminal a durch ein neues Nonterminal (a) und
erweitern P3 zu P, durch Hinzunahme der Produktionen (a) — a. Man erhélt so im vierten
Schritt Gy := (Vn,, Vi, P4, 5).

5. Schritt Da nun aber in P4 noch Produktionen A — w mit |w| > 2 vorhanden sein kénnen, wird im
fiinften Schritt eine weitere Konstruktion notig. Wir definieren neue Nonterminale (v ) fiir jedes
echte Prifix v mit |v] > 2 einer rechten Seite einer Produktion in P,. Zusammen mit neuen

Produktionen erhalten wir so:
Gy := (VN5, Vr,, Ps, S) mit
Vg ={(v) | Fu#r:3A —wePy: w=vuA|v|>2}UVy, und
P = {A— (w)z|A—weP: |w>3ANw=vxAzx e Vy,}U
{() — W)y | (u),{v) € (Vs \ V) Ay € Vv, Av = uy}U
{{(v)y —zy| (v) € VN, \ VN, Ax,y € VN, Av=ay}U
{A—w|A—we P N|w| <2}
G5 ist nun eine Grammatik in Chomsky-Normalform und erzeugt dieselbe Sprache, wie die Ur-

sprungsgrammatik G, falls A ¢ L(G) gilt. Anderenfalls muss noch ein letzter Schritt hinzukommen,
in dem aus der CNF-Grammatik G5 eine eCNF-Grammatik konstruiert wird.

6. Schritt Im ersten Schritt wurde die Menge V) zur Ausgangsgrammatik G bestimmt. Dort konnte
also die Frage ,A € L(G)?“ auf die Frage ,S € V3 7“ reduziert, und damit entschieden werden.
Gilt also A € L(G), so konstruieren wir Gg, indem wir zu den Nonterminalen von G5 ein neues
Startsymbol Syeu, sowie die neuen Produktionen Spey — A und {Spew — w | IS — w € P5}
zu Ps hinzufiigen.
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4.14

4.15

4.16

4.3 Lineare Grammatiken und regulidre Mengen

Der Beweis des vorigen Theorems gestattet folgendes Korollar (Folgerung), welches hier noch einmal

hervorgehoben werden soll:

Korollar
Es gibt einen Algorithmus, der zu jeder vorgelegten kontextfreien Grammatik G entscheidet, ob A € L(Q)

ist.

Beweis: Man konstruiere die Menge V) wie im ersten Schritt des Beweises von Theorem 4.13. Dann ist
A € L(G) genau dann, wenn S € V), ist. O

4.3 Lineare Grammatiken und reguldare Mengen

Bevor wir an die Konstruktion weiterer kontextfreier Grammatiken gehen, wollen wir zeigen, dass jede
reguldre Menge eine spezielle kontextfreie Sprache ist. Die Grammatiken, die solche reguldren Mengen
erzeugen, besitzen eine einfache Struktur: Alle Produktionen enthalten in dem Wort, das die rechte Seite

bildet, stets nur ein Nonterminal und dieses immer nur als erstes oder stets nur als letztes Zeichen.

Definition (lineare Grammatik)

FEine kontextfreie Grammatik G := (Viy, Vr, P, S) heifit
linear, falls P C Vi x (V4 - Viy - VA U V),
linkslinear, falls P C Vi x (Vy - V£ U V), und
rechtslinear, falls P C Viy x (Vi - Vy U VYY) ist.

Eine CFG wird genau dann einseitig linear genannt, wenn sie entweder linkslinear oder rechtslinear
ist.

In einigen Biichern werden rechtslineare Grammatiken kurz als regulédre Grammatiken bezeichnet.
Von Noam Chomsky wurden diese Grammatiken als Typ-3-Grammatiken bezeichnet. Wir behalten

aber im Folgenden die definierte Notation bei.

Theorem

Eine Sprache R C ¥* ist requlir genau dann, wenn es eine einseitig lineare Grammatik G gibt, die sie
erzeugt, d.h., wenn L(G) = R gilt.

Beweis: Sei R € Reg definiert durch einen DFA Ay = (Z,%, K, 20, Zend), dann werde eine rechtslineare
CFG Ggr := (Vn, Vp, P, S) erkldrt durch:

Vv = {[z]|z€Z}
Vp = X
S = [z0]
P = {[z] —al]|(z,a,2") € K} U

{[z] — a| 32 € Zena: (2,a,2") € K} U
{[ZO] — A | 20 € Zend}
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4 Kontextfreie Sprachen und Chomsky-Typ-2-Grammatiken

Es ist leicht zu sehen, dass zu jedem Erfolgspfad in A die entsprechende Ableitung in G gefunden
werden kann, und umgekehrt. Wenn wir P’ := {[z] — [2]a | 3(2,a,2") € K} U{[z] — a | 32’ €
Zend : (z,a,2") € K} als linkslineare Regelmenge verwenden, dann generiert G, gerade L(G’%) = R"*".
Da L™ € Reg nach Theorem 3.3.67 fiir jede Sprache L € Reg, kann R = (R"®)"®” auch von einer

linkslinearen CFG generiert werden.

Zu zeigen ist jetzt nur noch die Umkehrung, dass ndmlich zu jeder rechtslinearen, (bzw. linkslinearen)
CFG G := (Vn,Vp, P, S) ein endlicher Automat konstruiert werden kann, der L(G) akzeptiert. Wir
zeigen dies hier nur fiir die rechtslinearen Grammatiken, denn ist eine CFG G linkslinear, so ersetzen
wir vorab jede Produktion A — Ba (A, B € Vy, a € V) durch die rechtslineare Produktion A — aB
und erhalten die rechtslinearen CFG G’ mit L(G’) = L(G)"*’. Wenn dann zu L(G’) ein endlicher
Automat A’ konstruiert wurde, kann dieser nach Theorem 3.3.67 in denjenigen umgeformt werden, der
L(A)e? = L(G) akzeptiert. Dazu definieren wir einen NFA Ag := (Z, %, K, Zstart, Zend) durch

Z = {za|AeVy}U{ar}
> = Vp
Zgars = {zs}
Zena = {2x}
K = {(zg,u,2r) |Q,REVN ANu€EVF NQ — uR € P}U

{(zg,u,22) | Q e VN AU EVEANQ — u € P}

Auch hier ist es offensichtlich, dass zu jeder Ableitung eines Wortes w € V7 ein entsprechender Erfolgs-
pfad im NFA gehort, und nur solche Worter akzeptiert werden, die auch von der Grammatik generiert

werden konnen. O

4.4 Ableitungen und Ableitungsbaume

Zur Analyse von Wortern einer kontextfreien Sprache ist es notig, deren syntaktische Struktur zu be-
stimmen, denn in dieser sind die syntaktischen Kategorien durch die Nonterminale beschrieben. Diese
Strukturen sind in dem sogenannten Ableitungsbaum des untersuchten Wortes sehr einprigsam darge-
stellt. Wir geben daher hier zunéchst die nétigen Definitionen, bevor wir uns in Kapitel 6 den Analyse-

verfahren widmen.

In der Graphentheorie ist ein Baum jeder ungerichtete Graph ohne Kreise. Ein Baum heifit lokal end-
lich, wenn alle seine Knoten stets nur endlich viele direkte Nachbarn besitzen. In der Informatik ver-

wenden wir hdufig Baume mit speziellen zusétzlichen Eigenschaften.

Definition (Baum)

Unter einem Baum verstehen wir im Folgenden einen gerichteten, geordneten, zyklenfreien und kno-
tenmarkierten Graphen mit einem ausgezeichneten Knoten, der keinen Vorgédngerknoten besitzt, der
sogenannten Wurzel. Die Wurzel wird gewohnlich oben gezeichnet und die Richtung der Kanten wird
entweder durch Pfeile oder durch die Anordnung gegeben. Vorgénger stehen tiber ihren Nachfolgern.
Knoten ohne Nachfolger heiflen Blétter und die Nachfolgerknoten sind von links nach rechts angeordnet.
Die einzelnen Knoten werden mit Anschriften oder Bezeichnungen versehen, die aus einer beliebigen

Menge gewéhlt werden kénnen. Kantenmarkierungen konnen auf die gleiche Weise erlaubt sein.
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4.4 Ableitungen und Ableitungsbdume

Als Beispiel fiir einen Baum betrachten wir den Kodierungsbaum fiir den Morse-Code. Dies ist ein
bindrer Baum, bei dem die Kantenbezeichnungen auf dem Pfad von der Wurzel A zu einem Knoten den

Morsecode seiner (Knoten-)Bezeichnung angeben:

S U R W D K G O
HVFULAPJIBXCYZQOCH
Die Zerlegung eines Satzes einer natiirlichen Sprache gemifl der syntaktischen Kategorien zeigt fol-

gendes Beispiel eines Ableitungsbaumes. Hier sind wie in der Backus/Naur-Notation die syntaktischen

Kategorien in spitzen Klammern eingerahmt. Die Terminalsymbole sind hier Worter der , natiirlichen*

Sprache:
(Satz)
/\
(Nominalphrase ) (Verbalphrase )
/ \
(Attributphrase ) (Verb) (Adverb)
/\
(Adjektiv) (Attributphrase)
(Substantiv )
bissige Hunde bellen laut

Ableitungsbidume zu kontextfreien Grammatiken, manchmal auch Syntaxbdume genannt, sind spezielle
Béaume, bei denen die inneren Knoten auf spezielle Weise mit den Nonterminalen beschriftet werden und
die Bléatter mit den Terminalsymbolen der generierten Zeichenkette. Als Wurzel eines Ableitungsbaumes

fungiert das Startsymbol S der kontextfreien Grammatik.
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4.19

4.20

4 Kontextfreie Sprachen und Chomsky-Typ-2-Grammatiken

Definition (Ableitungsbaum)
Sei G := (Vn, Vr, P, S) eine beliebige CFG, dann wird fiir jedes Symbol A € V ein A-Ableitungsbaum
B(A) wie folgt erkléirt:

1. Jedes Blatt von B(A) ist mit einem Symbol a € Vi U{A} beschriftet.

2. Jeder Knoten von B(A), der kein Blatt ist, ist mit einem Symbol ¥ € Vi, die Wurzel mit dem
Symbol A beschriftet.

3. Ein (innerer) Knoten ist mit dem Symbol ¥ € Vi genau dann beschriftet, wenn seine Nachfol-
gerknoten von links nach rechts mit 1,3, ..., X beschriftet sind und ¥ — ¥135...3% eine

Produktion von G ist.

Notiert werden knotenbeschriftete Wurzelbdume oft auch als Terme, wobei die Terme zu den obigen
Ableitungsbiumen einer gegebenen CFG G dann wiederum durch eine kontextfreie Grammatik G

folgendermafien definiert werden kénnen:

Definition (Termform fiir Ableitungsbaume)
Zu einer beliebigen CFG G := (Viy, Vi, P, S) definieren wir die entsprechende kontextfreie Grammatik
fiir die Ableitungsbdume von G in Termform G := (V{,, V], P',S") durch:

Ve = {X'| X eVn}
lew = VNUVTU{A,(,),;}
Po= (X' — XXX X)) | X — X1 Xy... X € P wobei

X!"=X], falls X; € Viy; X| = X;, falls X; € Vr, und
X! =A, falls k=1 und X; = \}

L(Gr) ist nun genau die Menge aller derjenigen Terme, die Ableitungsbidume von G beschreiben.

Beispiel
Betrachte die CFG G; mit den folgenden Produktionen:

S — S5 |aSh| A

Die Terme t; und t5 sind zwei unterschiedliche Beschreibungen von Ableitungsbaumen fiir das gleiche Wort
aabb:

t S(S(a, S(a, S(A),b),b), S(A)) und

to S(S(A), S(a,S(a,S(A),b),b))

Die von dieser Grammatik generierte Sprache L(G1) ist die Dyck-Sprache D aller korrekt geklammerten
Ausdriicke, bei denen a die 6ffnende und b die schlieBende Klammer bedeutet. Die gleiche Sprache kann auch

durch die Grammatik G2 mit den folgenden Produktionen erzeugt werden:
S — aSbS | A

Bei G5 ist es nie moglich, dass ein Wort der Sprache zwei unterschiedliche Ableitungsbdume besitzt.
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4.21

4.22

4.23

4.24

4.4 Ableitungen und Ableitungsbdume

Die in Beispiel 4.20 fiir die Grammatik G festgestellte Eigenschaft, fiir jedes Wort der erzeugten Sprache
genau einen Ableitungsbaum zu haben, ist gerade fiir solche kontextfreie Grammatiken von Interesse,
deren Semantik durch die Struktur des Ableitungsbaums bestimmt wird. Dies sind insbesondere auch
jene Grammatiken, die die Grundlage fiir die Definition der Syntax von Programmiersprachen bilden.
Daher ist der folgende Begriff von grofler praktischer Bedeutung:

Definition (Mehrdeutigkeit)
Eine CFG G heiit mehrdeutig (ambiguous) genau dann, wenn es fiir mindestens ein Wort w € L(G)
zwei verschiedene Ableitungsbidume gibt. Andernfalls heifit G eindeutig.

Eine kontextfreie Sprache L € Cf heifit eindeutig (unambiguous) genau dann, wenn es eine eindeutige
CFG G mit L = L(G) gibt. Andernfalls heifit L mehrdeutig.

An einer konkreten Grammatik ldsst sich nicht ohne weiteres feststellen, ob die erzeugte Sprache ein-

deutig ist, ob also eine dquivalente eindeutige Grammatik existiert.

Nicht nur, dass ein einzelnes Wort einer Grammatik eventuell mehr als einen Ableitungsbaum besitzt, es
gibt in der Regel zu einem bestimmten Ableitungsbaum auch mehrere verschiedene Ableitungen. Diese
unterscheiden sich alle nur in der Reihenfolge der jeweils ersetzten Nonterminale. Sicher ist jedoch, dass
immer dann, wenn in der Ableitung das jeweils am weitesten links stehend Nonterminal als néchstes
ersetzt wird, diese sogenannte Linksableitung fiir das Wort, zu dem der Ableitungsbaum gehort, durch

diesen eindeutig bestimmt ist.

Definition (Linksableitung)
Eine Ableitung in einer CFG heift Linksableitung (bzw. Rechtsableitung) genau dann, wenn in

jedem Schritt der Ableitung das ersetzte Zeichen das am weitesten links (bzw. rechts) stehende Nonter-

minal ist. Die zugehdrigen Ableitungsrelationen werden mit = und = bezeichnet.

Die Eindeutigkeit der Ableitungsbdume ist gleichbedeutend mit der Eindeutigkeit der Linksableitung
jeder einzelnen Ableitung. Die Dyck-Sprache D, ist wegen der Existenz der eindeutigen CFG G5 aus
Beispiel 4.20 eine eindeutige Sprache. Wir werden spéter sehen, dass alle deterministischen kontextfrei-
en Sprachen eindeutige Sprachen sind. Die Definition der Familie der deterministischen kontextfreien
Sprachen werden wir mit Hilfe eines geeigneten Automatenmodells in Kapitel 5 geben. Es ist allerdings
festzustellen, dass nicht alle kontextfreien Sprachen eindeutig sind. Wir formulieren dieses Ergebnis ohne
Beweis:

Theorem
Die Sprache Ly := {a"b%ct | Ir,s,t € IN : r = sV s =t} ist kontextfrei aber nicht eindeutig.

Fiir die eindeutige Syntaxanalyse bei kontextfreien Sprachen ist es insbesondere bei der sogenannten
»top-down“-Analyse wichtig, dass in der verwendeten Grammatik keine linksrekursive Produktion der
Art A — Aw vorkommt.

Definition (Linksrekursion)
Jede Produktion A — w, bei der das Nonterminal A auf der linken Seite vorkommt, nennen wir eine
A-Produktion. Diese A-Produktion heifit linksrekursiv, wenn fiir die rechte Seite w = Av gilt.

105
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4.26

4.27

4 Kontextfreie Sprachen und Chomsky-Typ-2-Grammatiken

Wir werden im Folgenden zeigen, dass jede kontextfreie Sprache von einer Grammatik generiert werden
kann, die keine linksrekursive Produktion enthélt.

Theorem
Zu jeder CFG G gibt es eine dquivalente CFG G', deren Produktionen nicht linksrekursiv sind.

Beweis: Sei G := (Vy,Vr, P, S) eine CFG und A — Auy | Aug | ... | Au, alle linksrekursiven
A-Produktionen und A — vy | va | ... | vs die verbleibenden A-Produktionen. Eine neue CFG

G’ := (V}, V), P',S") wird aus G gebildet durch Hinzufiigen des neuen Nonterminals A und Ersetzen

aller linksrekursiven A-Produktionen von G durch die Produktionen: A — v, A | vy A | | ’USZ und
A — uiA | ugA| ... | uA|up | ug|...| u. Dass eine beliebige Linksableitung A = Au;, =
Augyug, = - = Au;, ... UjU; = ViU, ... UjpU; mit A-Produktionen von G, ersetzt werden

kann durch A — ij - vjuz-pz = = VU, - %Z = VUi, - . - Ui, Ui, 18t offensichtlich. Die
umgekehrte Transformation ergibt sich ebenso leicht. Wenn diese Konstruktion nun fiir alle Nonterminale
A von G nacheinander in einer beliebig festgelegten Reihenfolge durchgefiihrt wird, erhalten wir die

gewiinschte dquivalente CFG ohne linksrekursive Produktionen. O

Ausgehend von dieser Konstruktion definieren wir eine weitere Normalform fiir kontextfreie Grammati-

ken:

Definition (Greibach-Normalform)
Eine CFG G := (Vy, Vp, P, S) ist in Greibach-Normalform genau dann, wenn P C Viy x Vp - V3 ist.

Von Normalformen wird in der Regel verlangt, dass jedes Objekt aus einer hinreichend groflen durch
eine Eigenschaft charakterisierten Menge von Objekten in diese Form transformierbar ist. Wir zeigen,
dass jede CFG effektiv in eine Greibach-Normalform transformiert werden kann, welche (mit Ausnahme

des leeren Wortes) dieselbe Sprache erzeugt.

Theorem
Zu jeder CFG G kann effektiv eine CFG G’ in Greibach-Normalform konstruiert werden, fiir die L(G') =

LIG)\ {\} gilt.

Beweis(nach Sheila Greibach): Wir konstruieren G’ in mehreren Schritten: Zunéchst wird G in eine
CFG G umgeformt, die keine Kettenregeln besitzt, und bei der S — X die einzige A-Produktion ist,
welches dann auch in keiner rechten Seite einer Produktion mehr vorkommt. Alle anderen Regeln sind

in Chomsky-Normalform. D.h. G ist in erweiterter Chomsky-Normalform.

Die né6tigen Verfahren waren Bestandteil des Beweises von Theorem 4.13. Wir erhalten so die CFG
G1 = (Vn,,Vr, P1,S1). Nehmen wir nun an, dass 0.B.d.A. Vi, := {41, A4s,..., A} und S; := 4

gesetzt wird.

‘ Wichtig fiir den Beweis ist die angenommene Ordnung auf dem Nonterminalalphabet.

Mit Algorithmus 4.28 werden wir durch sukkzessive Verédnderung der Regelmenge P; aus G; eine CFG
G2 = (Vn,, Vr, Py, S2) konstruieren, fiir die aus A; — A;w € P» stets j > i folgt. Ein zweites Verfahren
(Algorithmus 4.29) erzeugt dann aus G5 die gesuchte CFG in Greibach-Normalform.
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4.28 Algorithmus
begin
for k:=1ton do
forj:=1tok—1
for jede Produktion der Form A, — A;u do
begin
for alle Produktionen A; — v do
fiige neue Produktion A; — wvu hinzu
und entferne die Produktion A — Aju;
end
end (x for Produktionen Ay — Aju %)
end (x for j *)
for jede Produktion der Form A, — Aiu do
begin
definiere neues Nonterminal By, und ergdnze neue Produktionen
Br — uw und B, — uBj}, und
entferne die Produktion Ay — Apu
end;
for jede Produktion der Form A, — u,
bei der u nicht mit dem Nonterminal Ay beginnt do
fiige die Produktion Ay — u By, hinzu
end (x for Produktionen Ay, — u *)
end (x for Produktionen Ay — Agu *)
end (x for k )
end (x Algorithmus )

Die neu entstandene Regelmenge wird jetzt mit P bezeichnet.

Der Aufruf der Schleife ,for jede Produktion der Form Ay — wu* innerhalb der Schleife . for jede Pro-
duktion der Form Ap — Apu do® in Algorithmus 4.28 ist hier richtig aber in [Hopcroft&Ullman], auch
in der deutschen Ausgabe, falsch!)

Es ist nicht schwer nachzupriifen, dass folgendes gilt: Wenn A; — w fiir 1 < i < n eine Produktion in
P ist, so beginnt w entweder mit einem Terminal oder einem Nonterminal A; mit j > ¢, oder es handelt
sich um die A-Produnktion A; — A. Insbesondere beginnen die rechten Seiten w der Produktionen
A, — w € P, stets mit einem Terminalsymbol! Weiter gilt fiir jede Produktion B; — w’' € Ps,
dass w’ entweder mit einem Terminal oder dem Nonterminal A; beginnt. Fortgesetzte Substitution der
Variablen A, mit Index k& > j, an erster Stelle einer rechten Seite von Aj;-Produktionen durch rechte
Seiten von Ag-Produktionen ergibt eine Situation, nach der jede rechte Seite einer Ag-Produktion mit
einem Terminalsymbol beginnt. Dies wird durch Algorithmus 4.29 erreicht.

4.29 Algorithmus
Als Eingabe wird die mit Algorithmus 4.28 erzeugte CFG G, erwartet.
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begin
for & :=n downto 2 do (* k wird schrittweise um 1 verringert *)
for j := k — 1 downto 1 do (* j wird schrittweise um 1 verringert *)
Fiir jede Produktion Ay — w € P, und jede Produktion
A; — Apv € P, fiige die Produktion A; — wv zu P> hinzu und
streiche danach A; — Ajv aus P, heraus.
end (x for j x)
end (x for k )
Nenne die so erhaltene Regelmenge Ps
end (x Algorithmus )

Nach Anwendung von Algorithmus 4.29 beginnt also jede rechte Seite einer Produktion ungleich 4; —
A in G’ mit einem Terminalsymbol und Ps\{A4; — A} ist fast schon die gewiinschte Produktionenmenge
von G’. Da die rechte Seite w’ einer B;-Produktion B; — w’ € P, noch mit dem Nonterminal A;
beginnen kann, miissen diese fiir jedes 1 < ¢ < n durch die entsprechenden Seiten der A;-Produktionen
ersetzt werden. So erhiilt man die Produktionenmenge P’ und die gewiinschte Grammatik ist konstruiert.

g

4.5 Das Pumping-Lemma der kontextfreien Sprachen

Bei den reguldren Mengen hatten wir uns die Frage gestellt, ob es wohl auch formale Sprachen gibt,
die nicht regulér sind. Diese Frage konnen wir nun natiirlich auch fiir die kontextfreien Sprachen stellen
und erhalten eine &hnliche Charakterisierung, wie bei den reguléren Mengen. Wir beweisen auch fiir die

kontextfreien Sprachen ein Pumping-Lemma, das sogenannte ,,uvwzy-Theorem®.

4.30 Theorem (Bar-Hillel, Perles, Shamir 1961)
Fiir jede kontextfreie Sprache L € Cf gibt es eine Zahl n € IN, so dass jedes Wort z € L mit |z| > n

eine Zerlegung z = uwvwzy besitzt, fir die folgendes gilt:

(i): |vz| > 1 (i1): Jvwz| < n (iii): Vi > 0 : wvlwaly € L

Beweis: Sei L € Cf beliebig und G := (Vy,Vr, P, S) eine CFG in Chomsky-Normalform fiir L \ {A}.
Setze n := 2%, wobei k = |Vi| ist. Betrachte den Ableitungsbaum fiir ein Wort z € L mit |z| > n.
Bis auf die letzten Schritte, mit denen die Terminale erzeugt werden, ist dieser ein Bindrbaum, d.h.
jeder Knoten hat entweder zwei oder keinen Nachfolger. Die Zahl der Knoten im Ableitungsbaum mit
genau einem Nachfolger ist genau |z|. Mit Induktion beweist man leicht, dass fiir jeden Binéirbaum (ohne

Knoten mit nur einem Nachfolger) folgende Bezichung gilt:
P < 24 (42)

wobei p die Zahl der Bléatter bezeichnet und ¢ die Anzahl der Kanten des langsten Pfades von der Wurzel
zu einem Blatt. Also folgt, mit |z| > 2% sofort 27 > |z| > 2¥ oder ¢ > k.

Da auf dem lingsten Pfad mit ¢ Kanten in dem Ableitungsbaum zu z genau g + 1 Knoten liegen, die

mit Nonterminalen beschriftet sind, die Anzahl aller zur Verfiigung stehenden Nonterminale k aber
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Fir CFG in CNF gilt:

S
/A
: g+1 Knoten auf
langstem Pfad
/A
u v w Ty
21 Blitter

r oy

Abbildung 4.2: Zur Aussage des Pumping-Lemma

kleiner als ¢ + 1 ist, kommt also auf mindestens einem Pfad in dem Ableitungsbaum zu z mindestens
ein Nonterminal doppelt vor. Wir wihlen dasjenige Symbol, welches von den Blattern her gesehen sich
zum ersten Mal wiederholt. Dieses sei hier mit A bezeichnet, und ist bei jedem Auftreten auf dem Pfad
die Wurzel eines A-Ableitungsbaumes. Wegen der Wahl des zuletzt wiederholten Nonterminals A, ist

sichergestellt, dass der Pfad bis zum vorletzten A hochsten k Kanten besitzt.

Der A-Ableitungsbaum vom vorletzten A erzeugt das Teilwort vwax von z und der letzte A-Ableitungsbaum
generiert das w. Wegen der Beziehung (4.2) folgt |[vwx| < n = 2* und |vz| > 1 folgt daraus, dass
der vorletzte A-Knoten zwei Nachfolger besitzt, von denen nur einer fiir den Pfad zum letzten A-
Knoten benétigt wird. Es ist lediglich noch Eigenschaft (iii): Vi > 0 : wv'wa'y € L zu zeigen. Der
A-Ableitungsbaum am vorletzten A-Knoten kann wiederholt an der Position des letzten A-Knotens

eingesetzt werden. Dadurch ergeben sich Ableitungen der Form:
* * * * 7 7
S = uwAy = wvAzy = uvvAzxy = w'wz'y
Aber auch i = 0 ist moglich, indem der zweite A-Ableitungsbaum beim vorletzten A-Knoten eingehéngt
. . * *
wird: S = uAy = uwy.
Abbildung 4.2 veranschaulicht die Argumentation.

d

Da jede kontextfreie Sprache von einer kontextfreien Grammatik in Chomsky-Normalform erzeugt wird,

kann fiir die Zahl n aus dem Pumping-Lemma die Anzahl |Vyy| der Nonterminale einer solchen Gram-
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matik zugrundegelegt werden, so dass sich n als 2/V~! ergibt.

Obwohl die Folgerung des Pumping-Lemmas (d.h. die Aufteilbarkeit der ,langen“ Worter
mit den angegebenen Eigenschaften) fiir alle kontextfreien Sprachen gilt, gibt es auch nicht-
kontextfreie Mengen, fiir die diese Aussagen gelten. Daher kann mit Hilfe des Pumping-

Lemmas nicht bewiesen werden, dass eine Menge tatséichlich kontextfrei ist, sondern nur

umgekehrt, dass sie nicht kontextfrei sein kann!

4.31 Beispiel

4.32

Wir wenden das uvwaxy-Theorem an, um zu zeigen, dass folgende Sprachen nicht kontextfrei sein kdnnen:
Ly == {a™"c" | n € IN} und Ly := {a*b¥" | k € IN}. Der Beweis ist indirekt, d.h., wir nehmen an, L,
(bzw. Ls) sei kontextfrei und werden dann einen Widerspruch herleiten, so dass wir diese Annahme widerrufen
muissen.

Wenn L; € Cf, dann gilt die Folgerung aus dem uvwxy-Theorem und es existiert eine Konstante n € IN,
so dass jedes z € L1 mit |z| > n eine Zerlegung z = uvway besitzt mit den drei Eigenschaften des uvway-
Theorems. Wir wihlen das Wort z := a™b"c". Es ist offensichtlich, dass bei keiner Aufteilung dieses Wortes in
die Faktoren uvwxy das Teilwort v die Form a’b? oder bic? haben kann, weil dann sofort uvvwrzy ¢ a*b*c*
wire. Gleiches gilt fiir das Teilwort = und daher sind als mogliche Aufteilungen nur noch die Falle denkbar,
bei denen v € a* + b* + ¢* wie auch & € a* + b* + ¢* jeweils nur aus einem einzelnen Symbol gebildet
werden. Da |vz| # 0 folgt daraus, dass beim Pumpen der Teilworter v und x hdchstens zwei, mindestens
jedoch eines der zwei Teilworter a™ oder ¢™ nicht verdndert werden kann. (Wegen |[vwz| < n kann es nicht
sein, dass a™ und ¢" verandert werden, nicht jedoch b™!) Also gibt es im Widerspruch zur Annahme keine
passende Zerlegung von z := a™b"c"™ und Ly := {a"b"c™ | n € IN} ¢ Cf folgt schliissig.

Wenn Ly € Cf, dann existiert n € IN, so dass jedes z € Ly mit |z| > n eine Zerlegung z = uvwzxy besitzt
mit den Eigenschaften des uvwzy-Theorems. Wir probieren es mit z = a™b"’ . Offensichtlich kann weder v
noch z von der Form aPbP mit p > 1 sein, denn dann ware das Wort uvvwxzy kein Teilwort mehr von a*b*,
also auch nicht mehr in L. Ebenfalls kann nicht v € b* gelten, denn dann wéare auch = € b* und somit wiirde
schon das Wort uwy = a™b™ =" fiir ein r > 1 nicht mehr in L liegen. Ware nun v = aP fiir p > 1 so kdnnte
fiir = entweder (i) # = a’ oder (i) z = b’ gelten. Im Fall (i) bedeutet dies uwy = a"~P=9b"" ¢ L. Also kann
héchstens (ii) gelten. Dann jedoch ergibt sich Vi € IN : wviwa'y = a"+Pb"° 3 Fiir i = n und j < n
ergibt sich auch hier ein Widerspruch und L ist nicht kontextfrei.

4.6 Ein Entscheidbarkeitsresultat

So wie bei den reguldren Mengen, interessiert auch fiir kontextfreie Grammatiken bzw. kontextfreie
Sprachen das Wortproblem. Wir definieren es zundchst und diskutieren dann die Entscheidbarkeit dieses
Problems.

Definition (Wortproblem fiir eine kontextfreie Sprache L)
Eingabe: Ein Wort w € ¥*

Frage: Gilt w e L?
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4.33

4.34

4.35

4.6 Ein Entscheidbarkeitsresultat

Theorem
Das spezielle Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen ist entscheidbar, d.h. es gibt ein Verfahren, das zu
einer durch eine CFG G spezifizierten Sprache L = L(G) fiir jedes w feststellt, ob w € L gilt.

Beweis: O.B.d.A. sei L = L(G) durch eine CFG G = (Viy, Vp, P, S) in Greibach-Normalform gegeben,
und w € V7. Da in einer Ableitung S :g> v mit jedem Schritt ein weiteres Nonterminal erzeugt wird,

brauchen nur die endlich vielen Ableitungen der Lénge |w| darauthin iiberpriift zu werden, ob eine

darunter ist, die das Wort w generiert. m|

Das eben verwendete Verfahren erfordert, bezogen auf die Lange des Eingabewortes w und die Grofie
der Grammatik G, im allgemeinen exponentiellen Aufwand. Man kann aber auf diese Weise auch das
allgemeine Wortproblem lésen, in dem man zu einer beliebigen vorgegebenen CFG zunichst deren
Greibach-Normalform konstruiert und dann dieses Verfahren anwendet. Dieses ist aber allemal expo-
nentiell im Aufwand, bezogen auf die Grofie der gegebenen Eingabedaten. Besser, aber auch noch nicht
optimal fiir das spezielle Wortproblem, ist das Verfahren von Cocke, Younger und Kasami. Dieses ba-
siert auf der Idee, dass in einer Grammatik in Chomsky-Normalform ein Wort w = x1zs ... x, immer
dann aus dem Nonterminal A abgeleitet werden kann, wenn Woérter 122 ... z; und ;41242 ... 2, aus
den Nonterminalen B bzw C abgeleitet werden kénnen, und die Regel A — BC' in der Grammatik
existiert. Mit Methoden der dynamischen Programmierung gewinnt man so einen Algorithmus, der in

Polynomzeit arbeitet.

Theorem

Das spezielle Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen in Chomsky-Normalform ist in Polynomzeit l6sbar.

Beweis: Es gibt einen Algorithmus, der fiir eine kontextfreie Grammatik G = (Vn,Vp, P, S) in
Chomsky-Normalform und ein Wort w € Vi in ¢; - |P| - |w|® + ¢o Schritten entscheidet, ob w € L(G)

ist. Hierbei sind ¢; und ¢ Konstanten, die nicht von G abhéingen.

Algorithmus (Cocke-Younger-Kasami)
Eingaben: Eine kontextfreie Grammatik G = (Vi, Vp, P, S) in Chomsky-Normalform und ein Wort w € V!

mit w = 212 ... %,, fir z; € Vp.
Fir alle 4,5 € {0,1,2,...n} mit 0 < ¢ < j definieren wir Mengen V; ; C Viy durch V;_1; := {A € Vy |
A =% z;x41...2;}, die sukzessive als die Elemente der Felder V; ; einer (n + 1) x (n + 1)-Matrix mit

Elementen aus V bestimmt werden.

fori:=1tondo
Vi, ={A€eVy|A—z, € P}
end (x for i x)
Setze Voo :=0und V1 <i<n: V;; :={x;}
for m:=2 ton do
fori:=0ton—m do
ji=1i4+m
Vij={AeVn|A—BCeP: Jk:i<k<j:BeViy N CeVy;}
end (x for x)
end (x for x)
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Am Ende ist Vj, bestimmt, und es gilt S € V;,, genau dann, wenn w € L(G) ist. Das ist auch ohne
formal strengen Beweis einzusehen, denn es ist ja fiir w = zy29 ...z, gerade S = w fiir n = 1, wenn
S — z1 € P und bei n > 2, falls eine Produktion S — BC € P existiert, so dass B € Vj; und

C € Vi, fiir ein k gilt, d.h. Ableitungen B =% z125...2; und C =% Zp412k42 ... Ty existieren. O
Fiir eine feste Grammatik G arbeitet das CYK-Verfahren in c; - |w|3 + c¢o Schritten, wobei ¢; und ¢

Konstante sind, die nicht von GG, sondern nur von der Implementation der einzelnen Schritte abhéngen.

Der CYK-Algorithmus 148t sich auch wie folgt in eine Matrixmultiplikationsaufgabe umdeuten.

Zu gegebener CFG G = (Vy, Vp, P,S) und fiir Mengen U, W C Vi werden die Operationen * und +
definiert:

UxW = {AeVy|3IBecU:3CeW: A— BC € P}
U+W = UUW

Es gilt nun (Uy +Usz) « W = Uy * W + Uz * W und die Berechnung der Mengen V; ; geschieht wie folgt:

n
Z Vi,k * kaj mit

Vij =
k=1
Viciy = {A€Vn|A— ;€ P} und
Vi,j = 0falls k> j.

Es gilt dann fiir j — ¢ > 2 gerade:

j—1
Vigi= D VikxViy
k=i+1
Das spezielle Wortproblem fiir allgemeine kontextfreie Sprachen wird héufig mit dem hier nicht vor-
gestellten Verfahren nach Earley (1970) entschieden. Dieses benétigt im schlechtesten Fall ebenfalls
1 - |w|3 + co Schritte, hat aber den Vorteil, dass dieses Verfahren fiir eindeutige kontextfreie Sprachen

nur ¢; - |w|? + c2 Schritte bendtigt und sogar hiufig in Linearzeit arbeitet.

Unter Verwendung der schnellen Matrixmultiplikation von Valiant und Strassen ist dieses Problem
. 2,7 . - . . 24...
sogar in |w|”" zu 16sen. Spitere Verbesserungen ergaben Laufzeiten proportional zu |w|”"™" und sogar

236 Da dieses Problem in den meisten praktischen Fillen gar nicht fiir beliebige kontextfreie

zu |w|
Sprachen gelost werden muss, ist die Frage nach dem schnellsten Algorithmus fiir dieses Problem aber

ohnehin eher von theoretischem Interesse.

Die Syntax von Programmiersprachen basiert in der Regel auf eindeutigen oder gar deterministischen
Sprachen, die durch weitere Einschrankungen letztlich sogar nicht mehr kontextfrei bleiben. Trotzdem ist
das Herz jedes Compilers ein Analyseverfahren fiir spezielle, meist deterministische, kontextfreie Gram-
matiken. Fiir die Definition von deterministischen kontextfreien Sprachen sei wiederum auf Kapitel 5

verwiesen.

4.7 Wichtige Abschlusseigenschaften

Im Folgenden werden wir untersuchen, ob die Familie der kontextfreien Sprachen dhnlich gute Eigen-

schaften besitzt, wie die Familie der reguldren Mengen.
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4.7 Wichtige Abschlusseigenschaften

4.36 Theorem

Die Familie Cf ist abgeschlossen gegeniiber den drei requldren Operatoren V, - und *:
1. Vereinigung, d.h. Cf V Cf C Cf
2. Komplexprodukt, d.h. Cf - Cf C Cf

3. Kleene’sche Hiille (Sternbildung), d.h. Cf* C Cf

Beweis: Fiiri € {1, 2} seien kontextfreie Sprachen L; gegeben durch L; := L(G;) fir G; := (V; n, Vi1, Pi, Si).

1. L1U Ly = L(Gg) fir G := (Vl,N (] ‘/21]\] (] {Sg}, Vl,T U %7T,P3, Sg) mit P3 .= P UP, U {Sg —
S1, S3 — Sa}

2. L1-Ly = L(G4) fir G4 := (VLNL'H‘/Q,NL'H{SZ}, Vl,TUVYQ,Ty Py, S4) mit Py := PlUPQU{S4 — 5152}

3. LT = L(G5> fiir G5 = (‘/LN W {55},‘/11T,P5, S5) mit P5 = P1U
{85 — 5155, S5 — A}

4.37 Theorem

Die Familie der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen gegeniiber folgenden Operatoren:
1. Durchschnittsbildung
2. Komplementbildung

3. Bildung einer Mengendifferenz

Beweis: Wir zeigen zunéchst 1. durch Angabe eines Gegenbeispiels:

L; :={a™b" | n € IN} wie auch Lo := {b™c™ | m € IN} sind kontextfreie Sprachen, deren Grammatiken
leicht konstruiert werden kénnen. Wegen Reg C Cf und Theorem 4.36 sind dann auch die Sprachen
L3 := Ly -{c}* und L4 := {a}* - Ly kontextfrei. Wire die Familie Cf gegeniiber Durchschnittsbildung
abgeschlossen, so wire nun auch Ls := L3 N Ly = {a"b"c" | n € IN} € Cf. Ly ist nun aber identisch
zu der Sprache L, aus Beispiel 4.31 auf Seite 110, fiir die wir bereits mit Hilfe des Pumping-Lemmas
gezeigt haben, dass sie nicht kontextfrei ist. Somit ist die Menge L5 also nicht kontextfrei und die
Durchschnittsbildung kann keine Abschlusseigenschaft fiir Cf sein.

2. folgt aus 1.:

Ly = {abc}"\ Ly =LeU L7 U Lg mit
Lg = {a"b’c"|r#s, r,s,t € N},

L; = {a"b°c"|s#t, r,s,t € N} und
Ly = a*b*c*
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4.38

4 Kontextfreie Sprachen und Chomsky-Typ-2-Grammatiken

Letztere Menge Lg ist reguldr und damit kontextfrei. Lg wird mit nachstehenden Regeln erzeugt, bei

denen alle Gro3buchstaben Nonterminale sind:

Ss — ABC, S — A'BC,

A — a4, A — a,
B — aBb, B — A
A — aA'b, A — A
B — bB, B — b,
cC — cC, cC — A

Es ist leicht nachzupriifen, dass gilt:
AB = a'b°ct . ¥r,s,t e N mit r>s A A'B’ = a"b°ct,Vr,s,t € IN mit r < s

Eine Grammatik fiir L7 ist ganz entsprechend zu bilden. Damit ist Lz als Vereinigung kontextfreier
Sprachen nach Theorem 4.36 selbst kontextfrei, ihr Komplement jedoch nicht, womit 2. vollstéindig

gezeigt ist.
Da die Komplementbildung eine spezielle Mengendifferenz ist, folgt 3. sofort aus 2. a

Obwohl der Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen in der Regel nicht kontextfrei ist, kann eine etwas
schwichere, aber dennoch sehr bedeutende, Abschlusseigenschaft beziiglich der Durchschnittsbildung
gezeigt werden. Dieses héufig verwendete Resultat besagt, dass die Familie der kontextfreien Sprachen

gegeniiber Durchschnittsbildung mit reguldren Mengen abgeschlossen ist.

Theorem
Fiir L € Cf und R € Reg gilt LN R € Cf, kurz Cf A Reg C Cf.

Beweis: Sei L = L(G) fir eine CFG G = (Vn,Vp,P,S) und R = L(A) fiir einen NFA A =
(Z,%, K, Zstart, Zend). Wir konstruieren die neue CFG G’ := (V},, V], P/, S") mit den neuen Hilfszei-
chen Vi :={[z,X,2] | 2,2/ € Z und X € Vy}U{S’} und den R und L gemeinsamen Terminalzeichen
Vi =NV

0.B.d.A. nehmen wir an, dass G in Chomsky-Normalform vorliegt und definieren daraus die Regelmenge
P’. Fiir jede Produktion A — BC € P seien folgende Produktionen in P’ enthalten:

[2,A,2"] — [2,B,2][2/,C,2"] € P’ fiiralle z,2/,2" € Z
Weiterhin seien fiir jede Produktion A — a in P folgende Produktionen in P’:
[2,A,2 ]| — a € P’ fiir alle (z,a,2") € K
Ausserdem werden als Startproduktionen zu P’ folgende Produktionen hinzugenommen:
S — [2,8,2'] € P fiir alle 2 € Zgary und 2’ € Zepg
Es gilt L(G’) = L N R, denn in jeder abgeleiteten Satzform in G’ bildet die erste Komponente des

Nonterminals eine Folge von Zustédnden, die mit dem Startzustand von A beginnt und in der zweiten

Komponente des letzten Zeichens mit einem Endzustand endet. Genau dann, wenn die Kante (z, a, 2’)
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4.7 Wichtige Abschlusseigenschaften

in K vorkommt, kann das Terminalsymbol a aus [z, A, z'] erzeugt werden, so dass zu jedem generierten
Wort w € L immer auch ein Erfolgspfad in A gehort. Dank der vielen Produktionen in G’ wird auch
jeder mogliche Erfolgspfad von A in den Satzformen erzeugt, und es folgt L(G’) = LN R. a

Wir betrachten nun als Beispiel fiir eine indirekte Anwendung des uvwzy-Theorems die Sprache L :=
{a*blemd™ | k,l,m,n € IN : k = Ooder | = m = n}. Der Versuch, mit dem Pumping-Lemma zu
beweisen, dass L nicht kontextfrei ist, muss fehlschlagen, denn wenn z € L den Buchstaben a nicht

enthilt, so gilt dies auch fiir alle Worter uvwz'y, ganz gleich welche Zerlegung gewihlt wurde.

Enthilt das Wort z das Symbol a, so wihlen wir eine Zerlegung mit « = v = w = A, x = a und y als
geeignetem Suffix. Alle Worter der Form uv'wzty sind dann wieder Elemente der Menge L. Also kommt
kein Widerspruch zu der Annahme L sei kontextfrei zustande. Trotzdem ist L nicht kontextfrei, und

das 1483t sich so beweisen:

Wiére L kontextfrei, so wére auch L N {a}{b}*{c}*{d}* = {ad"c"d" | n € IN} eine kontextireie Sprache
(nach Theorem 4.38). Von letzterer Menge kann unter Anwendung des uvwzy-Theorems leicht gezeigt
werden (siehe Beweis zu 1. von Theorem 4.37), dass sie nicht kontextfrei ist. Also konnte auch L dies

nicht sein, obwohl das Pumping-Lemma nicht direkt anwendbar war.

Es sind schirfere Ausformulierungen des Pumping-Lemmas bekannt, mit denen es moglich ist, direkt
zu zeigen, dass L nicht kontextfrei ist. Aber auch diese Varianten stellen keine notwendige Bedingung
fiir die Eigenschaft einer Menge kontextfrei zu sein dar, d.h. die Folgerung des Pumping-Lemmas kann
auch fiir Sprachen zutreffen, die nicht kontextfrei sind. In eigentlich allen Fillen kommt man mit dem
hier verwendeten uvwzy-Theorems aus, wenn dazu noch einfache Abschluleigenschaften der Familie Cf,

wie oben exemplarisch gezeigt, hinzugenommen werden.
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5 Kellerautomaten

Die reguldren Mengen hatten wir in Kapitel 3 als die von endlichen Automaten akzeptierten Mengen
kennengelernt. Die kontextfreien Grammatiken hatten wir im vorangegangenen Kaitel verwendet, um die
kontextfreien Sprachen zu definieren. Sie wurden urspriinglich 1955 — 1957 von N. Chomsky definiert
und dienen seit 1958 als Basis fiir die Definition der Syntax (griech. syntaxis, Zusammenordnung,
Lehre vom Satzbau) von Programmiersprachen. Damals war das noch ALGOL 58, fiir die M. Paul
nach der Methode von K. Samelson (1955) einen Ubersetzer mit einem Kellerspeicher fiir die Zuse 722
schrieb. Die Bearbeitung von vollstindig geklammerten arithmetischen Ausdriicken, mit einem nach
dem Kellerprinzip arbeitenden Zwischenspeicher, wurde schon 1951 von H. Rutishauser (1918 — 1970)
entwickelt. Seit 1959 durch F. L. Bauer und K. Samelson, formalisiert durch Oettinger 1961 sowie
1962 von D. Knuth und 1963 von M. P. Schiitzenberger, wurden Kellerautomaten fiir die Analyse von
kontextfreien Sprachen verwendet. Wir betrachten den Kellerautomaten zunéchst als Automatenmodell
zum Akzeptieren beliebiger kontextfreier Sprachen. Erst in Kapitel 6 werden wir einen kleinen Einblick

in die Methoden der deterministischen Syntaxanalyse geben.

5.1 Nichtdeterministische Kellerautomaten

In diesem Abschnitt fithren wir den nichtdeterministischen Kellerautomaten als eine Erweiterung des
nichtdeterministischen endlichen Automaten ein. Wihrend der NFA nur in seinen (endlich vielen)
Zustdnden Informationen zwischenspeichern konnte, hat der Kellerautomat einen Keller- oder Stapel-
speicher mit unbegrenzter Kapazitit. Dieser Speicher hat die fiir Kellerspeicher iiblichen Zugriffsbe-
schrankungen, d.h. es kann immer nur auf das zu oberst liegende Element lesend zugegriffen werden.
Auch Schreibvorgénge sind nur in Form eines Anfiigens am oberen Rand des Speichers moglich. Trotz
dieser Einschrinkungen werden wir schnell zu dem Schlufl kommen, dass es sich hierbei tatsidchlich um

ein méchtigeres Automatenmodell handelt, als der endliche Automat es war.

Wir beginnen mit der formalen Definition des nichtdeterministischen Kellerautomaten und fiihren da-
nach die wichtigsten Begriffe und Eigenschaften ein, die wir fiir einen Vergleich der Machtigkeit mit

anderen Automatenmodellen sowie Grammatiken bendétigen.

Wie schon bei den endlichen Automaten ist auch hier zu beachten, dass ein nichtdetermini-

stischer Kellerautomat durchaus auch deterministisch sein kann. Er darf aber im Gegensatz

zur deterministischen Variante auch nicht deterministisch sein.
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5 Kellerautomaten

5.1 Definition (nichtdeterministischer Kellerautomat)
FEin nichtdeterministischer Kellerautomat (PDA fiir push down automaton) ist ein Tupel A =
(Z,2,T, K, Zstart, Zend, L), wobei gilt:
Z ist eine endliche Menge von Zustédnden.
3} ist ein endliches Alphabet von Eingabesymbolen.
T" ist ein endliches Alphabet von Kellersymbolen.
K CZ x¥*xI'* xI'™ x Z ist die endliche Zustandsiiberfiihrungsrelation.
Zstart C Z ist die Menge der Startzustidnde.
Zend C Z ist die Menge der Endzustinde.

1eT ist das Kellerbodenzeichen oder Kellerbodensymbol.
Wir stellen uns den Kellerautomaten folgendermaflen vor: Er besitzt eine endliche Steuerung, ein Einga-
beband mit einem Lesekopf, der auf dem Eingabewort aus ¥* nur von links nach rechts bewegt werden

kann! und einen Kellerspeicher, auf dem Symbole aus dem Kelleralphabet I' abgelegt werden kénnen.
Als Anschauung hierfiir kann Abbildung 5.1 dienen.

---> nur Lesen

EBOONEEOEnEEE

> Lesen und
v Schreiben nur
am oberen
endliche Kellerende
Steuerung O

FRFFERFEFFREE

Abbildung 5.1: Das Grundmodell eines Kellerautomaten

In jedem , Schritt“, den ein Kellerautomat macht, kann er — geméfi der Angabe in der Zustandsiiberfiihrungs-
relation K — ein Symbol auf dem Eingabeband lesen, gleichzeitig ein Teilwort vom oberen Rand des
Kellers und in Abhéngigkeit dieser beiden Faktoren den Zustand in der endlichen Steuerung wechseln.
Man kann sich dies so vorstellen, als héitte der Lesekopf ein sich automatisch anpassendes Fenster, dessen
Breite von der Lénge der fiir einen Zustandsiibergang notigen zu lesenden Zeichenkette bestimmt wird.
Auf den Kellerinhalt kann — wie bereits gesagt — ausschlieffilich an seinem oberen Ende (top) zugegriffen
werden. Dies geschieht wie beim Eingabeband ebenfalls mit Hilfe eines variablen Fensters, dessen Inhalt
als ein Wort v € I'* dargestellt wird.

IDies entspricht genau der Vorstellung des Eingabewortes bei einem endlichen Automaten.
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5.2

5.3

5.4

5.1 Nichtdeterministische Kellerautomaten

Notation
Wir beschreiben den Kellerinhalt durch ein Wort v € I'*. Dabei verwenden wir die Konvention, dass

das oberste Zeichen des Kellerinhaltes in v ganz am Anfang, d.h. links, steht.

Das Kelleralphabet kann vom Eingabealphabet verschieden sein. Soll zum Beispiel nur die Anzahl des
Vorkommens eines bestimmten Symbols zwischengespeichert werden, kann evtl. ein einziges Symbol im
Kelleralphabet geniigen. Auf jeden Fall enthilt das Kelleralphabet aber ein spezielles Symbol, welches
als einziges am Anfang einer jeden Rechnung den Keller belegt, das so genannte Kellerbodensymbol L.
Es wird manchmal benétigt, um vor dem Einnehmen eines akzeptiernden Zustandes zu priifen, ob der

Keller ,leer ist. Wie dies genau funktioniert, werden wir weiter unten genauer untersuchen.

Fiir die Angabe konkreter Kellerautomaten bedienen wir uns wiederum einer graphischen Automa-
tendarstellung. Abweichend von der Darstellung der endlichen Automaten, muss hier jedoch auch der
Zugriff auf den Kellerspeicher an den Kanten notiert werden. Die Beschriftung folgt der Konvention aus
Notation 5.3.

Notation
Zustandsiiberfiihrungen werden als beschriftete Kanten gezeichnet. Fiir (z1,u,v,w,22) € K wird in

einem Zustandsdiagramm die folgende Kante gezeichnet.

G

Die Arbeitsweise des PDA wird durch die Elemente der Zustandsiibergangsrelation K, die auch als Ein-
trige einer Tabelle aufgefasst werden kénnen, festgelegt und hier zunéchst fiir ein Element (21, u, v, w, 22) €

K informal beschrieben:

Falls sich der PDA in dem Zustand z; befindet, die Zeichenkette u unter dem Lesekopf steht und die
Zeichenkette v den obersten Teil des Kellers bildet, wird der linke Rand des (variablen) Lesekopfes hinter
die eben gelesene Eingabe gesetzt, der gelesene oberste Teil v des Kellerinhalts durch die Zeichenkette

w ersetzt und dann der Zustand zs eingenommen.

Als Konfiguration wird im Allgemeinen eine vollstdndige Beschreibung eines bestimmten Sytems be-
zeichnet. Die Systemstruktur wird dabei als bekannt vorausgesetzt, so dafl die Konfiguration dieses
Systems dann nur noch die aktuelle Speicherbelegung, inkl. der Belegung von Steuerregistern etc. um-
fassen muss. Um die Situation zu beschreiben, in der sich ein PDA befindet, benutzen wir ebenfalls so
genannte Konfigurationen, die eine komplette Beschreibung des Automaten in der aktuellen Situation
darstellen (instantaneous description, ID). Dazu gehort der aktuelle Zustand und die aktuelle Speicher-
belegung genauso, wie die Kopfposition auf der Eingabe. Da ein Kellerautomat ein bereits gelesenes
Symbol des Eingabewortes nicht ein zweites Mal besuchen kann, reicht fiir PDAs die folgende Definition
der Konfiguration aus, in der statt der Kopfposition lediglich die verbleibende (Rest-)Eingabe notiert

wird.

Definition (Konfiguration)
Eine Konfiguration des PDA A = (Z, %, T, K, Zstart, Zend, L) wird notiert als Element k € T* x Z x ¥.*.
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5.5

5.6

5.7

5.8

5 Kellerautomaten

In der Konfiguration k := (v, z, w) beschreibt v den aktuellen Kellerinhalt, wobei das erste Symbol von
v das oberste Kellerzeichen (top-Symbol), z der aktuelle Zustand des PDA’s und w die noch zu lesende
Eingabe ist. Hier enthélt der passende Prifix von w gerade die Zeichen, die in dem Fenster unter dem
Lesekopf sind. In der Anfangskonfiguration besteht das Kellerwort v nur aus dem Kellerbodensymbol,
also v =1. Meist wéhlen wir fiir die Zustandsbezeichner Z und die Eingabe- und Kellersymbole ¥ U T’
disjunkte Mengen und schreiben die Konfiguration (v, z, w) kurz als Zeichenkette vzw € I'* - Z - ¥*. In
diesem Fall trennt der aktuelle Zustandsbezeichner z das gerade auf dem Keller stehende Wort v von
dem Teil der Eingabe, der noch zu bearbeiten ist (das ist die Zeichenkette w). In der Konfiguration vzw
kann der PDA ein Teilwort vom oberen Rand des Kellers lesen (ein Préfix von v) und einige Symbole
von der Eingabe lesen (ein Prifix von w) und in Abhiingigkeit dieser beiden gelesenen Teilworter den

Zustand wechseln und ein Wort auf den Keller schreiben.

Wie bei den endlichen Automaten, wollen wir mit der folgenden Definition die (einschrittige) Ubergangs-

relation definieren und zu einer (mehrschrittigen) Uberfithrungsrelation verallgemeinern.

Definition (Uberfiihrungsrelation)

Seien u,u’,v € T, w,w’ € ¥* und z,z’ € Z. Zwischen Konfigurationen eines Kellerautomaten A wird
die Uberfiihrungsrelation (Rechenschritt-, Transitionsrelation) — C I'*- Z-3* x I'* - Z - ¥* definiert
durch:

wozww' = u'vz'w’ genau dann, wenn 3(z,w,u, v, 2’) € K

Wie tiblich bezeichnet —— die reflexive, transitive Hiille von — und wir schreiben -, wenn andernfalls
unklar ist, zu welchem PDA diese Uberfiihrungsrelation gehért.

Auch Kellerautomaten werden verwendet, um formale Sprachen zu definieren. Aus diesem Grunde
miissen wir noch formal definieren, was hier die akzeptierte Sprache sein soll. Es gibt fiir Kellerau-
tomaten zwei unterschiedliche Arten, Sprachen zu akzeptieren. Die erste entspricht derjenigen Art, die
wir bereits bei endlichen Automaten eingefiihrt hatten. Sie wird durch das Erreichen eines Endzustandes
beschrieben und beachtet nicht den dabei erreichten Kellerinhalt. Die zweite Variante hingegen beachtet
nur den Kellerinhalt und wird so definiert, dass jedes Wort akzeptiert wird, fiir das es eine Rechnung
existiert, die den Keller komplett leert. In diesem Fall darf nicht einmal mehr das Kellerbodensymbol

im Kellerspeicher verbleiben. Beide Moglichkeiten wollen wir nun formal definieren.

Definition (mit Endzusand akzeptierte Sprache)
Die von dem nichtdeterministischem PDA A = (Z,%,T, K, Zstart, Zend, L) mit Endzustand akzep-
tierte Sprache L(A) ist

L(A) :={w € ¥* | 320 € Zstart : 32 € Zepa : v €T* : Lzgw vz}

Definition (mit leerem Keller akzeptierte Sprache)
Die von dem nichtdeterministischem PDA A mit leerem Keller akzeptierte Sprache N(A) ist

N(A) :={w e X" | I20 € Zgtart : 2 € Z : Lzpw— 2}

Beispiel
Der PDA aus Abbildung 5.2 akzeptiert mit leerem Keller die Sprache N(A) = {a™" | n € IN,n > 1}.
Beachten Sie, dass dieser PDA keinen Endzustand benotigt!
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5.2 Deterministische Kellerautomaten und weitere Eigenschaften von PDAs

b,alA
a,\a b, L|A

a, A\

Abbildung 5.2: Ein Beispiel-PDA ohne Endzusténde

Verwenden wir denselben PDA mit 2’ als einzigen Endzustand, so erhalten wir L(A) = {a™b™ | n,m €
IN An>m}.

Analog zu den endlichen Automaten und Grammatiken definieren wir die Aquivalenz zweier Kellerauto-
maten iiber die Gleichheit der akzeptierten Sprachen. Wir verwenden hier die Akzeptierungsbedingung
aus Definition 5.6. Wir werden spéter untersuchen, ob die Definitionen 5.6 und 5.7 zu unterschiedlichen

Sprachfamilien fiithren.

5.9 Definition (Aquivalenz von Kellerautomaten)
Zwei Kellerautomaten A und B heiflen dquivalent genau dann, wenn ihre mit Endzustand akzeptierten
Sprachen gleich sind, d.h L(A) = L(B) gilt.

5.2 Deterministische Kellerautomaten und weitere Eigenschaften
von PDAs

Wenn wir eine deterministische Arbeitsweise des Kellerautomaten voraussetzen wollen, so ist das va-
riable Fenster des Lesekopfes und der dhnlich flexible Puffer zum Zugriff auf den obersten Kellerinhalt
hinderlich. Ahnlich den endlichen Automaten definieren wir zunichst den fast-buchstabierenden Kel-
lerautomaten, der sowohl auf der Eingabe als auch vom Kellerinhalt héchstens ein Symbol bei jedem

Ubergang lesen kann, aber auf dem Keller noch ein beliebig langes Wort schreiben darf kann.

5.10 Definition (Eigenschaften von Kellerautomaten)
Ein Kellerautomat A = (Z, %, T, K, Zstart, Zend, L) heilt

e fast-buchstabierend genau dann, wenn K C Z x (XU {A}) x (T U{A}) x I'* x Z gilt.
e buchstabierend genau dann, wenn K C Z x (XU {A}) xT' xI'* x Z gilt.
e deterministisch, (Abk.: DPDA) genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. |Zstart| =1
2. A ist buchstabierend, d.h. K C Z x (S U{A\}) xI'xT* x Z

3. Zu jedem (z,x,X) € Zx(XU{A})xT gibt es hochstens ein (w, z') € T*x Z mit (z,x, X, w,z’) €
K.

4. Falls (z,\, X,w,?') € K ist, so gilt Ve € X : V2" € Z: (z,z, X, w',2") ¢ K.

Die Familie der von DPDA’s mit Endzustand akzeptierten Sprachen wird mit det Cf bezeichnet.
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5.11

5.12

5 Kellerautomaten

Die Sprachfamilie det Cf bekommt einen eigenen Namen, da sich zeigen wird, dass sie sich von der Familie
der von nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptierbaren Sprachen unterscheidet. Nach einigen
einfachen Konstruktionen auf PDAs widmen wir uns dem Vergleich von kontextfreien Grammatiken

und Kellerautomaten.

‘ Es ist zu beachten, dass ein DPDA in jedem Schritt ein Symbol vom Keller lesen muss!

Theorem

Zu jedem PDA A = (Z,%, 1, K, Zsarty Zend, L) kann effektiv ein dquivalenter fast-buchstabierenden
PDA B := (Z'\ 2,1, K', Z! 14, Z. .4, L) konstruiert werden.

Beweis: Zunichst sorgen wir dafiir, dass die Eingabe immer durch Lesen von héchstens einem Symbol
a € ¥ geschieht. Der neu zu konstruierende dquivalente PDA C := (2", 3, 1", K", Z! ... Z! 4, L) liest
die Eingabe Zeichen fiir Zeichen und speichert die jeweils gelesene Symbolkette in einem Zustand, der
somit als Puffer benutzt wird. Z” := Z U {[z,v'] | (z,u,v,w,2") € K A u' € ¥* ist echter Préfix von u
mit |u’| > 1}. Jede Zustandsiiberfithrung k = (2, u, v, w, z") € K mit

dn>2:Vi<i<n:u; €EXAU=UU... Uy
wird ersetzt durch folgende neue Zustandsiiberfithrungen:
(Za uy, v, >‘a [Z/a ul])v ([Z/, ul]v uz, >‘a /\7 [Z/, ulu?])v ceey ([Z/, Uy ... unfl]v Un, >‘a w, Z/)

In K werden ansonsten alle Zustandsiiberfithrungen von A iibernommen, bei denen nur ein oder gar kein
Eingabesymbol gelesen wird, bei denen also |u| < 1 ist. Es ist leicht zu sehen, dass L(C') = L(A) gilt. Den-
selben Pufferungsmechanismus wendet man an, um auch auf dem Keller stets héchstens ein Symbol zu le-
sen und bei Bedarf zu ersetzen. Man erhélt so den gewiinschten PDA B := (2, 2. TV K', Z!, . .., Z" 4, L).

start’ “end>
Diesen Beweis mogen die Leser(innen) selbst ausfiihren. )

5.3 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Bei endlichen Automaten hatten wir ein Eingabewort stets dann akzeptiert, wenn durch Lesen des
gesamten Wortes ein Endzustand erreicht werden konnte, bei Kellerautomaten kennen wir nun aber
zwei, moglicherweise verschiedene Akzeptierungsweisen: Mit leerem Keller wie in Beispiel 5.8 oder auch
mit Endzustand, wie im folgenden Beweis von Theorem 5.12. Anders als dort jedoch sind im allgemeinen
die mit leerem Keller akzeptierten Sprachen selbst bei dquivalenten Kellerautomaten unterschiedlich.

Die Leser(innen) mogen ein konkretes Beispiel dafiir selbst angeben.

Theorem
Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (Vi, Vr, P, S) kann effektiv ein Kellerautomat Ag := (Z, %, T, K,
Zstarty Zends L) konstruiert werden, fir den N(Ag) = L(Ag) = L(G) gilt.

Beweis: Sei G = (V,Vr, P,S) eine beliebige CFG. Der hier konstruierte Kellerautomat Ag =

(Z,2,T, K, Zstart, Zend, L) besitzt nur drei Zustéinde, Z := {zo, 21, 22}, verwendet ¥ := Vp, und be-
nutzt das Gesamtalphabet von G zusammen mit dem Kellerbodenzeichen I' := Vy U Vp U {1} als
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5.13

5.3 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Kellersymbole. Der PDA hélt stets einen Teil der bei einer Linksableitung erzeugten Satzform im Kel-
ler. Zuerst wird das Startsymbol der CFG auf den Keller geschrieben und bei der weiteren Bearbeitung
das jeweils oberste Kellerzeichen entweder durch die rechte Seite einer passenden Produktion ersetzt
oder, wenn dies ein Terminalzeichen ist, mit der Eingabe verglichen und bei Gleichheit gel6scht. Erst
wenn dann die Eingabe vollstdndig gelesen wurde und das Kellerbodensymbol 1 wieder alleine auf dem
Keller zu finden ist, wurde das Eingabewort abgeleitet. Dann erst kann in den Endzustand iibergegangen
und der Keller endgiiltig geloscht werden. Der Zustandsgraph aus Abbildung 5.3 beschreibt den PDA
vollstandig.

MA|wfiralle A— weP
a,a | X fir jedes a € Vp
@ A\ L|LS )\,L|)\ @

Abbildung 5.3: Dieser PDA simuliert eine CFG

Ein formaler Beweis der Korrektheit dieser Konstruktion ist einfach und den Leser(inne)n iiberlassen.
O

Nachdem wir nun ein Maschinenmodell gefunden haben, mit dem jede kontextfreie Sprache, wenn auch
nichtdeterministisch, akzeptiert werden kann, stellen sich zwei Fragen: ,Erkennen diese Automaten
ausschlieBlich kontextfreie Sprachen, oder akzeptieren sie sogar nicht kontextfreie Sprachen?“ und ,,Kann
jede kontextfreie Sprache von einem DPDA akzeptiert werden?“. Auch wenn letztere Frage mit nein
beantwortet werden muss, 148t sich zum Gliick zeigen, dass Kellerautomaten nur kontextfreie Sprachen
akzeptieren.

Als Lemma zeigen wir zunéichst, dass jede von einem PDA mit Endzustand akzeptierbare Sprache auch
von einem PDA mit leerem Keller akzeptiert werden kann. Dieser PDA kann sogar effektiv konstruiert

werden.

Lemma

Zu jedem mit Endzustand akzeptierenden PDA A := (Z, 3,1, K, Zstart, Zend, L) kann effektiv ein PDA
B:=(Z' S\ I",K', Z} 44, Z' g, L) mit L(A) = N(B) konstruiert werden.

Beweis: Nach Theorem 5.11 konnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass A := (Z, %, T, K, Zstart, Zend, L)
ein fast-buchstabierender PDA ist. Ein PDA B := (Z', X, 1", K', Z!, .+, Z! .4, L) mit L(A) = N(B) wird
folgendermaflen konstruiert: Zunéchst nehmen wir ein neues Symbol $ hinzu, das als Kellerbodenzeichen
benutzt wird und nicht geloscht werden kann. Also IV := I'w {$}. Dies ist nétig, damit kein leerer Keller
erzeugt werden kann wenn die Eingabe nicht akzeptiert werden darf, da der urspriingliche Automat ja
moglicherweise bereits vor dem Akzeptieren im Endzustand den Keller leeren konnte.

Jeden der ehemaligen Startzustéinde von A erreicht man in B durch die zusétzlichen Zustandsiiber-
ginge der Menge K := {(Zbegin, A, L,$L,2) | 2 € Zgars}. Dazu wird mit Z’ := Z & {2pegin, Zempty |
ein neuer Startzustand 2zpegin, sSowie ein neuer Zustand zempty zu Z hinzugefiigt, damit mit neuen Zu-
standsiibergéngen der Menge Ko = {(Ze; A\ A\, A, Zempty) | 2e € Zena} sowie ,Schleifen® der Menge
K3 = {(Zemptys A @, A, Zempty) | @ € I} der Keller nur nach Akzeptieren mit Endzustand endgiiltig
geloscht werden kann. Wir erhalten K/ := K U K1 U Ko U K.
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5 Kellerautomaten

Einmal in den Zustand zempty gelangt, kann der neue PDA nichts anderes tun als den gesamten Keller
zu leeren, ohne dabei weitere Eingabe zu lesen. Andererseits kann dieser Fall immer nur dann eintreten,
wenn der PDA A das Eingabewort akzeptiert hatte. Da A ein fast-buchstabierender PDA war, ist auch
B ein fast-buchstabierender PDA. m|

Der im Beweis zu Lemma 5.13 konstruierte PDA B akzeptiert zwar mit leerem Keller dieselbe
Sprache, die der urspriingliche PDA A mit Endzustand akzeptiert hatte. Trotzdem diirfen wir

hier gem#fl Definition 5.9 nicht von dquivalenten PDAs sprechen!

Theorem
Fiir jeden PDA A ist L(A) eine kontextfreie Sprache.

Beweis: Sei B:= (Z', %, 1V, K, Z!

Learts Zongs L) der geméB Lemma 5.13 zu A existierende fast-buchsta-
bierende PDA mit L(A) = N(B).

Zé/ndv
und somit buchstabierend ist, wird auf der Basis des PDA B definiert. Fiir die Konstruktion dieses
Kellerautomaten wird fiir jeden Zustandsiibergang (z,x,A,v,2’) € K’ mit x € ¥ U {A} die Menge
Ky = {(z,z, X,vX,2") | X € "} zu K" hinzugefiigt. Durch K, wird es dem PDA ermdglicht, die

Wirkung der vormaligen Zustandsiibergénge, fiir die nichts vom Keller gelesen werden musste, mit dem

Ein PDA C p— (Z//7E,F//,K//7Z//

starts 1), der auf dem Keller stets ein Symbol ersetzen muss

Lesen eines beliebigen Kellersymbols zu simulieren. Das gelesene Symbol wird auf jeden Fall sofort
wieder auf den Keller geschrieben. Die iibrigen Zustandsiiberginge werden von K’ iibernommen, d.h.
K" =K' \{(z,2,\v,2') € K' |2 € YU{A} } U K. Dadurch bleiben auch die Ubergiinge aus K’

zum endgiiltigen Leeren des Kellers in K" erhalten.

Offensichtlich gilt somit N(C') = L(A) und K" hat die Eigenschaften, die fiir das weitere Vorgehen, die

sogenannte , Tripelkonstruktion“ einer kontextfreien Grammatik, ben6tigt werden.

Fiir die Tripelkonstruktion verwenden wir ein Nonterminalalphabet mit dem die Zustandsiibergéinge des
PDA notiert werden kénnen. Es wird durch die Regeln der kontextfreien Grammatik eine Zustandsfolge
des Kellerautomaten ,geraten“. In der Grammatik existiert genau dann eine Ableitung enes Terminal-
wortes w, wenn die in der Satzform geratene Zustandsfolge zu einer Erfolgsrechnung des PDA auf w

passt.

Vn = {S}U{lz,X,7]|| X el”, 2,2 € 2"}
Ge = (Vn,Vp,P,S) mit Vp := X sei die CFG zum PDA C und
P = {S— 2%, z€2,,7€Z'} U
{2, X, 2] — a| (z,a, X, \,2) e K" ae SU{N}, X €T, 2,2/ € Z"} U
{l2, X, zx] — alz’, B1,21] - [21, B2, 22] - - .. - [2k—1, Br, 2] | k > 1,2, € Z",
(2,a,X,B1-Ba-...- By, 2') € K"} die zugehorige Produktionenmenge.

Man beweist per Induktion, dass fiir diese Grammatik L(G) = N(C) gilt. Wer es nicht selbst versuchen
mochte, kann Hinweise zum Beweis in der Literatur finden, z.B. in [Schoning], [Hopcroft&Ullman] oder

auch in [Wegener]. o
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5.3 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

5.15 Beispiel
Betrachten wir den PDA aus Abbildung 5.4, so erfiillt dieser alle Bedingungen, die an den PDA C' im Beweis

von Theorem 5.14 gestellt wurden.

a, 1| $b%
a,$ | $b$
ASTA
bb | A AS| A

b,b| A
Abbildung 5.4: PDA aus Beispiel 5.15

Wir kénnen also den letzten Schritt der Konstruktion an diesem Beispiel durchfiihren. Als Nonterminalalpha-

bet erhalten wir die Menge
Vn = {S}U{[z1,9,22] | 21,22 € {2,2'} A y€{a,b, L,$}}

und folgende Menge von Produktionen:

{S—1z,L1,2], S— 2,1, 7],
[2,0,2] — b, [2,b,2'] — b,
[2,8,2] — A, [2,$,2] — A [2/, L, 2] — A} U
{ [2,8, 23] — alz, 8, z1][21, b, 22][22, 8, 23] | V21, 22,25 € {2,2'} } U
{ [z, L, 23] — a|z,$, z1][21, b, 22][22, $, 23] | V21, 22,25 € {2,2'} }.
Diese CFG ist offensichtlich nicht reduziert, denn die Nonterminale [/, b, 2'], [/, b, 2], [z, L, 2], [2, L, 2] und

[2,$, 2] sind nicht terminierbar, kdnnen aber erreicht werden. Wenn alle Produktionen, die diese Hilfszeichen

enthalten gestrichen werden, erhalten wir eine kleinere Grammatik mit folgenden Produktionen:

S —[58.2], S — [2,8, 2],
[2,b,2] — b, [2,b,2"] — b,
(2,8, 2] — A, [2,8,2] — A,

2,8, 2] — a[2,$, 2][2,b, 2][2, $, 2]

[2,8,2] — alz,$, 2][2,b, 2][2, §, 2]

[2,$,2'] — alz,$, 2][2,b, 2][¢/, $, 2]

Weitere Umformungen dieser CFG ergeben die dquivalenten Grammatiken:

S— A A— aAbA, A — X, oder kiirzer: S — aSbS | A.
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5 Kellerautomaten

Die zuletzt in Beispiel 5.15 erhaltene Grammatik ist eine eindeutige CFG fiir die bekannte Dyck-Sprache,
d.h. die Sprache der wohlgeformten Klammerausdriicke mit dem Klammerpaar bestehend aus einer
Offnenden Klammer a und einer schlieenden Klammer b. Formal ist die Dyck-Sprache in der nachste-
henden Definition 5.16) erklért.

Definition (Dyck-Sprache)
Die Dyck-Sprache D, ist definiert durch:

D= {w € {a,b}" [ (w = wv) =(Jul, = [ul,) A (Jwl, = [wl,)}

Nach den bisher erzielten Resultaten konnen wir nun jede kontextfreie Sprache nicht nur durch eine kon-
textfreie Grammatik, sondern auch mit einem Kellerautomaten spezifizieren. Wie bei den kontextfreien
Grammatiken, gibt es auch hier verschiedenen dquivalente Modelle bzw. Akzeptierungsbedingungen,
was wir durch Theorem 5.17 ausdriicken.

Theorem

Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. LeCF

2. L = L(A) fiir einen beliebigen PDA A

3. L = L(A) fiir einen fast-buchstabierenden PDA A
4. L =L(A) fiir einen buchstabierenden PDA A

5. L = N(A) fir einen fast-buchstabierenden PDA A

Beweis: Das Theorem folgt direkt aus Theorem 5.12, Lemma 5.13 und Theorem 5.14. o

In Theorem 5.17 werden Sprachfamilien miteinander verglichen. Die Aussage des Theorems
ist, dass die Familie der durch kontextfreie Grammatiken erzeugbaren Sprachen dieselbe ist,
wie die Familie der von Kellerautomaten mit Endzustand akzeptierbaren Sprachen. Auflerdem
sind die Familien der von buchstabierenden Kellerautomaten mit Endzustand und der von
fast-buchstabierenden Kellerautomaten mit leerem Keller akzeptierbaren Sprachen ebenfalls

dquivalent zu den vorgenannten Sprachfamilien. All diese Maschinenmodelle beschreiben also

dieselbe Sprachfamilie, ndmlich die kontextfreien Sprachen!

5.4 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Bisher haben wir uns auf die Untersuchung von nichtdeterministischen Kellerautomaten konzentriert
und festgestellt, dass diese genau die kontextfreien Sprachen akzeptieren. Ob auch die deterministi-
schen Kellerautomaten dazu fihig sind, wollen wir nun beleuchten. Vom Standpunkt der Syntaxanalyse

von Programmiersprachen wére solch ein Ergebnis von nicht unerheblichem Vorteil. Leider stellt sich
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5.18

5.19

5.20

5.21

5.4 Deterministisch kontextfreie Sprachen

jedoch heraus, dass die Familie det Cf, der von deterministischen Kellerautomaten mit Endzustand ak-
zeptierbaren (kontextfreien) Sprachen, eine echte Teilfamilie der Familie Cf ist! Fiir den Beweis dieser
echten Inklusion werden wir einen Operator definieren, unter dessen Anwendung die deterministisch

kontextfreien Sprachen abgeschlossen sind, nicht aber beliebige kontextfreie Sprachen.

Definition (prafixfrei)
Eine Sprache L C ¥* heifit préfixfrei genau dann, wenn

VweL:YveX*: (wveL)— (v=2»\).

min(L) :={w e L | (w=wvAu€L)— (v=A\)} bezeichnet den préifixfreien Anteil der Sprache L.

Beispiel

Betrachten wir die Menge M := {a™b" | m,n € IN : n > m}, so sehen wir leicht, dass min(M) = {a"b"™ |
n € IN'} ist, denn es gibt fiir n > m mindestens einen echten Prafix eines Wortes a™b™, der wieder als Wort
der Menge M vorkommt. Also muss n = m gelten.

Wihrend bei den nichtdeterministische PDA’s die Akzeptierungsbedingung? nach Theorem 5.17 un-
erheblich war, ist dies bei der deterministischen Variante ein entscheidendes zusétzliches Kriterium.

Theorem 5.20 wird als erster Schritt zum Beweis dieser Tatsache dienen.

Theorem
Eine deterministische kontextfreie Sprache L € detCf ist genau dann prifizfrei, wenn ein DPDA A
existiert, der L mit leerem Keller erkennt, d.h. L = N(A) gilt.

Beweis: Aus L € det Cf folgt die Existenz eines DPDA A mit L = L(A). Ist L zusétzlich préfixfrei, so
konnen in A alle Kanten, die von einem Endzustand wegfiihren, in einen neuen Zustand ,,umgebogen“
werden, der nicht mehr verlassen werden kann, und in dem der gesamte Kellerinhalt gel6scht wird. Dies
zeigt, dass L = N(B) fiir den so veriinderten DPDA B gilt. Ist andererseits L = N(A) fiir einen DPDA,
so ist natiirlich L € det Cf und der deterministische Automat A ist buchstabierend und kann bei leerem

Keller keine weitere Bewegung mehr machen. m|

Aus dem obigen Resultat erhalten wir sofort als Korollar:

Korollar

Die prifizfreien deterministisch kontextfreien Sprachen bilden eine echte Teilfamilie der Familie det Cf .

Beweis: Die Menge {a}*{b}* = {a"b™ | m,n € IN} ist, da regulér, deterministisch kontextfrei, aber
offensichtlich nicht préfixfrei. a

Im vorigen Fall ist zu beriicksichtigen, dass ein DPDA stets ein Symbol vom Keller lesen muss. Daher
ist es nicht moglich, den endlichen Automaten ohne Benutzung des Kellers, der ja zu Beginn einer jeden
Rechnung das Kellerbodensymbol 1 als Inhalt hat, als endliche Kontrolle eines DPDA zu verwenden

und diesen dann mit leerem Keller akzeptieren zu lassen.

2gemeint sind die Akzeptierung mit Endzustand und die Akzeptierung bei leerem Keller
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5.23

5 Kellerautomaten

5.5 Abschlusseigenschaften der deterministisch kontextfreien
Sprachen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit Abschlussoperatoren fiir die Familie der deterministisch kon-

textfreien Sprachen.

Der Beweis von Theorem 5.20 liefl schon erahnen, dass der priéfixfreie Anteil einer deterministischen kon-
textfreien Sprache wieder deterministisch und kontextfrei ist. Theorem 5.22 zeigt, dass dies tatséchlich
der Fall ist.

Theorem
Fiir L € det Cf ist auch min(L) € det Cf .

Beweis: Sei L = L(A) fiir einen DPDA A, dann erhalten wir einen DPDA B fiir min(L) dadurch,
dass wir in A alle Kanten entfernen, die von einem Endzustand wegfithren. Diese Kanten diirfen nicht
benutzt werden, um erneut in einen Endzustand zu geraten, denn min(L) ist prifixfrei, und wenn diese

nie in einen Endzustand fithren kénnen, sind sie ohnehin nutzlos fiir das Akzeptieren eines Wortes. O

Als Spezialfall eines Abschlusses gegeniiber Durchschnittsbildung, zeigen wir nun den Abschluss der

deterministisch kontextfreien Sprachen gegeniiber Durchnitt mit reguldren Mengen.

Theorem
det Cf NReg C det Cf, d.h., die Familie der deterministischen kontextfreien Sprachen ist gegeniiber Durch-

schnittsbildung mit reguldren Mengen abgeschlossen.

Beweis: Da wir bisher noch keine grammatikalische Charakterisierung der deterministisch kontextfreien
Sprachen kennen, kénnen wir keinen dem Beweis von Theorem 3.70 entsprechenden Beweis verwenden.
Es ist aber leicht, die endliche Kontrolle jedes DPDA mit einem deterministischen endlichen Automaten
auf eine Weise parallel zu schalten, dass bei jedem Lesen eines Eingabesymbols sowohl die Transition
des DPDA als auch die des DFA durchgefiihrt wird. Dies entspricht dem Vorgehen bei der Konstruktion
eines Pruduktautomaten fiir den Durchschnitt zweier regulérer Sprachen.

L € det Cf werde von dem DPDA A := (Z, X,Y, K,{20}, Zena) akzeptiert und R € Reg sei L(B) fiir einen
vDFA B := (Z',X',0, 2}, Z.,4)- Ahnlich der Konstruktion des Produktautomaten werde ein DPDA C
mit L(C) = L N R definiert durch:

C:=ZxZ , XNX"Y,K' {(20,20)}s Zena X Zpq)

€

mit der Kantenmenge K’ definiert durch: ((p,p’), z,y,v,(¢,q")) € K’ genau dann, wenn entweder

L (z# M)A ((p,x,y,v,9) € K) A, x) = ¢')
oder

2. 2= AA((p,z,y,v,q) e K)AN(p =¢').

Das heisst, beide Automaten arbeiten synchron. Wenn der DPDA kein Symbol von der Eingabe liest,

so wartet der vDFA in seinem Zustand bis zur nichsten Buchstabeneingabe. Akzeptiert wird, wenn
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5.25

5.26

5.5 Abschlusseigenschaften der deterministisch kontextfreien Sprachen
beide Automaten akzeptieren. Da beide deterministisch waren ist deren ,,Produktkombination“ auch
deterministisch!

O

Unter Verwendung der Theoreme 5.22 und 5.23 sind wir nun in der Lage, von gewissen kontextfreien

Sprachen zu zeigen, dass diese nicht deterministisch sein kénnen.

Definition (Palindrome)
Die Sprache aller Palindrome iiber dem Alphabet {a,b} ist definiert durch:

PAL :={w € {a,b}" |w=w""}

Theorem
Die kontextfreie Sprache PAL ist eindeutig, aber nicht deterministisch.

Beweis: Dass PAL eindeutig kontextfrei ist folgt sofort aus der Existenz der eindeutigen CFG G :=
(Vn,Vr, P,S) mit L(G) = PAL mit den Produktionen

S —aSa|bSb|a|b|A

Wire nun PAL € detCf, dann wére unter Anwendung von Theorem 5.23 auch die Menge K := PALN
(ab) T (ba)T (ab) T (ba)T € detCf. Wegen Theorem 5.22 miifite dann auch min(K) € detCf gelten. Nun
ergibt sich:

min(K) = {(ab)™(ba)™(ab)"(ba)™ | 0 < n < m}
und diese Sprache ist nicht einmal mehr kontextfrei, wie man mit dem uwvwaxy-Theorem zeigen kann.

Also kann PAL selbst nicht deterministisch kontextfrei gewesen sein. O

Die Idee, ein DPDA koénnte beim Akzeptieren von z.B. uu"Yuu"¢’ € PAL nicht festlegen, ob bereits
nach dem Lesen des ersten Teilwortes u die Mitte des Palindroms gefunden sei, oder erst nach wu"¢,

macht das formal bewiesene Ergebnis plausibel, kann aber allein nicht als Beweis dienen!

Ein Beweis dafiir, dass eine Sprache L von keinem DPDA akzeptiert wird, muss von jedem
DPDA schliissig zeigen, dass er nicht L akzeptiert. Nur zu zeigen, dass ein bestimmtes Vor-
gehen, d.h. ein moglicher Algorithmus, nicht zum Ergebnis fiihrt, reicht nicht aus, denn es
konnte ja ein anderes Vorgehen geben, welches nicht so offensichtlich ist, aber dennoch korrekt
arbeitet.

In Beispiel 5.26 lernen wir eine weitere nicht deterministisch kontextfreie Sprache kennen und zeigen, dass
ihr Komplement in Cf liegt. Da wir in Theorem 5.27 zeigen werden, dass in det Cf die Komplementbildung

ein Abschlussoperator ist, kann diese Sprache aber auch nicht deterministisch kontextfrei sein!!

Beispiel

Betrachten wir die Sprache COPY := {w € {a,b}* | w = v-v}. Wir kénnen mit dem Pumping-Lemma fiir
kontextfreie Sprachen zeigen, dass COPY nicht kontextfrei ist. Es ist allerdings relativ leicht zu sehen, dass
das Komplement COPY := {a,b}*\ COPY kontextfrei ist.
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Es gilt namlich COPY = L(G) U R,q4q4 fiir die CFG G mit folgenden 8 Produktionen:

S — AB|BA
A — CAC|a
B — CBC|b
C — alb

und die reguldre Menge R,qq := (aa + ab+ ba + bb)*(a + b).

Mit Hilfe der A-Produktionen werden Ableitungen A == wuav erzeugt, bei denen die Worter u und v die

gleiche Lange haben. Entsprechendes gilt fiir die B-Produktionen, so dass ausgehend von A (bzw von B) alle

Woérter ungerader Lange mit dem Symbol a (bzw. b) in der Mitte erzeugt werden. Aus S kénnen mithin nur

Woerter gerader Lange in {a,b}* abgeleitet werden. Zu der Zeichenkette AB gibt es folgende Ableitungen:

AB = ugav,upbuy

mit beliebigen Wértern wg, up, v, und vy, bei denen lediglich |ug| = |va|, sowie |up| = |vp| sichergestellt ist.

Da also |v,up| = |ua|+ |vs| = |uqvs| gilt, steht bei einer vermuteten Zerlegung der abgeleiteten Zeichenkette

UqaVa UpbVy = wrwe Mit |wy| = |we| das Symbol a an der Position |u,| + 1 in wq, wéhrend an der gleichen
Position in wy das Symbol b zu finden ist. Daher gilt L(G) = {w € {a,b}* | w = wyws, |w1| = |wa|, w1 #
wa }. Da kein Wort w mit ungerader Lange in COPY vorkommt, die Wérter in L(G) jedoch alle von gerader

Lange sind, muss noch die reguldre Menge Roqq = (aa+ab+ba+bb)*(a+b) hinzugenommen werden. Da die

Sprachfamilie Cf gegeniiber Vereinigung abgeschlossen ist, haben wir mit diesen Bemerkungen COPY € Cf

gezeigt.

Mit Theorem 5.27 kénnen wir zeigen, dass — wie auch PAL — COPY aus Beispiel 5.26 keine determini-

stisch kontextfreie Sprache sein kann.

5.27 Theorem
Die Familie der deterministisch kontextfreien Sprachen ist effektiv gegeniiber Komplementbildung abge-
schlossen, d.h. fir L € detCf ist stets auch L € detCf.

Beweis (ldee): Grundsitzlich folgt man derselben Idee wie bei bei den endlichen Automaten, ndmlich
den Ansatz die Endzustéinde des DPDA mit denen aus der Menge Z\ Zopnq (also den Nicht-Endzusténden)

zu vertauschen. Dies geht aber aus folgenden Griinden nicht so einfach wie zunéchst angenommen, denn

der DPDA kann ein Wort w aus unterschiedlichen Griinden ablehnen?:

Die Rechnung bricht ab, weil der Keller leer ist.

. Das Wort w wird nicht vollstindig gelesen, weil eine notige Folgekonfiguration in der Rechnung

nicht definiert ist.

Der DPDA gerit in eine Endlosschleife von Ubergiingen, ohne weitere Symbole von der Eingabe

zu lesen.

3Bei

einem vDFA wurde ein Wort genau dann nicht akzeptiert, wenn es komplett gelesen wurde und danach kein

Endzustand erreicht war. Eine andere Moglichkeit des Ablehnens gab es dort nicht!
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5.5 Abschlusseigenschaften der deterministisch kontextfreien Sprachen

4. Ein Wort kann auch mit einer Rechnung akzeptiert werden, bei der der DPDA ohne weiteres Lesen

der Eingabe abwechselnd in End- und Nicht-Endzustidnde gerit.

In keinem der vier Fille d&ndert das Vertauschen der Endzustédnde diese Situation, und diese Félle miissen
besonders bedacht und behandelt werden. Wir werden diesen Beweis nicht im Detail ausfiithren, sondern
nur skizzieren, wie hierbei vorgegangen werden kann. In [Harrison] findet man dies auf zehn Druckseiten
ausgefiihrt:

Zu 1.: Neues Kellerbodenzeichen vor das alte setzen.

Zu 2.: Einfithren eines neuen Zustandes psenke, aus dem keine Kante mehr herausfiithrt. Bisher in an-
deren Zusténden nicht definierte Folgekonfigurationen fithren jetzt alle in den Zustand psenke-

Zu 3.: Fall a): In der A-Schleife wird der Keller nie kiirzer, aber ein Endzustand kommt mindestens
einmal vor. Wenn die Konfiguration xq den Beginn der A-Schleife bedeutet, wird die Kante
(¢, \,z,2',q'") durch folgende neue Uberginge ersetzt: {(¢,\,z,z,p)} U {(p,b,y,y,p") | b €
Y,y € T}U{W,by,y,p") | b € ¥,y € T'}. Hierbei wird der neue Zustand p als neuer
Endzustand definiert.
Fall b): Falls die Konfiguration zq der Beginn einer A-Schleife ist, in der niemals ein Endzu-
stand vorkommt, so wird die Kante (¢, A, z,2’,¢’) durch die neuen Kanten {(q, \, z,z,p")} U
{p,b,y,y,0") | b€ X,y € T'} ersetzt.

Die Situation 4. sowie die Notwendigkeit, diese Fille effektiv voneinander unterscheiden zu konnen,

lassen sich nicht mehr kurz skizzieren, so dass auf die Literatur verwiesen werden muss. O

Wir haben oben mehrfach gezeigt, dass eine eindeutige kontextfreie Sprache nicht deterministisch zu
sein braucht. Wir kénnen allerdings zeigen, dass zumindest umgekehrt jede deterministisch kontextfreie

Sprache auch eindeutig sein muss.

Dieses Ergebnis ist fiir die Syntaxanalyse der auf kontextfreien Grammatiken basierenden Programmier-

sprachen von grofier Bedeutung.

Theorem

Jede deterministische kontextfreie Sprache ist eindeutig.

Beweis (Idee): Wir benotigen die Tripelkonstruktion, um aus dem DPDA, der eine Sprache L € det Cf
akzeptiert, eine CFG zu erhalten. Diese Grammatik besitzt nun zu jeder akzeptierenden, eindeutig

bestimmten, Rechnung des DPDA genau eine Linksableitung.

Da die Tripelkonstruktion bei einem PDA angewendet wird, der mit leerem Keller akzeptiert, werden
wir die Sprache L um ein weiteres Endezeichen zu L-{¢} ergénzen, wodurch die Sprache L-{¢} prifixfrei
ist und von einem DPDA mit leerem Keller akzeptiert werden kann.

Die Details sind mit dieser Beweisidee nicht vollstdndig ausgefithrt. Der Beweis wird gem#fl Abbil-

dung 5.5 in einzelne Schritte zerlegt.
O

Nun haben wir die wichtigsten Eigenschaften der kontextfreien Sprachen anhand von kontextfreien
Grammatiken und anhand von Kellerautomaten behandelt. Im n#chsten Kapitel werden wir uns der

praktischen Anwendung fiir die Syntaxanalyse zuwenden.
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5 Kellerautomaten

132

L € detCf
L{¢} € detCf und prifixfrei
L{f} = N(A) fir DPDA A [ Topellomsimiion > L(G) = L{¢}
jede Rechnung - ---=-=------------- - Linksableitung
jedes w¢ hat genau eine Erfolgsrechnung - - - - genau ein Ableitungsbaum fiir w§

aus G fiir L{¢} eindeutig folgt G’ fiir L eindeutig

Abbildung 5.5: Die Beweisidee zu Theorem 5.28



6 Syntaxanalyse kontextfreier Sprachen

In diesem Kapitel soll hauptséchlich die Anwendung von Ergebnissen der theoretischen Informatik auf
die grundsétzlichen Methoden bei der Ubersetzung von deklarativen (imperativen) Programmierspra-
chen untersucht werden. Aber auch auf die wesentlichsten Aufgaben und einige Techniken des Uber-
setzerbaus wird eingegangen. Vollstindigkeit im Sinne einer Vorlesung zu Compilerbau ist hier nicht

beabsichtigt und auch nicht mdoglich, dazu sind weiterfithrende Veranstaltungen nétig.

Die Aufgabe eines Ubersetzers ist es, eine Programmiersprache bedeutungséiquivalent in eine andere
Sprache zu transformieren. Meist sind die (Quell-)Programme in einer hoheren Programmiersprache
geschrieben und sollen in eine maschinenorientierte (Ziel-)Sprache iibersetzt werden, damit der in der
Quellsprache formulierte Algorithmus auf einem Rechner ausgefiihrt werden kann. Solche Ubersetzer
werden in der Regel als Compiler bezeichnet. Da ein Computer in der Regel nur Maschinencode
ausfithren kann, ist eine zweite Ubersetzung aus der maschinenorientierten Zwischensprache nétig, die
aber oft einfacher zu bewerkstelligen ist. Zu den einzelnen Techniken der Codegenerierung werden wir in

diesem Skript nichts ausfiihren, die Methoden der Syntaxanalyse werden den gréfiten Raum einnehmen.

Ein Compiler iibersetzt das Quellprogramm (source code) in ein ausfithrbares Zielprogramm (target
code) vollstindig, bevor dieses ausgefiihrt wird. Ein Vorteil dieses Verfahrens ist es, dass der iibersetzte

Zielcode wiederverwendet werden kann.

Bei einigen Programmiersprachen ist es moglich oder sogar vorteilhaft, nur jeweils den gerade aus-
zufiihrenden Befehl zu iibersetzen und zur Ausfithrung bringen zu lassen. Solche Programme bezeich-
net man als Interpreter (interpreter). Ein Vorteil ist hier die Moglichkeit zur Programménderung
wihrend der Laufzeit. Ein nicht zu unterschiitzender Nachteil ist die wiederholt notige Ubersetzung
gleicher Anweisungen, jedesmal wenn diese durchlaufen werden. Auch ist die Wiederverwendung des

einmal ausgefithrten Programms nur als Quellcode méglich.

6.1 Aufbau eines Compilers

Compiler arbeiten meist nach dem in den folgenden Abschnitten skizzierten Schema und sollen bei ihrer
Ubersetzung grundsitzlich die dort skizzierten Aufgaben erfiillen, die jeweils an einem kleinen Beispiel

illustriert werden.
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6 Syntaxanalyse kontextfreier Sprachen
6.1.1 Lexikalische Analyse

Das Quellprogramm wird analysiert. Es werden Symbole eingelesen, tiberfliissige Leerzeichen unter-
driickt, die Korrektheit sprachinterner Schliisselworte gepriift und diese durch interne Symbole (Token)
ersetzt. Dabeil werden Pointer zu weiteren Informationen wie Wert, Tokentyp und ASCII- Wert ange-
legt und es werden kontextabhéngige (z.B. nicht deklarierte Variablen) und syntaktische Fehler (falsche

Schreibweise) gesucht.

Beispiel
Betrachten wir das Programmfragment IF i <=n THEN a(/i+1/):=0 ELSEi:=i+1;

Die Worter zwischen den senkrechten Strichen werden als Token interpretiert:
[IF |i|<=|n|THEN [a [ (/|i[+[1]/)[:=|0|ELSE |i[:=|di|+|1];]
Aktion, Pointer zu ,, <" syntaktisch, Pointer zu ,,]"

Identifier, Pointer zur Adresse von ,,i"

Als Basis der lexikalischen Analyse wird meist ein deterministischer endlicher Automat verwendet, bei
dem jedes akzeptierte Wort einem Token entspricht. Die Menge der Token kann sehr grof sein, ist aber

eine regulire Menge und kann somit auch durch einen rationalen Ausdruck beschrieben werden.

In dieser Phase des Ubersetzens wird bereits eine Syntaxtabelle angelegt, welche die spiitere semantische

Analyse vereinfacht. Der Programmteil fiir die lexikalische Analyse wird als Scanner bezeichnet.

6.1.2 Syntaktische Analyse

Bei kontextfreier Syntaxdefinition einen Ableitungsbaum zu der von der lexikalischen Analyse erstellten
Token-Kette erzeugen. Zu der Folge |i| := |i| + |1| konnte z.B. der Ableitungsbaum aus Abbildung 6.1

gehoren.

Es wird {iberpriift, ob der Programmtext geméfl der Programmiersprachengrammatik wohlgeformt ist.
Dieser Programmteil des Compilers wirs als Parser bezeichnet. Der hier erstellte Ableitungsbaum stellt

die Grundlage fiir die folgende Phase der semantischen Analyse dar.

6.1.3 Semantische Analyse und Codegenerierung
In einer Synthese-Phase wird nun der sogenannte abstrakte Syntaxbaum aus dem Ableitungsbaum
konstruiert, der d&hnlich zu bilden ist, wie die Baumdarstellung eines arithmetischen Ausdrucks.

Der Ableitungsbaum wird nach Fehlern durchsucht und es werden in Vorbereitung auf die Phase der
Codegenerierung Adressen im Ziel-Code festgelegt. Dies geschieht u.a. fiir Konstanten, Variablen und

Zwischenergebnisse.

Anschlielend gehort oftmals noch eine Phase der ,,Normalisierung® dazu, bei der semantisch gleiche

Sprachkonstrukte in eine einheitliche Form gebracht werden.
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(statement)
T
(variable) [:=] (expression)
<iden|tiﬁer> (simple e>|<pression>
[L] (term) 4]
(fac|tor>
<vari|able>
(iden‘|uiﬁer>

|
1]

6.1 Aufbau eines Compilers

(term)

(factor)

(constant)

|
1]

Abbildung 6.1: Ableitungsbaum zu |i| := |i| + |1

” IF77

Abbildung 6.2: Ein noch zu normalisierender Ableitungsbaum
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6 Syntaxanalyse kontextfreier Sprachen

In dem in Abbildung 6.2 dargestellten abstrakten Syntaxbaum wird z.B. der linke Teilbaum:

” b2 ” ”
+ +

/ \ durch den rechten Teilbaum ersetzt: / \

1] 1] [i] 1]

Die Trennung zwischen der syntaktischen und der semantischen Analyse ist hier genauso unscharf, wie
die zwischen semantischer Analyse und Codegenerierung.

Die Erkennung gemeinsamer Teilausdriicke, wie im Beispiel des Ausdrucks ,,i+1“ an zwei verschiedenen
Stellen des abstrakten Syntaxbaums gehort dazu, sowie deren teilweise Ersetzung durch entsprechende
Pointer zu einem Auftreten.

Einfachste Konstantenrechnungen kénnten auch hier schon durchgefiihrt werden.

6.1.4 Codeoptimierung

Vielleicht nicht in allen Compilern verwendet, werden hier einige Mafinahmen zur Generierung von
teiloptimiertem Code durchgefiihrt. Wichtig ist es, schon jetzt einzelne Operationen durch besonders
gut implementierte, d.h. schnell ausfithrbare Oerationen, zu ersetzen. Bei der Summe ,+“ mit zwei

Operanden konnte statt ,,4+1“ zum Beispiel ein Befehl ,increment® benutzt werden.

Mehrdimensionale Felder kénnen zum schnelleren Zugriff linearisiert werden. Attribute wie Feld-Lénge,

Deklarationstiefe, etc. konnen am abstrakten Syntaxbaum eingetragen werden.

Vereinfachungen von einfachen Laufschleifen durch
Splitten, Zusammenfassen, Abwickeln oder Heraus-
ziehen von Anweisungen kénnen vorgenommen wer-

den. [A]

Die eigentliche Codegenerierung hingt stark von / \
[A]

der Maschine und der maschinennahen Assembler-

” 77

sprache ab. Aus dem optimierten abstrakten Syn-
taxbaum des Beispiels konnte ein einfacher Null- / \
adresscode entstehen.

[B] (€]

Dieser ist einer klammerfreien (sog. polnischen) Notation des arithmetischen Ausdrucks sehr dhnlich:
ID A, LOAD, ID A, LOAD, ID B, LOAD, ID C, LOAD, MUL, SUB, STORE

Wird ein 1-Adress- oder ein 1,5-Adress-Code verwendet, so werden noch Hilfsvariablen und weitere

Optimierungen eingesetzt. Die Anweisung A := A — B x C fithrt zu folgenden Assemblercodes:
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6.2 Deterministische Syntaxanalyse

1-Adress-Code | 1,5-Adress-Code
LOAD B LOAD R, : B
MUL C MUL Ry : C
STORE H; LOAD Ry : A
LOAD A SUB Ry : Ry
SUB H; STORE A : Ry
STORE

6.2 Deterministische Syntaxanalyse

Auch wenn in der heutigen Zeit vielleicht nicht jede(r) Informatiker[in] einen Compiler schreiben muss,
werden doch oft genug Anpassungen schon existierender Software an vorhandene Compiler, oder um-
gekehrt Anderungen an existierenden Compilern nétig, um neue Sprachelemente verwenden zu kénnen.
Auch aus diesen Griinden ist die Kenntnis der prinzipiellen Moglichkeiten zur Entwicklung von Compi-

lern angezeigt.

Fiir die Entwicklung von Compilern gibt es unterschiedliche Methoden, von denen einige inzwischen

schon halbautomatisch mit Hilfe von Compiler-Generatoren vorgenommen werden.

Wir wenden uns nun den wichtigsten deterministischen Syntaxanalyseverfahren zu, die bei zugrundelie-
genden kontextfreien Grammatiken angewendet werden. Bevor die einzelnen Varianten der kontextfreien
Grammatiken genau definiert werden, sollen an einzelnen Beispielen die grundsétzlichen Verfahrenswei-
sen bei der Syntaxanalyse beleuchtet werden. Dadurch sollen die nachfolgenden formalen Definitionen
leichter verstédndlich werden.

Insbesondere werden die Methoden des bottom-up parsing und des top-down parsing unterschieden. Wir
behandeln sie in den Abschnitten 6.2.1 und 6.2.2

6.2.1 Bottom-up Parsing mit Keller

Sei G die bekannte CFG fiir einfache aritmetische Ausdriicke mit den Regeln:

E
E— E+T|T, unddem Ableitungsbaum fiir E T
T—T«F|F, dasausdem Startsymbol F ‘ / \
F— (E)|1 ableitbare Wort 4 44 %4 : T 7‘1 F
F F
i + @ x g

Die Eingabe fiir den Algorithmus ist nun die Zeichenkette i + i % i, die unter Benutzung eines Kellers

mit einem Symbol Vorausschau analysiert werden soll. Die Eingabe wird dabei von links nach rechts
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6 Syntaxanalyse kontextfreier Sprachen

gelesen, und das Zeichen der Vorausschau wird in einem Puffer (endliche Kontrolle) gespeichert. Dazu
wird versucht, die in einer Rechtsableitung zuletzt angewendete Produktion riickgidngig zu machen, also
die vorhergehende Satzform zu erzeugen. Der jeweilige Kellerinhalt, zusammen mit der noch zu lesenden
Kette von Eingabesymbolen, bildet dabei immer die Satzform der Rechtsableitung. In Tabelle 6.1 sind

die einzelnen Reduktionsschritte, dhnlich den Konfigurationen des PDA, untereinander aufgefiihrt. In

Tabelle 6.1: Beispiel fiir LR(1)-Parsing
Kellerboden | | Vorausschau

Kellerinhalt zu lesende Eingabe
T+ 0 % d Start
T+t ok shift
1|+ |7 o* e shift
Fl4+]7x%1 reduce
T |+ |4 %1 reduce
E |+ |ix1 reduce
+ FE | i | %1 shift
+Ei| x| shift
F + F 1 reduce
T+ E | * |1 reduce *)
*T + B | 14 shift
1+ T + F shift
F«T+ FE reduce
T+ FE reduce
E reduce
accept

der Situation *) darf der Kellerinhalt E+ T nicht reduziert werden, da das Symbol  in der Vorausschau
Prioritéit hat! Mit shift und reduce Schritten wird auf dem Keller gearbeitet, weswegen diese Methode
auch den Namen Shift-Reduce-Verfahren bekommen hat. Das oben am Beispiel dargestellte Verfahren
wird meistens jedoch als LR(1) bezeichnet: Das , L steht fiir Eingabe von links nach rechts und das
LR fiir eine Rechtsableitung suchen. Die endliche Kontrolle wird als Steuerung iiber eine Tafel verstan-
den, weshalb dies ein tafelgesteuertes Verfahren ist. Fiir einen Compiler fehlen noch die semantischen
Aktionen und die fiir eine Ubersetzung nétigen Ausgaben. In der theoretischen Informatik betrachtet
man daher auch Kellerautomaten mit Ausgabe, die, dhnlich wie die endlichen Automaten mit Ausgabe,

als akzeptierende Keller-Transduktoren verwendet werden.

6.2.2 Top-down Parsing mit Keller

Da die zuvor verwendete Grammatik Linksrekursionen® enthélt, muss diese noch nach dem iiblichen Ver-

fahren? zum Entfernen von Linksrekursionen veréndert werden. Wir verwenden demnach die dquivalente

1Eine Linksrekursion liegt in einer Grammatik vor, wenn es in ihr Regeln der Form A — Aw gibt.
?Das Verfahren wird bei der Transformation von beliebigen kontextfreien Grammatiken in Greibach-Normalform ange-

wendet und ist im Beweis zu Theorem 4.25 ausgefiihrt.

138



6.2 Deterministische Syntaxanalyse

CFG mit folgenden Regeln:

E — TF

E' — 4+TE |\
T — FT

T — %FT' |\
F — (B)|i

Das top-down Verfahren versucht zu der vorgelegten Zeichenkette eine Linksableitung zu finden, wobei
der gespiegelte Kellerinhalt zusammen mit der noch zu lesenden Eingabe die jeweils abgeleitete Satzform
ergibt.

Der Ableitungsbaum fiir ¢ + ¢ * ¢ ist in Abbildung 6.3 dargestellt.

F

/ \

T E
VAN | T
F T’ T E'

i
N
A F F T
|
o
) + 7 * 7

Abbildung 6.3: Ableitungsbaum fiir 4 + 7 * ¢

Die Analyseschritte fiir dieses sogenannte LL(1)-Parsing sind wie beim LR(1)-Verfahren in Tabelle 6.2
knapp dargestellt:

Immer wenn ein Terminalsymbol auf dem top des Kellers erscheint, also ganz links von der Grammatik
generiert wird, wird dieses mit dem Symbol der Eingabe, welches sich im Vorausschau-Puffer befindet,
verglichen und beide geloscht, falls sie identisch sind. Auf diese Weise werden auf dem Keller entweder

expand- oder reduce-Schritte durchgefiihrt.

Die in diesem Verfahren benutzte CFG ist eine sogenannte LL(1)-Grammatik, die eine deterministische
Syntaxanalyse mit einem Kellerautomaten bei einem Zeichen Vorausschau gestattet. Das Symbol in
der Vorausschau bestimmt eindeutig, welche Produktion der Grammatik jeweils bei der Expansion zu

verwenden ist.

Andererseits ldsst eine LL(1) Grammatik auch sehr einfach das Verfahren des rekursiven Abstiegs zu.
Letzteres werden wir hier am gleichen Beispiel durch Angabe der Analyseprozeduren vorstellen. Die
Prozeduren werden direkt aus der Umsetzung der Produktionen gewonnen und sind selbsterklérend. Sie

sind in Algorithmus 6.2 dargestellt. Die Eingabe fiir diese Prozeduren bestehen aus den Symbolen des
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6 Syntaxanalyse kontextfreier Sprachen

Tabelle 6.2: Beispiel fiir LL(1)-Parsing

Prafix der Satzform im Keller

Kellerboden |

| Vorausschau

Kellerinhalt

zu lesende Eingabe

E

E

TE'
FT'E’
iT'E’
T'E'
TE'
E/
+TFE'
TE'
TE'
FT'E'
T'E'
T'E'
TE'
*FT'E'
FT'E'
FT'E'
iT'E’
TE'
E/

I S
N )
N )
|+ % g
T | 4+ %1
+ 1 % 1
+ |7 % 1
+ |7 % 1
+ |7 % ¢
R
| x1
| x1
| *1
* 9
x | 1
* |1
)
)
)

Start
positioning
expand
expand
expand
reduce
positioning
expand(T' — X)
expand
reduce
positioning
expand
expand
reduce
positioning
expand
reduce
positioning
expand
reduce
reduce

accept

zu analysierenden Textes, der hier z.B. in Form einer Liste mit den iiblichen Operationen zur Verfiigung

gestellt wird.

6.3 LR(k)-Grammatiken

Wir behandeln nun etwas formaler die LR-Parsingmethode. LR-Parsing ist aus folgenden Griinden

attraktiv:

e Jede deterministische kontextfreie Sprache kann mit diesem Bottom-up Verfahren analysiert und

iibersetzt werden

Dieses Verfahren kann effizient implementiert werden.

Syntaktische Fehler kénnen so frith wie moglich erkannt werden.

Viele existierende Compiler-Generatoren bieten sogar Hilfen an, wenn eine Grammatik keine LR~

Grammatik ist, Mehrdeutigkeiten aufweist und daher geédndert werden muss.

140




6.2 Algorithmus

6.3 LR(k)-Grammatiken

proc expression is:

begin term; restexpression end

proc term is:
begin factor; restterm end

proc factor is:
begin
if head(input) ="i" then goto OK
if head(input) =" (" then
begin input := tail(input); expression;
if head(input) = ")"then goto OK else
end
else FEHLER
OK: input := tail(input)
end

FEHLER

proc restexpression is:

begin
if head(input) ="+" then
begin
input := tail(input);
term; restexpression;
end
end

proc restterm is:

begin
if head(input) = "*" then
begin
input := tail(input);
factor; restterm;
end
end
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6.3

6.4

6.5

6 Syntaxanalyse kontextfreier Sprachen

e Die LR-Parsingmethode ist das am besten ausgebaute Verfahren, und beinahe jede Programmier-
sprachensyntax besitzt eine LR(k)-Grammatik.

Es muss dazu betont werden, dass die im Compiler verwendete Syntaxbeschreibung einer Programmier-
sprache nicht die gleiche zu sein braucht, die die Benutzer zur Spezifikation der Sprache erhalten. Die im
Compiler verwendete Syntaxbeschreibung wire fiir die Benutzer auch mit zu vielen Details befrachtet.

Wir definieren zunéchst formal den Begriff der LR(k)-Grammatik nach [Hopcroft&Ullman].

Definition (LR(%)-Grammatik)

Sei G := (Vn,Vr, P, S) eine reduzierte kontextfreie Grammatik, bei der das Startsymbol S in keiner
rechten Seite einer Produktion vorkommt.? Fiir alle k € IN und jedes w € V* bezeichne firsty(w) den
Préfix von w der Lénge k. D.h.:

w, falls |w| <k

uw, falls|u] =%k undw=u-v

frstn () = {

Die CFG G heifit LR(k), falls die Bedingungen 1., 2. und 3. die Aussage 4. implizieren:
1. Ja,B,y€eV*JAe€Vy: S % aAy = afy

2. 30/,9',7y"€V*IBEVN: 5§ = o'BY = apy”
3. firsty(y) = firsty(v")

4. A=B,a=d und~' =+"
Diese Definition spiegelt genau das wieder, was im Beispiel bei dem bottom-up Verfahren zu erkennen
war: Die Symbole in der Vorausschau von k Zeichen (im Beispiel war k = 1) bestimmen eindeutig, welche
Regel fiir die Reduktion (den reduce-Schritt) zu wihlen war. Um diese Situation einfach beschreiben zu
konnen benutzen wir die Definition des Schliissels einer Rechtsableitung aus dem wir die Produktion
fiir die Reduktion erkennen kénnen.

Definition (Schliissel einer Ableitung)
Zu einer Rechtsableitung S %> aAw = afw heilt die Zeichenkette 0 mit der Angabe ihrer Position

der Schliissel (Griff, handle) dieser Ableitung. Wir schreiben diesen als (A — 3, |af]).

Wie man der Definition leicht entnimmt, ist der Schliissel bei einer LR(k)-Grammatik immer eindeutig.
Daher ist es nicht verwunderlich, dass jede LR(k)-Grammatik ausschliellich eindeutige Ableitungen
besitzt.

Beispiel

Betrachte die CFG mit den Produktionen S — aAc, A — Abb | b.

Fiir jedes i > 1 hat das Wort aAb*'c den Schliissel (A — Abb, 4) und ab**'c hat den Griff (A — b,2).

31In [Harrison] ist anstelle der strengen Bedingung ,keine rechte Seite einer Produktion enthélt das Startsymbol S¢ ledig-
lich gefordert, dass folgende Ableitung nicht méglich ist: ,,S £ 5“. Dadurch ergibt sich bei den LR(0)-Grammatiken
eine andere Sprachklasse. Wir weisen darauf mit einigen Beis;elen hin und bezeichnen die LR(k)-Grammatiken nach
der Definition von Harrison hier als LR’(k)-Grammatiken, werden aber kaum Beweise fiir die zitierten Resultate an-
geben.
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6.6

6.7

6.8

6.3 LR(k)-Grammatiken

Theorem
Jede LR(k)-Grammatik ist eindeutig.

Beweis: Betrachte zwei beliebige Rechtsableitungen S % w und S % w, mit denen das Wort w

mit m bzw. n Schritten generiert wird. Fiir den Beweis, dass beide Ableitungen die selben Regeln an
den gleichen Stellen und in der selben Reihenfolge benutzen, verwenden wir Induktion iiber die Zahl
m € IN.

Induktionsbasis: m = 0 bedeutet w = S und, da G reduziert ist und niemals S = S vorkommen

kann, muss folglich auch n = 0 gelten.
Induktionsschritt: Seien oB.dA. 1 < m < n, S m?}l aAy e afy = w und

S ”T—_e% o' By = afy = w. Aus der LR(k) Eigenschaft folgt nun A = B und a = o’ und v =+’.

Nach der Induktionsannahme sind schon die Ableitungen S 2=! oAy und S ’%% o' By = aAy

re

gleich. Also miissen auch die urspriinglichen Ableitungen S % w und S % w identisch sein.

d

Nach der LR'(k) Definition von Harrison ist die Grammatik mit den Regeln S — Sa | a eine LR'(0)-
Grammatik nicht jedoch nach der Definition in [Hopcroft& Ullman]. Fiir die hier gemifl [Hopcroft& Ullman]

definierten LR(k)-Grammatiken gilt folgender Satz, den wir ohne Beweis zitieren:

Theorem

Folgende drei Aussagen sind dquivalent:

1. L ist prifizfreie, deterministische kontextfreie Sprache
2. L = L(QG) fir eine LR(0)-Grammatik

3. L = N(A) fir einen DPDA

Fiir die LR’(0)-Grammatiken nach der Definition von Harrison erhalten wir eine echte Obermenge der
préfixfreien, deterministischen kontextfreien Sprachen.

Fiir die LR'(0)-Sprachen gilt das Charakterisierungsresultat:

Theorem
L ist LR'(0)-Sprache genau dann, wenn gilt:

Ve, y eViNz e Vi (e € L)AN(zz€ L)A(y€ L)—(yz € L)

Nach Harrison ist also die Dycksprache Dy aller wohlgeformten Klammerausdriicke eine LR(0’)-Sprache,
wihrend sie dies nach unserer Definition nicht ist, denn sie ist nicht préfixfrei. Gilt k # 0, so unterschei-
den sich die Sprachen der LR(k)- und der LR’ (k)-Grammatiken nicht mehr. Hier gilt dann:
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Theorem

Folgende drei Aussagen sind dquivalent:

1. L ist deterministisch kontextfrei, d.h. L = L(A) fiir einen DPDA A.
2. L = L(Q) fir eine LR(1)-Grammatik G.

3. L = L(G) fir eine LR(k)-Grammatik G fiir ein k > 1.

Trotz der Gleichheit der durch LR(k)- und LR(k + 1)-Grammatiken beschriebenen Sprachen, bilden die

Grammatiken selbst in folgender Weise eine Hierarchie:

Theorem
Zu jedem k > 1 gibt es eine kontextfreie Grammatik die LR(k) aber nicht LR(k — 1) ist.

Es ist sogar so, dass im allgemeinen nicht einmal entschieden werden kann, ob eine vorgegebene Gram-
matik eine deterministische Sprache generiert. Es ist aber zu fester Zahl k € IN entscheidbar, ob diese
Grammatik LR(k) ist.

LR (k)-Grammatiken wurden 1965 von D. Knuth definiert. Meistens werden jetzt gewisse Abwand-
lungen verwendet, deren Definitionen auf de Remer zuriickgehen. Dies sind die sogenannten simple
LR (k)-Grammatiken, kurz SLR(k)-Grammatiken und die LALR(k)-Grammatiken mit einem zusétzli-
chen lookahead. Fiir k = 1 sind dies die heute am hiufigsten verwendeten Grammatiken fiir Program-
miersprachensyntax. Ein LR(1)-Parser fir PASCAL, z.B., hat mehrere tausend Zustéinde, wiithrend ein
LALR(1)-Parser fiir die gleiche Sprache mit wenigen hundert Zusténden auskommt.

Fiir die Entwicklung von Compilern werden heute meist folgende Verfahren benutzt:

parser-generator: Aus der kontextfreien Grammatik wird ein Analysator fiir die Sprache erzeugt, der
im wesentlichen einem Kellerautomaten mit Ausgabe gleicht. Dies wird in der Regel interaktiv
durchgefiihrt.

scanner-generator: Zu der Grammatik wird ein Analysator gewonnen, der die lexikalische Analyse

vornimmt. Dieser gleicht im wesentlichen einem endlichen Automaten.

syntax-directed translation engine: Jeder kontextfreien Produktion wird eine semantische Aktion zu-
geordnet, die dann bei der Analyse mit einem Kellerverfahren ausgegeben wird. Als Beispiel seien

hier nur zwei Produktionen angegeben:

E — E+4+T zugeordnet wird: FE.,q := E.yq + Tval

F — 4 zugeordnet wird: Flyq; = t.lczval

Nach dieser Idee werden die sogenannten syntaxgesteuerten Ubersetzungen gestaltet, wo schon bei
der Grammatikdefinition die semantische Auswertung parallel zu jeder Regel mit entsprechenden
kontextfreien Produktionen die Auswertungsregeln formuliert werden. Auch diese sogenannten

attributierten Grammatiken koénnen hier nicht im Detail vorgestellt werden.
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6.13

6.4 LL(k)-Grammatiken

Fiir die deterministische top-down Analyse werden LL(k)-Grammatiken verwendet. Am Beispiel der
einfachen arithmetischen Ausdriicke wurde das angestrebte Vorgehen bei der syntaktischen Analyse
schon erldutert. Im Prinzip geht es immer darum fiir ein zu analysierendes Wort w := aqas ... a;04;410,
fiir das schon die Ableitung S = ajas...a;Av gefunden wurde, aus first;(v), dem Prifix von v der
Lénge k eindeutig festlegen zu konnen, welche Produktion fiir die Ersetzung von A gew#hlt werden

muss.
Beispiel
Betrachten wir die LR(1)-Grammatik mit dem Startsymbol E und zwei sehr lange Wérter wy := (i + i +
co.ti)Fiund we = (i +i+ ... +1).

E — E+4+T]|T,

T — TxF|F,
Offensichtlich ist die erste anzuwendende Regel fiir die Ableitung von w; die Produktion £ — E + T,
aber zur Ableitung des Wortes wo wird die Produktion E — T ben&tigt. Zu dieser Entscheidung ist aber
die Kenntnis des rechten Endes des jeweiligen Wortes nétig, und das geht niemals mit einer Vorausschau

beschrankter Lange! Auch das Fehlen von direkter Linksrekursionen ist alleine nicht ausreichend, denn diese
kann ja mittelbar entstehen: A = Bw; = Cwow; = Awzwow;.

6.4 LL(k)-Grammatiken

Definition (FIRST(w))
Sei G := G = (Vy,Vp, P,S) eine kontextfreie Grammatik, k € IN und w € (Vy U Vp)*. Dann sei
FIRST}(w) definiert durch:

FIRSTi(w) = { uw€Vy|w == vund |uf <k oder Jve (VyUVr)":

* . _
w == uv mit |u| =k }

Man beachte, dass FIRSTy(w) und firsty(w) aus Definition 6.6.3 nicht identisch sind. Man betrachte
dazu die Grammatik mit den Produktionen S — aAS | bund A — bSA | a. Es gilt firsta(aAS) = aA
aber FIRST2(aAS) = {aa, ab} und FIRST3(S) = {b, aa, ab} aber first2(S) = S.

Definition (LL(%)-Grammatik)
Eine reduzierte, kontextfreie Grammatik G := G = (Vy,Vp, P, S) heiit LL(k) fiir ein k € IN, falls fiir

je zwei Linksableitungen
S%uAa?uva%uw undS:fﬁuAa:}uv’a:;uw

mit u,w,w’ € V3 und a,v,v" € (Vy UVr)*, aus FIRSTy(w) =FIRST),(w') stets v = v folgt.

Da die Definition der LL(k)-Grammatik Eigenschaften iiber ableitbare Worter voraussetzt, ist ein lokaler

Test nicht ganz einfach. Der folgende Satz erlaubt einen etwas einfacheren Test:
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Theorem
Eine reduzierte CFG G := (Vn,Vr, P, S) ist genau LL(k), wenn fiir je zwei verschiedene Produktionen
A — w und A — w' die folgende Bedingung gilt:

(*) Yu € ViVa € (Vy UVr)" : (S => uAa) = (FIRST,(wa) N FIRSTy,(w'a) = 0)

Beweis: Sei L := L(G) fiir eine LL(k)-Grammatik G, die die geforderten Voraussetzungen erfiillt,
aber die Bedingung () verletzt. Falls v € FIRSTj(wa) N FIRST(w'a) ist, dann gilt nach Definition

6.6.12 der Menge FIRST}, dass folgende Ableitungen existieren: wa == /3 und w'a == ~3'. Da G

reduziert ist, existieren aber terminale Wérter 4,9’ € V3t und die beiden Ableitungen

S == uAa = uwa % wyf == uydundS == uAa = uw'a :;> uyfB == uyd’
Fiir |y| < k folgt § = ¢’, mithin {y} = FIRSTy(vd) N FIRSTy(vd’). Da G eine LL(k)-Grammatik ist,
folgt A — w = A — w’ im Widerspruch zu der Voraussetzung iiber G.

Umgekehrt sei G keine LL(k)-Grammatik, dann existieren die beiden Linksableitungen
S :1*1> uAa = uwo :1*1> uf und S % uAa = uw' o :1*1> uf
mit FIRST(6) = FIRSTy(5’) aber w # w’. Damit folgt aber
FIRST(3) = FIRST(3") C FIRST)(wa) N FIRST (w' )

und dieser Durchschnitt ist nicht leer, die Bedingung () also auch nicht erfiillt. Damit sind beide

Implikationen bewiesen. O
Als Folgerung ergibt sich fiir die LL(1)-Eigenschaft ein noch einfacherer Uberpriifungstest:

Korollar
Fine reduzierte, kontextfreie Grammatik G := (VN,VT,P,S) ohne \-Produktionen ist genau dann
LL(1), wenn FIRST, (w)NFIRST,(w") = 0 fiir je zwei verschiedene Produktionen A — w und A — w’

18t.

Beweis: Da G reduziert ist, existieren die beiden Ableitungen
S :;> uAa = uwa und S % uAa = uw' o

Die Bedingung aus Theorem 6.6.14 lautet nunmehr FIRST; (wa) N FIRST; (w'a) = @, und weil |w| #
0 # |w'| ist und G keine A-Produktionen besitzt, ist dies gerade dquivalent zu der Formulierung des
Korollars. O
Theorem

Jede requlire Menge besitzt eine LL(1)-Grammatik die sie erzeugt.

Beweis: Sei A := (Z,X, K, {20}, Zend) ein vollstindiger DFA, dann definieren wir eine CFG mit fol-
genden Produktionen: {[z;] — z[2;] | (z5,2,2;) € K}U {[z:)] — A | z; € Zepaq} und dem Symbol [zg]
als Startsymbol. Da A ein DFA ist, folgt FIRST;(z[2;]) N FIRST: (y[zx]) = 0 fiir je zwei verschiedene
[2;]-Produktionen der Art

[2i] — x[2j], [z:] — x[z] oder [z;] — A
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6.4 LL(k)-Grammatiken
6.4.1 Ergebnisse zu LL(k)-Grammatiken:

Die Liste der, im folgenden ohne Beweis zusammengestellten, Resultate zu den LL(k)-Grammatiken
finden die Leser(innen) in der Literatur. Wir werden nur eine Liste von Resultaten zur Verfiigung stellen,
damit die Leserinnen und Leser einen Uberblick erhalten. Hier seien aus dem reichhaltigen Angebot nur
[Aho&Ullman], [Aho,Sethi&Ullman], [Foster] und [Maurer] erwéhnt.

e Keine LL(k)-Grammatik besitzt Linksrekursionen.

e Jede LL(k)-Grammatik ist eindeutig und zugleich eine LR(k)-Grammatik. Folglich ist jede LL(k)-
Sprache eine deterministische, kontextfreie Sprache.

e Zu festem k € IN gibt es einen Algorithmus, der zu jeder beliebig vorgegebenen Grammatik G
feststellt, ob dies eine LL(k)-Grammatik ist.

e Es gibt keinen Algorithmus, der von jeder beliebig vorgelegten CFG feststellt, ob diese eine LL(k)-
Sprache fiir irgend ein k € IN generiert.

e Es ist gibt kein Verfahren, das fiir jede beliebige CFG feststellt, ob diese eine LL(1)-Sprache

erzeugt.

e Es ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein Verfahren, das feststellt, ob eine beliebig gegebene LR(k)-
Grammatik zugleich fiir irgendein n € IV eine LL(n)-Grammatik ist.

e Die LL(k)-Sprachen bilden eine echte Hierarchie: Zu jedem k € IV gibt es eine LL(k)-Grammatik
Gy, so dass keine LL(k — 1)-Grammatik die gleiche Sprache erzeugt, d.h. L(Gy) # L(Gg—1) fiir
jede LL(k — 1)-Grammatik Gy_;.

e Nicht jede deterministische, kontextfreie Sprache besitzt eine LL(k)-Grammatik: Die Sprache
{a"b™ | 1 < n < m} besitzt eine LR(k)-Grammatik, aber fiir kein k € IV eine LL(k)-Grammatik.

e Fiir beliebige LL(k)-Grammatiken G und G’ ist es entscheidbar, ob L(G) = L(G’) gilt.

Wir sehen also, dass die LL-Sprachen eine echte Teilmenge der LR-Sprachen sind und selbst eine echte,

unendliche Hierarchie innerhalb der deterministischen kontextfreien Sprachen bilden.
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A Historischer Ursprung

Die Bezeichnung ,,Algorithmus* fiir ein nach festen Regeln ablaufendes Verfahren, geht auf den persi-
schen Mathematiker Ibn Musa Al Chwarizmi (al-Khowarizmi) zuriick, der etwa um 820 n. Chr. das Buch
Kitab al jabr w’almugabala (,Regeln der Wiedereinsetzung und Reduktion®) iiber die Behandlung alge-
braischer Gleichungen schrieb. Um 1300 suchte der katalanische Mystiker, Dichter und Missionar Ramén
Llull (sprich: ,,Jui, bekannt als Raimundus Lullus, 1232—1316) nach einer allgemeinen Methode zum
Auffinden aller , Wahrheiten® auf kombinatorischer Grundlage. Mathematisch von geringer Bedeutung,
beeinflusste sein Werk, die ars magna, viele spatere Mathematiker. Unter anderen den italienischen Phi-
losophen, Arzt und Mathematiker Geronimo Cardano (1501 —1576), René Descartes (Renatus Cartesius,
1596 —-1650) und Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646—1716).

Leibnitz kann man, wegen seiner Uberlegungen, Ideen und Beitriige, als den eigentlichen Vater der
(Theoretischen) Informatik bezeichnen, obwohl seine Schriften keinen unmittelbaren Einfluss auf die
Entwicklung der mathematischen Logik hatte. In seiner Schrift: Fxplication de l‘Arithme’tique Binaire
beschreibt er das Rechnen im dualen Zahlensystem und hatte wohl als erster die Idee zu einer Re-
chenmaschine auf der Basis des Dualsystems. Beeinflusst von Lullus, driickt Leibnitz in dem Werk De
scientia universalis seu calculo philosophico seine Ideen zur symbolischen Darstellung von Begriffsinhal-
ten aus. Er vermutete, dass eines Tages jedes wissenschaftliche Streitgespriach von Philosophen durch

»Ausrechnen“ entschieden werden konne.

Weniger philosophisch/mathematisch orientierte Manipulationen mit Symbolen traten schon friih bei
dem Gebrauch von Geheimschriften auf. Die einfachen Transpositionen von Julius Ceasar sind, vom
Standpunkt der heutigen Kryptologie, kaum ernstzunehmen. Das erste erhaltene Werk zur Kryptologie
stammt von Leon Battista Alberti (ital. Baumeister und Kunsthistoriker, 1404 -1472).

Von einer anderen Seite kommend suchten die Logiker nach mé&glichst universell anwendbaren Algorith-
men. Die auf Aristoteles (384-322 v.Chr.) zuriickgehende Syllogistik umfasst nur einen kleinen Teil der
fiir Mathematiker relevanten Schliisse. Leibnitz beschrieb (wieder als erster) 1672—1676 die wesentlichen
Ansitze fiir einen logischen Kalkiil. Mit einer prazisen Universalsprache, der characteristica universalis,
wollte er Aussagen beschreiben und mit dem Kalkiil, dem calculus ratiocinator, weiter behandeln. Noch
heute folgt man in wesentlichen Teilen dieser Methode zur Definition von Kalkiilen, wie in diesem Skript

im Detail ausgefithrt und an einigen Beispielen erldutert wurde.

Der Schweizer Mathematiker Leonard Euler (1707—1783) wie auch der Englidnder John Venn gaben Dia-
gramme zur Erklirung und Durchfithrung logischer Operationen. Zu den Wegbereitern der modernen
Logik zihlt vor allem der Engléinder George Boole (1815—1864) und sein Kollege Augustus de Morgan
(1806—1871). Boole’s algebraische Sichtweise der (Aussagen-)Logik wurde spéter, besonders durch G.
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Peano (1858—-1932), mehr und mehr durch eine, der natiirlichen Sprache angepasste, Symbolik ersetzt.
Mit seiner Begriffsschrift bemiihte sich Gottlob Frege (1848—-1925) um eine exakte Fassung der logi-
schen Regeln. Alfred North Whitehead (1861—-1949) und Bertrand Russell (1872—1970) formulierten
mit dem monumentalen Werk: Principia Mathematica eine logische Grundlage der Mathematik. Auf der
Suche nach Beweisen fiir den Priadikatenkalkiil erster Stufe fithrten die Arbeiten von Skolem, etwa 1920,
1930 von Herbrand, und 1933 von Gerhard Gentzen (1909—-1945) sowie 1956 von J.A. Robinson (1930
— ) zu Formalen Systemen mit den Begriffen von Folgerbarkeit und Ableitbarkeit. Einen kronenden
Abschluss fand die vorangegangene Entwickung 1930 mit dem Godel’schen Vollstandigkeitssatz fiir die
Pridikatenlogik erster Stufe und 1931 mit dem Beweis dafiir, dass jede widerspruchsfreie Axiomatisie-
rung der Zahlentheorie nicht entscheidbare Aussagen enthiilt. Das heifit, dass es eine nicht leere Menge
von wahren Aussagen gibt, fiir die es jedoch kein Verfahren gibt, einen Beweis dieser Tatsache fiir alle

Aussagen dieser Menge zu finden.

Die Suche nach einer Kldrung des Begriffs ,, Algorithmus* ist aufs engste verbunden mit den Versu-
chen einer formalen Definition der als intuitive berechenbar angesehenen Funktionen. Auf David Hilbert
(1862—1943) und P. Bernays geht der Begriff der primitiven Rekursion zuriick, withrend Stephen C. Klee-
ne die Bezeichnung der primitiv rekursiven Funktionen prigte, die 1931 von Kurt Gédel (1906 —1978)
noch als rekursive Funktionen bezeichnet wurden. W. Ackermann beschrieb 1928 eine offensichtlich in-
tuitiv berechenbare Funktion, die nicht primitiv rekursiv ist und zeigte so, dass dieser Begriff nicht alle
intuitiv berechenbaren Funktionen umfasst. 1936 schlug Alonzo Church (1903—-1994) vor, den Begriff
der A-definierbaren Funktionen mit dem der intuitiv berechenbaren Funktionen zu identifizieren. Dies
wird heute als Church’sche These bezeichnet. Da diese Funktionen nicht iiberall definiert sein miissen,

werden sie heute meist als partiell rekursiv bezeichnet.

Prézisierungen des Algorithmusbegriffs wurden mit unterschiedlichen formalen Methoden etwa gleich-
zeitig entwickelt: J. Herbrand 1932, Kurt Godel 1934 und Stephen C. Kleene 1936 benutzten den Glei-
chungskalkiil, Alonzo Church 1936 den Lambda-Kalkiil, Alan M. Turing (1912-1954) formulierte 1937
die jetzt nach ihm benannten Maschinen und Emil L. Post (1887 —-1954) definierte 1936 formale Worter-
setzungssysteme. Axel Thue (1863 —1922) definierte 1906 die sogenannten Thue-Systeme und 1914 die
heutigen semiThue-Systeme. Alle diese Prézisierungen haben sich als dquivalent erwiesen und beschrei-
ben das, was die Erfinder als intuitiv berechenbar ansahen. Die Thesen, alles intuitiv Berechenbare sei
mit dem jeweiligen Kalkiil erfassbar, werden jetzt als Turing’sche beziehungsweise Church’sche These
bezeichnet. Tatséichlich stellten sich alle weiteren formulierten Definitionen des Algorithmus-Begriffs im-
mer wieder als dquivalent zu den vorgenannten heraus. Damit fand diese Entwicklung einen bis heute

noch giiltigen Abschluss.
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Greibach-Normalform, 106
initialer Zusammenhang, 65
A€ L(G), 101
Leerheitsproblem: NFA, 91
Tripelkonstruktion, 124
Alphabet, 33
ASCII, 34
Assoziativgesetz, 30

Automorphismus, 32

b-adische Zahlendarstellung, 46
b-ndre Zahlendarstellung, 45
Backus/Naur-Notation, 93

Baum, 102

Bijektion, siehe Funktion, bijektive
bindre Zahlendarstellung, 45

Blatt, 102

boolesches Matrizenprodukt: ®, 56
bottom-up parsing, 137

cartesisches Produkt, 15

ceiling, 13

Chomsky-Normalform einer CFG, 98
Codegenerierung, 134

codomain, siehe Wertebereich
Compiler, 133

Definitionsbereich, 15
Diagonalisierung, 28
Differenzbildung

regulérer Mengen, 86

disjunkte Vereinigung, siehe Menge, disjunkte

Vereinigung: M; & My
domain, siehe Definitionsbereich
Durchschnitt
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Menge, siehe Menge, Durchschnitt: M; N
M,
reguldrer Mengen, 86
dyadische Zahlendarstellung, 46
Dyck-Sprache, 35, 104, 126

egrep, 67
eindeutige CFG, 105
Eingabealphabet: ¥, 49
endlicher Automat
M-freier NFA, 55
Aquivalenzautomat, 80
akzeptierte Sprache
DFA, 50
NFA, 55
buchstabierender NFA, 55, 63
deterministischer: DFA, 49
Durchschnitt, 86
Erfolgsrechnung im NFA, 55
initial zusammenhéngender DFA:
izDFA, 51
initiale Zusammenhangskomponente, 65
M-freier NFA, 54, 61
minimaler DFA, 77
nichtdeterministischer: NFA, 54
Potenzautomat, 63
Produktautomat, 86
Rechnung, 55
reduzierter DFA, 77
Vereinigungs NFA, 68
vollstandiger DFA: vDFA| 51
Bestimmung dquivalenter Zustédnde, 82—
84
Endomorphismus, 32
Endzustinde: Zg,q, 49
Epimorphismus, 31
Erfolgsrechnung
im NFA, 55
erreichbares Nonterminal einer CFG, 97
Erzeugendensystem, 32
freies, 32

Familie
kontextfreie Sprachen: Cf, 96
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Familie der reguldren Mengen: Reg, 52
Fibonacci-Zahlen
geschlossene Form, 10
rekursive Definition, 10
FIRST (w), 145
firsty (w), 142
floor, 13
Folge, 10
formale Sprache, 34
COPY, 129
DUP, 77, 89
Dyck-Sprache: Dy, 35, 126
PAL, 129
Funktion
bijektive, 26
charakteristische: xas, 12
Godelisierungs~, 43
injektive, 26
partielle, 24
Stelligkeit, 24
surjektive, 26
totale, 24

ganze Zahlen: Z, 13
gerichteter Graph, siehe Graph, gerichteter
Gleichheitszeichen
relational: =, 9
zur Definition: :=, 9
Grammatik, 94
kontextfrei: CFG, 95
eindeutig, 105
einseitig linear, 101
linear, 101
linkslinear, 101
LL(k), 147
LR(0), 143
LR(0), 143
LR(k), 142
mehrdeutig, 105
Nonterminalalphabet: Vi, 95
Produktion, 95
Produktionenmenge: P, 95
rechtslinear, 101

reduziert, 97



Startsymbol: S, 95
Terminalalphabet: Vi, 95
regulire, siehe Grammatik, kontextfrei: CFG,
einseitig linear
Typ-3, siehe Grammatik, kontextfrei: CFG,
einseitig linear
Graph
gerichteter, 56
kantenbewerteter, 57
zu einer Relation, 56
Greibach-Normalform, 106
Godelisierung, 43-48

Halbgruppe, 30

Halbordnung, siehe Striktordnung
handle, siehe Schliissel
Hasse-Diagramm, 18
Homomorphismus, 31, 87

inverser, 87

Identitétsrelation, 18, 20

iff, siehe Junktor, logischer: Biimplikation
Index einer Aquivalenzrelation, 75
Infimum, glb, 18

initiale Zusammenhangskomponente, 65
Injektion, siehe Funktion, injektive
Interpreter, 133

inverser Homomorphismus, 87

Isomorphismus, 32

Junktor, logischer, 11
Allquantor: Vv, 11
Biimplikation: «, 11
Disjunktion: Vv, 11
Existenzquantor: 3, 11
Implikation: —, 11
Konjunktion: A, 11
Negation: —, 11

kantenbewerteter Graph, siehe Graph, Kanten
bewerteter
Kellerautomat
Aquivalenz, 121
akzeptierte Sprache
mit Endzustand: L(A), 120

Index

mit leerem Keller: N(A), 120
buchstabierend, 121
deterministisch, 121
fast-buchstabierend, 121
Konfiguration, 119
nichtdeterministisch: PDA, 118
Uberfithrungsrelation, 120
Kettenregel, 100
Kleene, Satz von ~: Reg = Rat, 70
Kleene-Hiille, siehe Sternbildung, regulére Men-
ge
Komplementbildung
reguldrer Mengen, 86
komplexe Zahlen: €, 13
Komplexprodukt, 31
Komponentenfunktion, 43
Komposition
von Relationen, 16
Konkatenation, 34
kontextfreie Grammatik, sieche Grammatik, kon-
textfrei
kontextfreie Produktion, siehe Grammatik, kon-
textfrei, Produktion
kontextfreie Regel, siehe Grammatik, kontext-
frei, Produktion
Korrespondenz, siehe Relation, bindre
Kugelautomat, 3

Mfreie CFG, 95
M-freier NFA, siehe endlicher Automat, A-freier
A-Produktion

einer CFG, 95
A-Kante, 54
Leerheitsproblem

fiir NFA, 91
Leistung eines Zustandes: L(z), 77
Lexikalische Analyse, 134
lexikalische Ordnung: jlg_lex, 38
lexikographische Ordnung: <!, 37
Linksableitung einer CFG, 105
Linksrekursion, 138
LL(k)-Grammatiken, 147
LR’(0)-Grammatik, 143
LR(0)-Grammatik, 142, 143
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LR(k)-Grammatik, 142, 144
LR-Parsing, 140

Matrizenprodukt
boolesches: ®, 56
Maximum, 18
Mealy-Automat, 60
mehrdeutige CFG, 105
Menge, 10
abzahlbare, 27
der ganzen Zahlen: Z, 13
der komplexen Zahlen: €, 13
der natiirlichen Zahlen: IN, 13
der rationalen Zahlen: @, 13
der reellen Zahlen: IR, 13
disjunkte Vereinigung: M; & My, 13
Durchschnitt: M; N M, 13
Kardinalitéit: |[M|, 12
Komplement: M, 13
leere: 0, 11
Mengendifferenz: C'\ M, 13
partiell geordnet, poset, 17
Potenzmenge: 2, 12
unendliche: |M| = oo, 12
Vereinigung: M; U My, 13
minimaler DFA, 77
Minimum, 18
Mittel
arithmetisches, mean, 21
Mittelwert
arithmetischer, 9
geometrischer, 9
monadische Zahlendarstellung, 46
Monoid, 31
freies, 32, 34
Monomorphismus, 31
Moore-Automat, 59
Morse-Code, 103

Nachbereich, 16
Nachfolger, 102
natiirliche Zahlen: IV, 13
Nerode-Aquivalenz, 75

neutrales Element, 31
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Nonterminal, sieche Nonterminalalphabet
erreichbares, 97
produktives, 97
Nonterminalalphabet: Vi, 94

Operation, 30
disjunkte Vereinigung: M; & M, 13
Durchschnitt: M7 N M, 13
inverser Homomorphismus, 87, 88
Komplement: M, 13
Mengendifferenz: C'\ M, 13
Spiegelwort, 88
Substitution, 87
Vereinigung: M; U My, 13
Operator, 85
A, 85,113
Vv, 85,113
inverser Homomorphismus, 87, 88
Komplement, 113, 130
Mengendifferenz, 113
Spiegelwort, 88
Stern: ()*, 85, 113
Substitution, 87
Ordnung
lexikalische Erweiterung: <'&~1ex 39
lexikalische: <!&~lex 38
lexikographische Erweiterung: <!, 39
lexikographische: <%, 37
lineare, 18
totale, siehe Ordnung, lineare
wohl-fundierte, 18

Ordnungsrelation, 17

Paarfunktion: pair, 40
Palindrom: w = w"®V, siehe Spiegelwort
partielle Ordnung, 17
Partition, 13, 74
Potenzautomat, 63
Préordnung, 17
preorder, 17
Produkt
cartesisches, 15
regulérer Mengen, 69
Produktautomat, 86



Produktion einer CFG

A-Produktion, 105

A-Produktion, 95

linksrekursiv, 105
Produktionenmenge einer CFG, sieche Gramma-

tik, kontextfrei, Produktionenmenge

produktives Nonterminal einer CFG, 97
Pradikat

Iverson’sches: [P], 11
Pumping Lemma

fur Cf, siehe uvwzry-Theorem
Pumping-Lemma

fiir Reg, siehe uvw-Theorem

Quantoren
existiert: 9, 11
fir alle: v, 11
Quasiordnung, 17
Quellprogramm, 133

range, siehe Wertebereich
rationale Zahlen: @, 13
rationaler Ausdruck, 66
Rechtsquotient, 89
reduzierte CFG, 97, siehe Grammatik, kontext-
frei, reduziert
reduzierter DFA, 77
reelle Zahlen: IR, 13
reguldre Menge, 52
Differenzbildung, 86
Durchschnitt, 86
Komplementbildung, 86
Produkt, 69
Rechtsquotient, 89
Sternbildung, 69
Vereinigung, 68
reguldrer Ausdruck, siehe rationaler Ausdruck
Relation
n-stellige, 15
antisymmetrische, 17
asymmetrische, 16
binére, 15
dyadische, 15

feiner, 16

Index

gréber, 16
Identitéts-, 20
inverse, 16
irreflexive, 16
Komposition von, 16
lineare, 17
reflexive, 16
symmetrische, 16
transitive, 17
Relationalstruktur, siehe Struktur, relationale

Relationensystem, siehe Struktur, relationale

Satzform einer Grammatik, 96
Schliissel, 142
Schliisselwortsuche, 72
Schranke
obere, 17
untere, 17
Schubfachprinzip
einfachste Variante, 21
leicht verallgemeinertes, 21
verallgemeinertes, 22
Semantische Analyse, 134
source code, siehe Quellprogramm
Spiegelwort: w™, 36
Sprache
eindeutige Cf, 105
formale, 34
mehrdeutige Cf, 105
prafixfrei, 127
kontextfrei, 127
von CFG erzeugte, 96
von DFA akzeptierte, 50
von dPDA akzeptierte, 121
von NFA akzeptierte, 55
von PDA akzeptierte, 120
Sprachfamilie, 52
Akz(X), 52
Cf, 96, 126
detCf, 121, 127
Rat, 67
Reg, 52
Startsymbol einer CFG, siehe Grammatik, kon-
textfrei, Startsymbol
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Startzustand: zg, 49
Stelligkeit
einer Funktion, 24
Sternbildung
reguldrer Mengen, 69
Striktordnung, spo, 18
Struktur
algebraische, 30
relationale, 30
Substitution
endliche, 87
regulére, 87
Supremum, lub, 18
Surjektion, siehe Funktion, surjektive
Symbol
Héufigkeit des Auftretens: |w|,, 35
Kellerbodenzeichen: L, 118
Syntaktische Analyse, 134
syntaktische Rechtskongruenz, 75
Syntaxdiagramm, 94

target code, siehe Zielcode

Terminal, siehe Terminalalphabet

Terminalalphabet: Vp, 94

top-down parsing, 138

Transitionsmonoid, 73

transitive Hiille, siehe Abschluss, transitiver

transponierter Vektor: ', 15

Tripelkonstruktion, 124

Tupel, 15

Tupelfunktion, 42

Typ-2-Grammatik, siehe Grammatik, kontext-
frei

Typ-3-Grammatik, siehe Grammatik, kontext-

frei: CFG, einseitig linear

Universalitédtsproblem

fur DFA’s, 92

fir DFAs, 92
Unterhalbgruppe, 31

von M erzeugt: M, 32
Untermonoid, 31

von M erzeugt: M* , 32

wvw-Theorem, 84
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uvwzxy-Theorem, 108

Vektoren
lexikalische Ordnung: <!'s~lex 39
lexikographische Ordnung: <'** 39
transponierte, siehe transponierter Vektor:

i:T

Vereinigung, siehe Menge, Vereinigung: M; UM,
regulérer Mengen, 68

Verkniipfung, 30

Vorbereich, 15

Vorgénger, 102

Wertebereich, 16
Wohlordnung, 18

Wort, 34
gespiegeltes: w™", 36
leeres: A, 34
Lénge: |w|, 35
Prifix
beliebiges: C, 35
echtes: C, 35

Teilwort, 35
z und 2’ unterscheidendes, 81
Wortproblem
allgemeines
fur Cf, 111
fiir Rat, 90
spezielles
fur Cf, 110, 111
fiir Reg, 90
Wurzel, 102

Zahlendarstellung
b-adische, 46
b-nére, 45
binére, 45
dyadische, 46
monadische, 46

Zeichenkette, sieche Wort

Zustandsgraph, 50
eines DFA, 50
eines NFA, 57
eines PDA, 119



