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Themen der heutigen Vorlesung

Wir werden uns beschaftigen mit:
#® Varianten des endlichen Automaten

» Ein Beweis: Nicht jede formale Sprache ist von
einem DFA akzeptierbar.

® Ordnungen auf Wortern

» Eigenschaften endlicher Automaten

Stichworter: vollstandig, buchstabierend, A-frei,
Aquivalenz von Automaten
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Zu beachten:

@ a,b,c )@ # @ abc )@
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Einsatz von DFAs

» Spezifikation /Modellierung von einfachen realen
Maschinen (z.B. Fahrkartenautomaten)

» einfache Steuerungsaufgaben
» einfache Parser:
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Eigenschaften

Ein DFA A .= (Z, 22,0, 20, Zend) heiBt:

» vollstandig (Abk.: vDFA) genau dann, wenn fiir
jedes (p,x) € Z X X ein q € Z existiert, so dass

q = 9d(p,x) ist.

Jede Eingabe kann verarbeitet werden!

# initial zusammenhangend (Abk.: izDFA) genau
dann, wenn zu jedem Zustand p € Z ein Wort

AN

w € X existiert, mit p = d(zp, w).

Jeder Zustand kann von zg erreicht werden!

o /wei DFA, A und B, heilen genau dann
aquivalent, wenn sie die gleiche Sprache
akzeptieren, d.h. L(A) = L(B) ist.
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Ist dies ein DFA?

A

@m ajb @ NEIN!

.. und dieser Automat:

JA!

.. aber was ist die akzeptierte Sprache?



Zustandsiibergange

» Beim DFA: 0:CZ XY —Z

Verwendung einer Funktion mit Nachbereich Z zur
Beschreibung der erlaubten Zustandsiibergange.

= Ein Zustand hat fiir jede Eingabe hochstens einen
Folgezustand.



Zustandsiibergange

» Beim DFA: 0:CZ XY —Z

# Wie kann dies verallgemeinert werden?

Verwendung einer Funktion mit Nachbereich Z zur
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Zustandsiibergange

o Beim DFA: 0:CLXxXY—Z
# Wie kann dies verallgemeinert werden?
» Beim NFA: §0:Z XY — 2%

Anderung des Nachbereichs: Verwendung der
Potenzmenge von Z = Menge aller Tellmengen von
/Zustanden aus 2.

= Ein Zustand hat eine Menge von Folgezustanden.

Hier wird ublicherweise eine totale Funktion
vorausgesetzt.



Zustandsiibergange

o Beim DFA: 0:CLXxXY—Z
# Wie kann dies verallgemeinert werden?
» Beim NFA: §: 7 xY — 27
o Beim NFA: KCZXXXJ

Anderung der Uberfiihrungsfunktion in eine
Relation: Relationen missen nicht eindeutig sein!

= Ein Zustand kann mit mehreren (Folge-)Zustanden
in Relation stehen.
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NFA: 1. Definition

... mit 27 als Nachbereich der Ubergangsfunktion:

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat
(NFA, engl. nondeterministic finite automaton) wird

spezifiziert werden durch ein Tupel
A= (Z7 Zv 57 Zstarta Zend)v mit:

o / ist endliche Menge von Zustanden,
# . ist endliches Alphabet von Eingabesymbolen,

® §:7 x 3 — 27 ist Uberfiihrungsfunktion,
® Uit € Z ist Menge der Startzustande und
® Zond € Z 1st Menge der Endzustande.
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NFA: 2. Definition

... mit Kantenmenge, d.h. einer Ubergangsrelation:

Ein nichtdeterministischer, endlicher Automat ist
ein Tupel A .= (Z,%, K, Zsart, Zend), Mit:

» 7/ ist endliche Menge von Zustanden,
Zsarr © Z ist Menge der Startzustande,
Zend € Z ist Menge der Endzustande,

2. 1st ein endliches Eingabealphabet und

K C Z x X" x Z ist endliche
Zustandsiibergangsrelation.

© o o @

Achtung: Hier weitere Verallgemeinerung bei den
gelesenen Symbolen des Eingabewortes!

... mehrere aufeinanderfolgende Symbole lesbar



NFA: 2. Definition

... mit Kantenmenge, d.h. einer Ubergangsrelation:

Ein nichtdeterministischer, endlicher Automat ist
ein Tupel A .= (Z,%, K, Zsart, Zend), Mit:

9

© o o @

Z ist endliche Menge von Zustanden,
Zsarr © Z ist Menge der Startzustande,
Zend € Z ist Menge der Endzustande,
2. 1st ein endliches Eingabealphabet und

K C Z x X" x Z ist endliche
Zustandsiibergangsrelation.

°

Ein Element (p, A\, q) € K heiBt A\-Kante.

Ein NFA ohne \-Kanten wird als \-freier NFA
bezeichnet.
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Ein Beispiel-NFA

® Welche Sprache akzeptiert folgender NFA?
a,b

o Wir benotigen eine formale Definition der
akzeptierten Sprache!

#® Wie sah die Definition fir DFA aus?

AN

L(A) :={{w e X" | 6(20,w) € Zeng }-

o Wir hatten die Zustandsiiberfiihrungsfunktion fiir
Worter erweltert.

» Ahnlich wollen wir fiir NFA vorgehen!
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» Eine Kantenfolge
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Rechnung

» Eine Kantenfolge

p = (20,21, 21), (21,22, 22), ..., (Zn_1, Tn, Zn)

mit (zi_l,xi,zi) c K, fir 0 <2 <n, heiB3t
Rechnung von A fiir das Wort
p| i =w:=x129... 7, € X7,

. X - . X
» Notation: zyp — 2, und fir alle w € X" ist —

eine Teilmenge von Z x Z (binadre Relation auf 7).

» Eine Erfolgsrechnung fiir das Wort w, ist eine
Rechnung, bei der 2y € Zga und 2z, € Zeng Ist.

Spezialfall: w =\, zp = z, mit 2,, € Zstart N Lend.
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Jeder DFA ist auch als NFA darstellbar!
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Akzeptierte Sprache eines NFA

9

L(A) =

{fw e X* | 20 € Zstarr : 20 € Zend : 20 % Zn }

bezeichnet die vom NFA A akzeptierte Sprache.
Jeder DFA ist auch als NFA darstellbar!

Eine Funktion ist ein Spezialfall einer Relation, so
dass die Zustandsiiberfiihrungsfunktion als
Kantenrelation interpretiert werden kann.

Aber nicht jeder NFA ist (direkt) auch ein DFA.

Frage: Konnen NFA mehr Sprachen akzeptieren,
als DFA?



... zuriick zum Beispielautomaten

a,b

NG NG

A



... zuriick zum Beispielautomaten

a,b

a

Beispielrechnungen:

P = (Z(b a, ZO)) (207 b7 ZO)) (Z()a b7 ZO) Ist einZige
Rechnung von A auf dem Wort abb.



... zuriick zum Beispielautomaten

a,b

R

Beispielrechnungen:

P = (Z(b a, ZO)) (207 b7 ZO)) (Z()a b7 ZO) Ist einZige
Rechnung von A auf dem Wort abb.

Sowohl q := (29, b, 20), (20, b, 20), (20, @, 21), (21, @, 22)
als auch q/ L= (207 b7 ZO)7 (207 b7 ZO)) (ZOy a, ZO)) (ZOy a, Zl)
sind Rechnungen von A auf bbaa.

Allein ¢ ist eine Erfolgsrechnung fiir bbaa!
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Ein NFA A := (Z,%, K, Zsart, Zend) heiBt

» buchstabierend genau dann, wenn
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Eigenschaften

Ein NFA A := (Z,%, K, Zetart, Zen) heiBt

» buchstabierend genau dann, wenn
K C Z X XX Z ist,

o M\-frei genau dann, wenn K C 7 x X7 x Z ist.

o /wei NFA, A und B, heien genau dann
aquivalent, wenn sie die gleiche Sprache
akzeptieren, d.h. L(A) = L(B) ist.
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a,b

a
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N

A ist buchstabierend und A-freil.
Ein (altbekannter) dquivalenter DFA:
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Nicht regulire Sprachen

» Frage: Gibt es formale Sprachen, die von keinem
DFA akzeptiert werden konnen?

# Konnen diese Sprachen evtl. von einem NFA
akzeptiert werden?

» Wir zeigen, dass es eine Sprache L C {0,1}* gibt,
die von keinem FA akzeptiert werden kann!

» Wir benotigen: Codierung von Automaten als
Worter uiber einem endlichen Alphabet, d.h.
eine injektive Funktion vpy
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Lexikographische Ordnung

» Sei (X, <) ein mit < linear geordnetes Alphabet,
dann ist die lexikographische Erweiterung

<lex C 3% x 3* von < definiert durch:
s A\ < fiir alle w € T,
s Vo,ye X Vu,veXt:
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a < b aufzihlen wollen, eignet sich <!°* nicht!



Lexikographische Ordnung

» Sei (X, <) ein mit < linear geordnetes Alphabet,
dann ist die lexikographische Erweiterung

<lex T ¥ w ¥ von < definiert durch:

o A <! w fiir alle w € X*.
s Ve, ye X Vu,ve X :
(zu <" yv) > (. <y) V [(x=y) A (u < 0v)]

o =lex.— Jlex  [ds. heiBt lexikographische
Ordnung auf X%,

» Beispiel: ALLE <!t FINDEN <
THEORIE <!'** WUNDERBAR

» Wenn wir systematisch alle Worter aus {a, b}* mit
a < b aufzihlen wollen, eignet sich <!°* nicht!

® A\ a,aa,aaa,aqaa,aaaadq, . . .
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» Sei (X, <) ein mit < linear geordnetes Alphabet,

dann ist die lexikalische Erweiterung <'87'°% von
< definiert durch:
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Lexikalische Ordnung

» Sei (X, <) ein mit < linear geordnetes Alphabet,

dann ist die lexikalische Erweiterung <'87'°% von
< definiert durch:

o wp <'&71% g, gelte fiir beliebige Worter
wi, wy € 22 gdw.

wi| < |ws| oder |wi| = |ws| A wi <" ws.

o leTlex.— Jlg—lex 14, heiBt lexikalische
Ordnung auf >*.

® ... und hiermit ist das Problem gelost:

A, a,b,aa,ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb,

baa, bab, bba, bbb, aaaa, . . .
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Notation von Automaten

® Einschrankung der Automaten auf genau einen
Startzustand und das Alphabet > = {0, 1}.

® Zustande haben Namen aus {0, 00, 000, 0000, ...}.
Der Startzustand sei der Zustand O.

r A{o,1} bezeichne diese Klasse von Automaten.

» /ur Codierung verwendetes Alphabet:
Q:={0;1;,;()}

» Die Codierung: vpy : Q" — Ay 1y sei surjektiv
und ...

o (0™ x,0™) bezeichne eine Kante des NFA.

» (0™) bezeichne einen Endzustand.

o vpy(w)= A gdw. w € kHKk ;[ (2).
S Z&€lend




Beispiel: Automatennotation

(0, 1,00)(00,0,000)(0, 1,000)(000)

und

(00,0, 000)(0, 1,000)(0, 1,00)(000)

sind Codierungen des obigen NFA.
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Diagonalbeweis

Nummerierung aller Automaten A; € Ay 1y mit

charakteristischer Funktion fiir L(A;):

1 | A Wy w1 W2 Wn

0| A :wO S L(Ao): :UJl < L(AO): :UJQ S L(AO): wn < L(AO):

1| Ay | [wo € L(Ay)] |wy € L(A1)]  |we € L(Ay)] wn, € L(Ay)

2| Ay :wo S L(Az): :wl S L(AQ): :w2 < L(AQ): wn S L(AQ):
An [wl S L(An)]

wo € L(An)]

wy € L(Ay)]

[wn S L(An)]



Diagonalbeweis

Nummerierung aller Automaten A; € Ay 1y mit

charakteristischer Funktion fiir L(A;):

7 AZ Wo (0] W2 Wn,

0| Ao | [wo € L(Ag)] |wy € L(Ag)] |we € L(Ap)] wy, € L(Ap)

1| A | lwo € L(A)] [wr € L(Ay)]  |wy € L(A)] wy, € L(A1)]

2| As | lwo € L(Ag)] |w1 € L(Ag)] |wa € L(As)] wy, € L(A)]

n| A, | |wo € L(A,)] [wi € L(A,)] |ws € L(A,)] (wy, € L(A,))
L | lwo & L(Ao)] |w1 & L(A1)] [w2 & L(Az)] (W, & L(Ay)]




Diagonalbeweis

Nummerierung aller Automaten A; € Ay 1y mit

charakteristischer Funktion fiir L(A;):

1 | A W w1 Wo Wy,

0| Ay | [wo € L(Ag)| |wy € L(Ag)] |we € L(Ap)] ‘w, € L(Ap)]
1| Ay | |lwg € L(Ay)]  |wy € L(Ay)]  |wy € L(A)] wy, € L(A)
2 | A

‘wy € L(As)]

wy; € L(As)]

‘wy € L(As)]

lwo € L(A,)] |wy € L(A,)] |wy € L(A,)] (w, € L(A,)]

w1 & L(A1)] [ws & L(A)] (wy & L(Ay)]

wo & L(Ao)]



Diagonalbeweis

Nummerierung aller Automaten A; € Ay 1y mit

charakteristischer Funktion fiir L(A;):

Vie IN: L # L(A)

7 AZ Wo (0] W2 Wn,

0| Ao | [wo € L(Ag)] |wy € L(Ag)] |we € L(Ap)] wy, € L(Ap)

1| A | lwo € L(A)] [wr € L(Ay)]  |wy € L(A)] wy, € L(A1)]

2| As | lwo € L(Ag)] |w1 € L(Ag)] |wa € L(As)] wy, € L(A)]

n| A, | |wo € L(A,)] [wi € L(A,)] |ws € L(A,)] (wy, € L(A,))
L | lwo & L(Ao)] |w1 & L(A1)] [w2 & L(Az)] (W, & L(Ay)]



Diagonalisierung (Zusammentf.)

® Nummeriere alle NFAs



Diagonalisierung (Zusammentf.)

® Nummeriere alle NFAs

® Nummeriere alle Worter



Diagonalisierung (Zusammentf.)

® Nummeriere alle NFAs
Nummeriere alle Worter

® Betrachte tabellarische Darstellung der
charakteristischen Funktionen der akzeptierten

Sprachen

°



Diagonalisierung (Zusammentf.)

® Nummeriere alle NFAs

Nummeriere alle Worter

°

® Betrachte tabellarische Darstellung der
charakteristischen Funktionen der akzeptierten
Sprachen

» Bilde neue Sprache, die sich von jeder in der Liste
unterscheidet (jeweils in mindestens einem Wort)



DFAs mit Ausgabe

# Transduktor

-- - Eingabe
. --- Ausgabe
A

0|01, dic
<0 “1
1110
cle




DFAs mit Ausgabe

# Transduktor

-- - Eingabe
. --- Ausgabe
A

0101, [N ‘e ~& '\ olo.
0 1
110 11
cle

» Moore-Automat (Ausgabe im Zustand)

Beispiel: Fahrkarten- und Getrankeautomaten



DFAs mit Ausgabe

# Transduktor

-- - Eingabe
. --- Ausgabe
A

0101, [N ‘e ~& '\ olo.
0 1
110 11
cle

» Moore-Automat (Ausgabe im Zustand)

Beispiel: Fahrkarten- und Getrankeautomaten
» Mealy-Automat (Ausgabe an der Kante)

Beispiel: Kugelautomat
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