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Moore-Automat

» Ein Moore-Automat wird beschrieben durch
M= (Z,%,T,0,p,z), mit
o A:=(Z%,9, 2, 7) ist vollstandiger DFA,
s I' ist Ausgabealphabet und
s p: /2 — 1 ist Ausgabefunktion.

® Die Ausgabe von M fiir die Eingabe
W = T1Ty...T,, Mit x; € 2, Ist:

p(20)p(z1) ... p(z,) wenn fir g, 21, ..., 2, gilt:
5(22'7372'4_1) — Zi41, 0 < 2 < n.
(ZOa L1, Z1)7 (217 L2, 22)7 SRR (Z’n—la L, Z’n) Ist also

eine Rechnung von A fiir die Eingabe x125 ... 2,,.



Beispiel: Getrinkeautomat

® Ausgabe des bisher gezahlten Betrags im Zustand.
o Es gibt keine Ausgaben an den Kanten.
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Mealy-Automat

» Ein Mealy-Automat wird beschrieben durch
M= (Z,%,T,0,p,z) mit
o A:=(Z%,9, 2, 7) ist vollstandiger DFA,
s I' ist Ausgabealphabet und
s p: /2 x X — I Ausgabefunktion.

® Die Ausgabe von M fiir die Eingabe
W :i=2x1...%T,, Mt x; €2 Ist:
p(z0,x1)p(z1,x9) ... p(2n_1, x,) wenn fir
205 21y - - - 5 Zn—1 Eilt:
5(Zi7xi+1) =241, 0 <1 <n—1

(ZOa L1, Z1)7 (217 L2, 22)7 SRR (Z’n—la L, Z’n) Ist also
eine Rechnung von A fiir die Eingabe x125 ... 2,,.
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@qﬁﬁ@ﬁ =
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Ein Serienaddierer . ..
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Beispiel: Mealy-Automat

Ein Serienaddierer . ..

11101 4+ 1011 = 101000
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Von FAs akzeptierte Sprachen

® Wir haben kennengelernt:
» DFA und NFA zur Akzeptierung von Sprachen
s eine Sprache, die von keinem NFA akzeptiert
wird
o Wir benotigen:

s mehr Informationen uber die von NFA und DFA
akzeptierten Sprachen
s Was unterscheidet die von NFAs und DFAs
akzeptierten Sprachen?
s AbschluBeigenschaften
s Entscheidbarkeitsresultate
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Sprachfamilien

o Eine Klasse £ von formalen Sprachen wird
Sprachfamilie genannt, wenn folgende
Bedingungen ertiillt sind:

)

2. Es existiert ein abzahlbar unendliches Alphabet
[', so dass fiir jede Sprache L € L ein endliches
Alphabet > C " existiert mit L C X",

3. AL e L: L #0.

Die Klasse aller Wortmengen ist keine Sprachfa-
milie, da es fiir diese unendlich vielen Sprachen kein
gemeinsames endliches Alphabet >, gibt.
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Die reguliaren Sprachen

® Die Mengen von Wortern, die von einem DFA
akzeptiert werden konnen, heilen regulare
Mengen.

® Die Familie der regularen Mengen wird mit Reg
bezeichnet.

o Mit Akz(X) wird die Familie aller Sprachen
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Die reguliaren Sprachen

9

Die Mengen von Woértern, die von einem DFA
akzeptiert werden konnen, heilen regulare
Mengen.

Die Familie der regularen Mengen wird mit Reg
bezeichnet.

Mit Akz(X) wird die Familie aller Sprachen

L C 2" bezeichnet, die von DFAs mit
Eingabe-Alphabet > akzeptiert werden konnen.

Es gilt:

Akz(X) ={L C¥* | L = L(A) fiir einen DFA A}
und

Reg = U Akz(Y).
?A\Ipl)slfaili”.
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Wozu NFAs?

Einige Griinde fiir die Betrachtung von
nichtdeteministischen endlichen Automaten:

# Analogie zu Syntaxdiagrammen:

Dezimalzahl:
| C

\m A 4
N

:.
—»@—»

SEb e

—»@—

# kleinere und hautig tbersichtlichere Darstellung
gegentiber DFAs
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NFA = DFA

® Theorem: Jede von einem NFA akzeptierte Menge
kann auch von einem initial zusammenhangenden,

vollstandigen DFA akzeptiert werden und ist daher
regular.

» Fiir den Beweis benotigen wir einige Umformungen
des NFA, von dem wir ausgehen.

o Konstruktion in drei Schritten:
s M-frei
s buchstabierend
s vollstandig und deterministisch



M-Irei

o Der naive Ansatz, mit A\-Kanten verbundene
Zustande zu verschmelzen, fihrt nicht zum Ziel.



M-Irei

o Der naive Ansatz, mit A\-Kanten verbundene
Zustande zu verschmelzen, fihrt nicht zum Ziel.

o Gegenbeispiel:

a b a,b
Y = (Y



M-Irei

o Der naive Ansatz, mit A\-Kanten verbundene
Zustande zu verschmelzen, fihrt nicht zum Ziel.

o Gegenbeispiel:

a b a,b
Py = &
® Wir betrachten deshalb zunachst alle
Nicht-\-Kanten . ..



M-Irei

o Der naive Ansatz, mit A\-Kanten verbundene
Zustande zu verschmelzen, fihrt nicht zum Ziel.

o Gegenbeispiel:

a b a,b
Py =
® Wir betrachten deshalb zunachst alle

Nicht-\-Kanten . ..

# und bilden alle moglichen Kombinationen mit
A-Pfaden des Automaten.
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1. Betrachten wir die Kante (zg, ab, 2p):
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1. Betrachten wir die Kante (zg, ab, 2p):
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2. Betrachten wir die Kante (z1, ¢, 21):
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2. Betrachten wir die Kante (z1, ¢, 21):
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3. Betrachten wir die Kante (z9,d, 29):

N
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3. Betrachten wir die Kante (z9,d, 29):




A-Elimination

Insgesamt ergibt sich folgendes Bild:

ab,c,d

zo wird Endzustand, da ein \-Pfad zu einem
Endzustand existiert.
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A-frei (formal)

9o Se| A .= (Z7 Z,K, Zstart; Zend) ein NFA, der
moglicherweise \-Kanten besitzt.

o Ein neuer NFA B := (Z, %, K', Zsart, 2.

end) ohne
A-Kanten wird wie folgt erklart:

K' = {zw")eZx¥X*xZ|3, wz")eK

wAAINz = 2N == 2" (in A)}

A A
und
Z' = Zend U{2 € Zgtart | 37 € Zeng 1 2 — 2}

A
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Beweis: L(A) = L(B)

s L(B)C L(A)
s (z,w,2') ist nur dann in K’, wenn z — 2/ im

w
NFA A moglich ist.

s ...wenn im Zustandsgraphen von A ein Pfad
von z nach 2’ existiert, auf dem das Wort w
gelesen wird.

s = zu jedem Erfolgspfad in B existiert auch
einer in A.

s L(A)C L(B)
s A€ L(A) = \€ L(B), dadann einer der
Startzustande von B per Definition in Z__, ist.

s Jede Kante (2, w, 2") € K mit w # X ist in K|
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Beweis: L(A) = L(B)

e L(A) C L(B) [Fortsetzung]
s Erfolgspfad p in A:

>k

k / k / k S /
LoXT 71 Ty 7207 72w, N PRI DY

P = Ziyl ist Ubergang mit Kante

(20, w;, ziv1) von A, (w; # A).
s Kante muss in Pfad p mit |p| # A vorkommen
s Nach Definition von K’ ist (z;, w;, z;41) € K’
fir 1 < i < n sowie (2, wy, 2,,,) € K.

s Also: z; ﬁ z;1 in B Erfolgspfad in B.
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buchstabierend

® Theorem: Zu jedem A-freien NFA gibt es einen
aquivalenten buchstabierenden NFA.

® Zu jeder Kante k := (z,w, 2') € K des NFA
A= (2,5, K, Zsart, Zend) Mit |w| > 2 werden
lw| — 1 neue (Zwischen-)Zustande z;, definiert.

» Die Kante k = (z,w, 2') mit w = x129 - - - x,, Wird
dann ersetzt durch die Kanten der Menge

{(Zv L1, Zkl)a (Zkla L9, Zkg)? SR (an_p L, Z,)}
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Wir gehen vom vorigen A-freien Automaten aus:
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2. Betrachten wir die Kante (z, ab, z1):
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3. Betrachten wir die Kante (z, ab, z5):
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3. Betrachten wir die Kante (z, ab, z5):




Konstr.: buchstabierender NFA

Insgesamt ergibt sich folgendes Bild:
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® Gegeben sei ein A-freier, buchstabierender NFA
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Idee: aus NFA wird DFA

® Gegeben sei ein A-freier, buchstabierender NFA

A

— (Zv 27 Zstart7 Zend)-

» Konstruiere einen DFA folgendermaBen:

o

Bezeichne Zustande mit den Teillmengen von Z,
d.h. neue Zustandsmenge ist Z' = 27.

Einziger Startzustand sei {z | 2 € Zgarnt }-
Zeichne Kante mit Inschrift a € 3 von Z C 7

nach |J {z}

(2,a,2)EK
zez

Endzustand sind alle Z € Z' mit Z N Zeng + ()
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Potenzautomatenkonstr. (formal)

® Sei A= (Z7 Za K7 Zstart; Zend) eln
buchstabierender NFA.

» Der Potenzautomat zu A ist wie folgt definiert:
s B:=(2%,X,6, 2,7 ) mit
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Potenzautomatenkonstr. (formal)

< Se| A e (Z7 Z, K, Zstart; Zend) ein
buchstabierender NFA.

» Der Potenzautomat zu A ist wie folgt definiert:
s B:=(2%,X,6, 2,7 ) mit
o Zl :={M €2? | M N Zeng # 0} und
® 20 := Zsar, d.h. die Menge der Startzustande

von A bildet nun den einzigen Startzustand z
von 5.



Potenzautomatenkonstr. (formal)

® Sei A= (Z7 Za K7 Zstart; Zend) eln
buchstabierender NFA.

» Der Potenzautomat zu A ist wie folgt definiert:
s B:=(2%,X,6, 2,7 ) mit
o Zl :={M €2? | M N Zeng # 0} und

® 20 := Zsar, d.h. die Menge der Startzustande
von A bildet nun den einzigen Startzustand z
von B5.

s 0 ist fiir alle M € 27 und jedes x € ¥ definiert
durch:

O(M,x) = U{z’ cZ|(z,2,7) e K}
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Idee fiir Korrektheitsbeweis

® Einerseits: Zu jeder akzeptierenden Rechnung
von B auf einem Wort w gibt es wegen der
Definition von 0 ebenfalls einen Erfolgspfad von A
auf w.

® Andererseits: Fiir jeden Erfolgspfad von A
existiert eine akzeptierende Rechnung in B.

s Die in A besuchten Zustande kommen in den
/ustandsnamen des Pfades von B in der
gleichen Reihenfolge vor.

® Somit ist der konstruierte vDFA B aquivalent zum
NFA A.



Schlussfolgerung und Anwendung

® NFAs akzeptieren dieselbe Sprachfamilie Reg, wie
DFAs.



Schlussfolgerung und Anwendung

® NFAs akzeptieren dieselbe Sprachfamilie Reg, wie
DFAs.

# Sind L; und Ly regulare Sprachen, dann ist auch
L1 - Lo regular.



Schlussfolgerung und Anwendung

® NFAs akzeptieren dieselbe Sprachfamilie Reg, wie
DFAs.

# Sind L; und Ly regulare Sprachen, dann ist auch
L1 - Lo regular.

® graphisch:




Schlussfolgerung und Anwendung

® NFAs akzeptieren dieselbe Sprachfamilie Reg, wie
DFAs.

# Sind L; und Ly regulare Sprachen, dann ist auch
L1 - Lo regular.

® graphisch:

o formal:
A= (Z1UZ2,21UZg,K1UK2U{(Z,)\,Z’) | 2 €

Z( ) A Z < Zstart} start7 Ze(zzi)

end
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