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Definition: Lineare Grammatik

» Eine kontextfreie Grammatik G := (V, Vi, P, S)

heiBt

s linear, falls P C Vi x (V3 - Vy - VAU V),
s linkslinear, falls P C Viy x (Vx - ViU V}), und
s rechtslinear, falls P C Viy x (V- Vy U V}) ist.

» Eine CFG wird genau dann einseitig linear
genannt, wenn sie entweder linkslinear oder

rechtslinear ist.

» Beispiel: S — aSa | A ist linear.

o Beispiel: S — aadA

o Beispiel: S — Aaa

aa 1st rechtslinear.

aa 1st linkslinear.
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Rechtslineare Grammatiken

® Theorem: R C X" ist regular gdw. es eine
rechtslineare Grammatik G gibt, mit L(G) = R.

» Beweis C: Sei R € Reqg definiert durch einen
buchstabierenden NFA Ay = (7,3, K, {20}, Zend),

dann konstruiere eine rechtslineare CFG
Gr:= VN, Vp, P, S):

Vv = {lz] | z € 2}

VT =
S = [ZO]
P = {[z] — al] | (z,a,7) € K} U

{lz] — A | 2 € Zend}

(etwas einfacher und allgemeiner als im Skript)



Rechtslineare Grammatiken

® Theorem: R C X" ist regular gdw. es eine
rechtslineare Grammatik G gibt, mit L(G) = R.

» Beweis D: Sei CFG G := (Viy, Vp, P, S)
rechtslinear. Wir definieren einen NFA
AQ F= (Za 27 K7 Zstarta Zend) durch

Z = {za | Ae VL UA{z\}

>, = VT
Zstart L= {ZS}
Zend = {2:}

K =A{(20,u,2r) | Q, ReVyANu e ViNQ — uR € P}
U{(zg,u,2x) | Q €EVNAUEVINQ — u € P}
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Beispiel: RLG — NFA

® Von einer rechtslinearen Grammatik zu einem NFA:
S — aB |bA | A

A—aB|c
B — bA | A

A= ({ZS, ZA, 2B, ZA}; {@7 b}v K, {ZS}a {ZA})
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Ergebnisse

9

Auch fir linkslineare Grammatiken lassen sich
»aquivalente” NFAs definieren.

Allgemein gilt dies nicht fiir lineare Garmmatiken,
sondern nur fiir einseitig lineare Grammatiken!

Beispiel: S — a5b | A erzeugt die nicht-regulare
Sprache DUP.

... also ist die Familie Reg eine echte Tellmenge

von Cf.

Fragen:

s Wo sind die Grenzen von Cf?

s Was fiir Abschlusseigenschaften hat Cf?

s Was fiir Entscheidbarkeitsresultate kennen wir?
s Gibt es ein Automatenmodell fiir Cf?
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Pumping-Lemma fiir Cf

#® FEine kontextfreie Grammatik besitzt nur endlich
viele Nonterminale n.

# |st in einem Ableitungsbaum ein Pfad langer als n,
so kommt ein Nonterminal doppelt vor.

® Daraus ergeben sich weitere Ableitungsbaume, die
ebenfalls zu Terminalwortern fiihren!

» Ableitungsbaume von CNF-Grammatiken haben
besonders schone Eigenschaften.
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Pumping-Lemma (vwvway-Theorem)

® Theorem: Fiir jede Sprache L € Cf gibt es eine
Zahl n € IN, so dass jedes Wort z € L mit |z| > n
eine Zerlegung z = wvwxy besitzt, fiir die
folgendes gilt:
(i) |vx| > 1
(i) Jvwx| <n
(iii) Vi > 0: w'wr'y € L
o Wie beim uvw-Theorem, kann hiermit nicht
gezeigt werden, dass eine Sprache kontextfrei ist!!!
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o v oder x enhalt nur a's, nur b's oder nur ¢'s
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® Theorem: Das spezielle Wortproblem fiir
kontextfreie Sprachen ist entscheidbar, d.h. es gibt
ein Verfahren, das zu einer durch eine CFG G
spezifizierten Sprache L = L(G) fiir jedes w
feststellt, ob w € L gilt.

® Beweisidee: O.B.d.A. liege GG in GNF vor. Da in einer
Ableitung S == v in jedem Schritt ein weiteres Terminal
erzeugt wird, brauchen nur die endlich vielen Ableitungen der
Lange |w| daraufhin iiberpriift zu werden, ob eine darunter
ist, die das Wort w generiert.

» Das Verfahren benotigt exponentiellen Aufwand!

® Entscheidung des allgemeinen Wortproblems
erfordert zusatzlich die Konstruktion einer
aquivalenten GNF.
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® SeiG = (Vn,Vp,P,S) CFG in CNF und w € V}
mit w = 129 ...x,, fur x; € Vp.

o Fiiralle?,7 €4{0,1,2,...n} mit 0 <7<
definieren wir Mengen V; ; € Vi durch
‘/;_17]' = {A c Vn ‘ A :*> TiTit1 - .. Cl?j}, die
sukzessive als die Elemente der Felder V; ; einer

(n 4+ 1) x (n + 1)-Matrix mit Elementen aus V
bestimmt werden.

» Am Ende ist V|, bestimmt, und es gilt S € V{,,
genau dann, wenn w € L(G) ist.
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Abschlusseigenschaften

® Die Familie Cf ist abgeschlossen gegeniiber:
1. Vereinigung, d.h. Cf VCf C Cf
2. Komplexprodukt, d.h. Cf - Cf C Cf
3. Kleene'sche Hiille (Sternbildung), d.h. Cf* C Cf
® Beweis: Fiir i € {1,2} seien L; gegeben durch L; := L(G;)
fir G; == (Vin, Vi, P, ;).
1. L4 U Ly = L(Gj3) fiir
Gs = (VinWVonw{Ss}, Vir UVor, Ps, S3) mit
Ps = Pl UP,U{S3 — 57, S35 — 5o}
2. Ly - L(G,) fur
Gy = (Vl,N Vo n W{Ss}, Vir UVar, Py, Sy) mit
Py:=PUP,U{Sy — 5152}
3. L7 = L(Gs) fir G5 := (Viny W {Ss}, Vir, P5,S5) mit
P=PU{S: — 55, S5 — A}



Kellerautomaten

#® Eine Kelerautomat ist ein endlicher Automat mit
Kellerspeicher:

--=-» nur Lesen

 AOADOOONCEN

endliche O

Steuerung O

Lesen und

Schreiben nur

am oberen
Kellerende
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Kellerautomat (formal)

» Ein nichtdeterministischer Kellerautomat
(PDA fiir push down automaton) ist ein Tupel

A= (2,31, K, Zsart, Zend, L), wobei gilt:
o / ist endliche Menge von Zustanden.

» X ist endliches Eingabealphabet.

o I st endliches Kelleralphabet.

o KC/ZXxX"xI™xI'™ x Z ist die endliche
Zustandsiiberfiihrungsrelation.

® Zstart € Z ist die Menge der Startzustdnde.
® Zend € Z ist die Menge der Endzustande.

o 11 ist das Kellerbodenzeichen oder
Kellerbodensymbol.
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® Was ist die a
® Was ist eine
® Was ist eine

b,al\
a,\|a b, L |\

Gy

kzeptierte Sprache?
Rechnung eines PDA?

Konfiguration eines PDA?

Das wird Gegenstand der Vorlesung in

der nachsten

Woche sein!
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