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Reduzierte Grammatik

o Definition: Eine kontextfreie Grammatik
G := (Vn,Vp, P, S) heiBt genau dann reduziert,
wenn gilt:

1. Jedes Nonterminal ist produktiv, d.h.
VA e Vy gilt Jw e V3 : A:;>w.

2. Jedes Nonterminal ist erreichbar, d.h.

VAe Vy gilt Ju,veV:: § :;> uAv.

® Eine reduzierte Grammatik enthalt moglicherweise
trotzdem noch unnotig viele Symbole!
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Konstruktion reduzierter CFG

® Die Konstruktion besteht aus zwel separaten
Teilen:

» Teil 1 entfernt Symbole (und Produktionen), so
dass danach alle verwendeten Nonterminale auf
reine Terminalworter abgeleitet werden konnen,
d.h. G enthalt danach nur noch produktive
Nonterminalsymbole.

o Teil 2 entfernt danach alle Symbole, die vom
Startsymbol aus nicht erreichbar sind.

® Die Reihenfolge der Anwendung dieser Schritte ist
wichtig!

® ...im Wesentlichen dasselbe Verfahren, wie bei der
initialen Zusammenhangskomponente eines DFA.
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S —s ACS |ABBY|Q)
A— Ca | CDb|@D)

B —EB
C — bCE | aD

D — aDFE | bC
E —G@Ab

My = Vp ={a,b}
M, .= MyU{S, B} ={a,b,S, B}
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erreichbare Nonterminale

S —dBBI| A
A —G@D

B — bb |GBD
E — aAb

M() = {S}
M, = MyU{A,B,S} ={S, A, B}
M2 = M1 U {B} — {S,A, B}
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Normalformen fiir CFGs

® Es ist manchmal unhandlich, viele mogliche
Gestalten rechter Seiten von Regeln haben zu
konnen.

o Auf den linken Seiten steht bei CFGs sowieso
immer genau ein Nonterminal.

# Normalformen helfen beli Konstruktionen und
Bewelsen.

» Definition: Eine CFG G := (Vy, Vp, P,S) ist in
Chomsky-Normalform (CNF) gdw. alle

Produktionen in P von der Form A — BC oder
A—afirA B,C € Vyund a € Vp sind.

» Definition: Eine CFG G := (Vy, Vp, P,S) ist in
Greibach-Normalform gdw. P C Viy x V- V3.
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Beispiele

o S— SS|AB, A— AA |a, B— BB |bist
in Chomsky-Normalform, aber nicht in
Greibach-Normalform.

o S—aA A— aAl|aB, B— bB|bistin
Greibach-Normalform, jedoch nicht in
Chomsky-Normalform.

o S— aAbB, A— aA |\, B— bB | \ist
weder in Greibach- noch in Chomsky-Normalform.

» Wie sieht es mit S — aA, aA — aaA | abB,
bB — bbB | b aus?

Diese Grammatik ist nicht einmal kontextfrei!
® S — a | bist sowohl in CNF, als auch in GNF!
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Chomsky-Normalform

#® Normalformen sind nur sinnvoll, wenn sie fir eine
geniigend groBe Menge von Grammatiken
existieren.

® Theorem: Zu jeder CFG GG kann effektiv eine
dquivalente CFG G’ := (V, V7., P’ S") konstruiert
werden, fiir die folgendes gilt:

s Falls A ¢ L(G), soist G’ in
Chomsky-Normalform.

s Gilt A € L(G), soist 8" — X die einzige
A-Produktion in P’ und die Produktionen in
P'\A{S — A} C Vi x (V- Vi U VL) sind in
CNF. (5" nicht auf rechter Seite!)

» Beweis: In mehreren Schritten werden aquivalente
Grammatiken erstellt . ..
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Konstruktion einer CNF

» Die Konstruktion erfolgt in sechs Schritten:
1. A-frei-machen

Reduzieren

Kettenregeln entfernen

Ersetzen langer Terminalregeln

Verkiirzen zu langer Regeln

Wiederherstellen der urspriinglichen Sprache
durch evtl. Hinzunahme einer A-Regel

S ok

» Beispielgrammatik:
S — ABC | AB,
A — aaaA | A,
B — bB | A,
C — BC | AC
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Skript- Verfahren hier aufgeteilt!

® /Zunachst die Konstruktion der CFG ohne
A-Produktionen. Dazu im korrigierten Skript —
anders als im Verteilten — ein extra Theorem (1.
Schritt zur Konstruktion der Chomsky- Normalform
im verteilten F2-Skript)

» Die wichtigen 3 Schritte der Chomsky-Normalform
Konstruktion (Schritte 3,4, und 5 im verteilten

-2-Skript)

® Zusammenbringen der vorigen Teile (6. Schritt in
der Konstruktion der Chomsky-Normalform
entsprechend dem verteilten F2-Skript)

® Eine entsprechend modifizierte Skript-Version ist
ins Web gestellt!
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1. A-frei-machen

» Fiir jedes A € Vi entscheiden wir, ob A :;> A

gilt. Bestimmen der Menge V), C Vy:
o My={AeVy|A— X€ P} und
Mz’+1 I:{AEVN‘HUJEM;I AHU}EP}UMZ

® Es existiert ein Index £ € IN mit M = M1 und
es ist V) := M, die gesuchte Menge.
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A-frei-machen (Forts.)

o Wir definieren nun die endliche Substitution o

A falls A € (V \ V)
o(A) = {J{(A,}A} falls A é %/A W

® o(u) = {v | v entsteht aus u durch Streichen
einiger (aller, keiner) der Symbole aus V) }

o Beispiel:
Vi:={A, B} 0(aABAbC) = {aABALC,
aBAbLC, a ABbC, aAALC, a AbC', aBbC', abC'}.

e Gy:=(VN,Vp, P, S) mit L(Gy) = L(G) \ {\}:
P={A—v|v#AANvEo(w)firA— we
P}.

® Induktionsbeweis im Skript!
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Beispiel: A-frei-machen

s S— ABC | AB,
A — aaaA | B,
B — bB | A,
C — AC | BC
o M():{B}, M1 {B A} und M3 {B A S}
ergibt V\, = {5, A, B}.
® Loschen der A\-Regeln:
S— ABC | AB| AC | BC |C | A| B,
A — aaaA | B | aaa,
B — bB | b,
¢ — AC | BC|C

o Esgilt L(Ghew) = L(Gai) \ {\}.
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2. Reduzieren (auch vor 1. gut)

o Wir konstruieren aus (7 die aquivalente reduzierte
CFG G2 L= (VN2, VT2, PQ, S)

® (51 enthielt die Regeln
S— ABC | AB| AC | BC |C | A| B,
A — aaaA | B | aaa,
B —0bB|b,
C — AC | BC | C
o A, B, und S sind produktiv:
S— AB| A| B,
A — aaaA | B | aaa,

B —bB|b

#® Nun sind alle Nonterminale auch noch erreichbar.
Also sind wir mit dem 2. Schritt fertig.
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3. Kettenregeln entfernen

9

In G5 kann es noch Produktionen der Form
A — B € Vy x Vy geben.

Wir definieren die Relation < C Vy X Vy mit:

Gy = (VN37 VTS,Pg,S) mit VN3 = Vn,, VT3 =V,
und Ps ={A —w|wé&Vy, N 3B — w €
P, A A< B}

Das Startsymbol bleibt .S, denn sollte L(G) = ()
gelten, so wurde bereits P, = ().

Die Gleichheit von L(G3) und L(G5) zeigt man
auch leicht formal.
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Beispiel

s S— AB| A
A — aaaA | B
B—bB|b

» SKA SKBund AK DB

o S— AB | aaaA | aaa | bB | b,
A — aaaA | bB | b | aaa,
B—bB|b

® Somit sind alle Kettenregeln beseitigt!

B !
|

aaaq,
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4. Ersetzen langer Terminalregeln

K

Terminalsymbole diirfen in Chomsky-Normalform
nur durch Produktionen der Form A — «a
generiert werden.

In allen rechten Seiten, deren Lange groBer 1 ist,
ersetzen wir jedes Terminal a durch ein neues
Nonterminal (a).

Wir erweitern P; zu P, durch Hinzunahme der
Produktionen (a) — a.

Wir erhalten so im vierten Schritt

G4 = (VN4, VTS, P4, S)

S — AB | (a){a){a)A | (a)(a){a) | (b)B | b,
A — (a){a)(@)A | (0)B | b | (a){a)(a),

B — <b>B ’ b,

(a) — a, (b) — b
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# Es kann noch Regeln A — w mit |w| > 2 geben.

» Neue Nonterminale (v) fiir jeden echten Prafix v
der rechten Seiten in Py mit |v| > 2:
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5. Verkiirzen zu langer Regeln

# Es kann noch Regeln A — w mit |w| > 2 geben.

» Neue Nonterminale (v) fiir jeden echten Prafix v
der rechten Seiten in Py mit |v| > 2:

Gs := (Vn,, Vg, P5, S) mit
V. ={(w) | Ju#:FA —we P : w=
vu A [v| > 2} U Vy, und P5 :=
{A— (V)z|A—weP: lw>3ANw=vxAx e Vy, U
{(0) — Wy | {u), (v) € (Vg \ Viv,) Ay € Vv Ao = uyjU
{{v) — zy | (v) € VN, \ Vv,) A,y € Vv, Av = zy U
{A—w|A—we PN |wl <2}
® (G5 ist in Chomsky-Normalform!!

s L(Gs) = L(Q), falls A ¢ L(G) gilt.
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6. Wiederherstellen von )\

® |m ersten Schritt wurde die Menge V) zur
Ausgangsgrammatik G bestimmt.

» Dort konnte also die Frage ,\ € L(G)?" auf die
Frage ,,S5 € V7" reduziert, und damit entschieden
werden.

o Gilt also A € L(G), so konstruieren wir Gg, indem
wir zu den Nonterminalen von G5 ein neues
Startsymbol S,.,, sowie die neuen Produktionen
Shew — A und {Spey — w | IS — w € P5} zu
Ps5 hinzufiigen. (Nur erforderlich, wenn S in
rechten Seiten von Produktionen vorkommt!)

» Es werden die Regeln Syey — A, Spew — AB |
((a)(a)(a)) A | ({a){a)){a) | {0)B | b hinzugefiigt.
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Linksrekursion

® Jede Regel A — w heit A-Produktion.
o A — Av heiBt linksrekursiv.

® Theorem: Zu jeder CFG G gibt es eine
aquivalente CFG G’ ohne Linksrekursion.

o Beweisidee: Habe G := (Vy, Vi, P, S) die

linksrekursiven A-Produktionen
A — Auq | Aug | ... | Au, und die verbleibenden

A-Produktionen A — vy | v9 | ... | vs.

s Definiere CFG G’ := (V,, V4, P',.S") mit neuem
Nonterminal A und ersetze alle linksrekursiven
A-Produktionen von G durch:

s A— v AlwmA|...|v,A und

A— Al wA|. . JwA|u |u ... | u.
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Greibach-Normalform

® Theorem: Zu jeder CFG G kann effektiv eine CFG
G’ in Greibach-Normalform konstruiert werden, fur

die

L(G") = L(G) \ {\} gilt.

® Beweis: Konstruiere G’ in mehreren Schritten:

1.

2.

Zunachst wird GG in eine CFG G; umgeformt,
die in erweiterter Chomsky-Normalform ist.

Nehmen wir nun an, dass o0.B.d.A.
Vi, = {A1,As,..., A} und 57 := A; ist.

. Durch sukkzessive Veranderung der Regelmenge

Py wird Gy := (Vy,, Vi, P35, S) konstruiert, fiir
die aus A; — Ajw € P, stets j > ¢ folgt.

Dann sukzessives Ersetzen der A; beginnend
mit dem groBten j.

. Beweis im Skript, hier dennoch ein Hinweis zum



Algorithmus A

begin
for k:=1ton do
for j:=1to k— 1 do (*j ist stets kleiner k ! *)
for jede Produktion der Form A;, — A u do
begin
for alle Produktionen A; — v do
fiige neue Produktion A, — wvu hinzu
und entferne die Produktion Ay — Aju;
end
end (x for Produktionen Ay — Aju *)
end (x for j %)
for jede Produktion der Form A, — Aju do
begin
definiere neues Nonterminal By und erginze neue Produktionen
B — uw und By — uBj und
entferne die Produktion A, — Aru
end:
for jede Produktion der Form A, — u,
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Baume

# Ein Baum ist ein gerichteter, geordneter,
zyklenfreier und knotenmarkierter Graph mit einer

Wourzel, die keinen Vorgangerknoten besitzt.

o Beispiel: (Satz)
(Nominalphrase) (Verbalphrase)
(Attributphrase) (Verb) (Adverb)

N

(Adjektiv) (Attributphrase)

(Substantiv)

bissige Hunde bellen laut
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Ableitungsbaum

® Sei G := (Vy,Vp, P,S) eine beliebige CFG, dann
wird fiir jedes Symbol A € V ein
A-Ableitungsbaum B(A) wie folgt erklart:

1.

Jedes Blatt von B(A) ist mit einem Symbol
a € Vp U{\} beschriftet.

. Jeder Knoten von B(A), der kein Blatt ist, ist

mit einem Symbol > € Vi, die Wurzel mit dem
Symbol A beschriftet.

. Ein (innerer) Knoten ist mit dem Symbol

Y. € Vv beschriftet gdw. seine

Nachfolgerknoten von links nach rechts mit
21, 29, ..., 2 beschriftet sind und
>, — 211209 ... 2 eine Produktion von G ist.
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VAVNVAN
S
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/l\ /\\
| |

A A



Beispiel: Dyck-Sprache

» Betrachte die CFG G; mit folgenden Produktionen:
S — 55 |[aSh| A

® /wei unterschiedliche Ableitungsbaume fiir aabb:

» [(G,) ist die Dyck-Sprache D, aller korrekt
geklammerten Ausdriicke liber einem Klammerpaar.



Beispiel: Dyck-Sprache

» Betrachte die CFG G; mit folgenden Produktionen:
S — 55 |[aSh| A

® /wei unterschiedliche Ableitungsbaume fiir aabb:

» [(G,) ist die Dyck-Sprache D, aller korrekt
geklammerten Ausdriicke liber einem Klammerpaar.

» Eine dquivalente eindeutige Grammatik:

S — aSbS | A
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Definition: Mehrdeutigkeit

» Eine CFG G heiBt mehrdeutig (ambiguous) gdw.
es fiir mindestens ein Wort w € L(G) zwei

verschiedene Ableitungsbaume gibt.
Andernfalls heiBt G eindeutig.

» Eine kontextfreie Sprache L € Cf heit eindeutig
(unambiguous) gdw. es eine eindeutige CFG G mit

L = L(G) gibt. Andernfalls heiBt L mehrdeutig.

» Eine Ableitung in einer CFG heiflt Linksableitung
(bzw. Rechtsableitung) gdw. in jedem Schritt der
Ableitung das ersetzte Zeichen das am weltesten
links (bzw. rechts) stehende Nonterminal ist.

(Ableitungsrelationen = und =)
1 re

o Ly :={a"b’c | Ir,s,t € IN: r =5V s=t}ist
nicht eindeutig.
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Ausblick

» |Ist jede regulare Sprache auch durch eine
kontextfreie Grammatik erzeugbar?

» Eigenschaften der kontextfreien Sprachen

°

Grenzen der kontextfreien Sprachen

o Kellerautomaten
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