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# l|dee: Die Potenzmenge von Z wird als neue
/ustandsmenge verwendet.

o Werden alle Zustande benotigt?

o Es gibt NFAs, die tatsachlich alle 2121 Zustande
erfordern!

o Beispiel:
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o Beweis: Sei L = {wq,ws,...,w,} endlich, d.h.
Ll =n € IN.
s Es gibt endliches Alphabet > mit L C ..
s NFA A= ({z7},% K,{z},{%'}) mit

K :={(z,w;,?') | w; € L}

akzeptiert L.
s graphisch:
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Rationale Ausdriicke

Definition: Die rationalen Ausdriicke liber einem
endlichen Alphabet X sind definiert durch:

» () ist ein rationaler Ausdruck, der die (leere) Menge
My := () beschreibt.

® Fiir jedes a € X ist a ein rationaler Ausdruck, der
die Menge M, := {a} beschreibt.

# Sind A und B rationale Ausdriicke, welche die
Mengen M4 und Mp beschreiben, dann sind
induktiv folgende rationalen Ausdriicke definiert:

s (A + B) beschreibt die Menge M4 U Mp,
s A - B beschreibt die Menge M4 - Mp
s (A)* beschreibt die Menge M’

s (A)T beschreibt die Menge M}
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Sprachfamilie Rat

9

Es bezeichne Rat(>) die Familie aller mit

rationalen Ausdriicken beschreibbaren Teilmengen
von 2.7,

Zusammenfassend: Rat := ) Rat(X).

Mist endl. Alphabet
Regeln zur Klammerersparnis:
s unare Operatoren vor binaren (x vor - und +)
s Punkt vor Strich (- vor +)
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Anwendung: Unix-CLI

® grep und egrep auf Unix-Betriebssystemen und in
Editoren:

s Suche mit , regularen Ausdriicken”

® Gibt man z.B. den Befehl
egrep "Th...i.$ /usr/dict/duden
ein, so konnten folgende Worter gefunden und
angezeigt werden:
e Thermik
s Theorie
s Thespis



egrep-Notation

rationaler Ausdruck

egrep-Notation

Zeilenanfang
Zeilenende
C
(Gesamtalphabet:) ¥

r 4
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Grundannahmen

® Sei L eine regulare Sprache.

# In allen weiteren Konstruktionen diirfen wir nach
belieben voraussetzen, dass wir einen der folgenden
Automaten vorliegen haben, der L akzeptiert:

s DFA

s vDFA

s NFA

s M-freier NFA

s buchstabierender NFA
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Abschlussoperator: Vereinigung

® Theorem: Mit L, € Akz(X1) und Ly € Akz(3)
st L1 U Ly € Ak’Z(Zl U 22)

» Beweis: (Konstruktion eines NFA fiir L; U L)

s Seien A := (Z1,%1,01, 21,0, Z1.end) Und
B = (ZQ, 22, 52, 220 ZQ,end) mit Ll — L(A)
und Ly = L(B) zwei vDFAs.

s Der NFA fiur Ly U Lo wird definiert durch:
Caup = (Z1W 25,21 U Xy, K3, Z30, Z3.end)
& Z3,start L= {2’1,0, 2’2,0}
$ ZB,end = Zl,end U ZQ,end
s Kz :={(p1,2,01(p1,2)) | ;1 € Z1, 2 € X1}

U{(p2; z,02(p2, 7)) | p2 € Z2,x € Y}
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» Theorem: Seien L € Akz(X1) und
Ly € AkZ(Zg), dann ist L1 - Ly € A]{?Z(Zl U 22)
» Beweis: (Konstruktion eines buchstabierenden
NFA fur Ll y L2)
s Seien A := (Z1,%1,01, 21,0, Z1.end) Und
B = (ZQ, 22, 52, 2.0 ZQ,end) voIIsténdige DFA's
mit Z1NZy =0, Ly = L(A) und Ly = L(B).
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Abschlussoperator: Produkt

» Theorem: Seien L € Akz(X1) und
Ly € AkZ(Zg), dann ist L1 - Ly € A]{?Z(Zl U 22)
» Beweis: (Konstruktion eines buchstabierenden
NFA fur Ll y L2)
s Seien A := (Z1,%1,01, 21,0, Z1.end) Und
B = (ZQ, 22, 52, 2.0 ZQ,end) voIIsténdige DFA's
mit Z1NZy =0, Ly = L(A) und Ly = L(B).
s Definiere NFA C'y.5 :=
(Zl U Zo, 21 U2, K1 U KoU K3, 21,0 ZQ,end) mit
s Ki:={(p1,2,01(p1,2)) |z € ¥1,p1 € Z1}
s Ko :={(p2,x,02(p2,2)) | x € 3o, p2 € Z3}

s Kj:= {(p1,$752(22,075€)) |2 € X, p1 € Zl,end}
die A und B verbindenden, Nicht-\-Kanten.
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Abschlussoperator: Stern

® Sei L € Akz(X), dann ist auch L* € Akz(X).

» Beweis: (Konstruktion eines buchstabierenden
NFA fiir L*)

o Sei A:=(Z,%,0, 20, Zend) ein vDFA mit
L= L(A).
s Definiere buchstabierenden NFA
CA* L= (Z & {p}, Z, K1 U K2 U Kg, {p}, {p})
mit K = K; U K9 U K3, wobel
s Ky =A{(z,2,0(p,x)) |z € X,z € Z} die zum vDFA
A gehorende Kantenmenge,
s Ko :={(p,z,0(20,7)) | z € X} und
s Ks:={(z,2,p) |z €X,0(2,) € Zanq} die
Verbindungen mit dem neuen Startzustand sind.
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Einfache Mengen sind regulir!

® Die leere Menge ist regular.

» Die Menge 0* = {\} ist regular.

@ a
» Die Menge {a} ist regular.

o > ist regular.

o Fiir jede Menge M ist M lediglich eine
abkiirzende Schreibweise fiir M - M*.

o Fir jede Menge M ist M -0 =0-M = 0.

@ O O

a,b,c,...
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» Beweisidee: Wir stellen eine Rekursionsformel auf,
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Satz von Kleene

® Wegen der Abgeschlossenheit von Reg gegen U, -
und x ist klar, dass Rat C Reg gilt.

# Theorem: Fiir jedes Alphabet X gilt
Akz(X) = Rat(X) und folglich Reg = Rat.

» Beweisidee: Wir stellen eine Rekursionsformel auf,
die von jeder regularen Sprache zeigt, dass sie
durch endlich haufiges Anwenden von U, - und x
darstellbar ist.

o Konstruktion eines rationalen Ausdruckes fir
einen beliebigen DFA.

o Konstruktion funktioniert auch fur
(buchstabierenden) NFA.
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Akz(¥) C Rat(X)

® Sei A= ({z,...,2,}, 2,0, 21, Zend) €in DFA
o Seifir0<k<nundl<i, 53<n:

( )

S(ziw) = 2 A [(w=uv Au# I
RE = dwe (zi,w) =2; N [(w=uv Au# >

vE ANz u) = 2) — 1 < K

\ /

I Rffj enthalt alle Worter, die auf Pfaden von z;
nach z; liber die Menge {z1,..., 2z} von

Zwischenzustanden gelesen werden konnen.

» Insbesondere R}, = {x € U {A} | 0(z,2) = 2
oder (x =A) A (i =7)}




Akz(¥) C Rat(X)

® Sel A=

({Zl, ..

 Znt, 20,0, 21, Zend) €in DFA

o Seifir0<k<nundl<i, 53<n:

y

Rf’j = <

\

w E X

0(zi,w) =2; N [(w=muvAu## A\
vE ANz u) = 2) — 1 < K

I Rffj enthalt alle Worter, die auf Pfaden von z;

nach z; liber die Menge {z1,..., 2z} von

Zwischenzustanden gelesen werden konnen.
» Insbesondere R}, = {x € U {A} | 0(z,2) = 2

oder (x=A)A(i=j)}

» Somit: L(A)

U Ry

2;€Zend

\
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Beweis: 1" i~Rekursionsformel

y {z]d(zi,z) =2;0der (x=A)A(i=7)}, fallsk=0
Rij — k—1 k—1  (pk—1\x pk—1
Ry URS (R ) - RS, falls £ > 1.

» Induktions-Basis: R} ; entspricht der Definition

# Induktions-Schritt: Sei £k =m > 0.
RZ”] korrekt = R@bejﬂ korrekt

s Kommt 2,11 nicht vor = w € R

s Kommt z,,,1 auf dem Pfad vor = Zerlegung:
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Pfade in einem FA

Uy’ -
\\ A PR
\ @ Zustande aus

{z1,..., Zm }
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Beweis (Forts.)

o Die Pfade mit den Wortern u, vy, ve, ..., v, w
durchlaufen nur Zustiande der Menge {z1,..., 2}

o Offensichtlich gilt:
® UcC Rz ;m—+17

.ﬁ\V/1<Z<T ERm+1m+1 Und

» wERm+1]



Beweis (Forts.)

o Die Pfade mit den Wortern u, vy, ve, ..., v, w
durchlaufen nur Zustiande der Menge {z1,..., 2}

o Offensichtlich gilt:
» UCEC Rz m—+1

.ﬁ\V/1<Z<7‘ ERm+1m+1 und

® Dies zeigt zunachst die Inklusion:
m—|—1 m m * m
Ri,j R U Rz m+1 ( m+1,m+1) CAtlm1,5e



Beweis (Forts.)

9

Die Pfade mit den Wortern u, vy, vy, ..., v, w
durchlaufen nur Zustande der Menge {z1,..., 2z }.
Offensichtlich gilt:

s u€ R,

s V1<i<r:wv€Rp,,,, 1 und

s we Ry,

Dies zeigt zunachst die Inklusion:

R'Z?_l Rm U Rz ;m+1 ( %+1,m+1)>I< ' %+1,j'

Die Umkehrung dieser Inklusion ist leicht

ersichtlich.
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b,c
Sy
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Beispiel: 1. ohne Zwischenzustand

b.c

11—{)‘ b, c}

12—{@}
RlB_R21_R31_Rg,2:@
Ry, = {A}

23—{a b}



Beispiel: 1. ohne Zwischenzustand

b.c

11——{A b, c}

12—-{a}
}ﬁg'—]%yl—=R31—-B§2::@

Ry, = {A}

23——{a,b}

33——{A}



Beispiel: 2. Zwischenzustinde {2}

b,c

1 0 0 0 \x* 0
Rl,l — R1,1 U Rl,l ’ (Rl,l) ’ Rl,l
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Beispiel: 2. Zwischenzustinde {2}

Rh — 39,1 U R?,l ’ (32,1)* ’ 39,1
Ry - ({AYU(RY,)" - Ry)
Ry - ({AYU(RY,)T)

Riy - (Ry,y)

— (Rg,1)+

{\ b, ct™

{0, ¢}’



Beispiel: 2. Zwischenzustinde {2}

Rh — 39,1 U R?,l ’ (32,1)* ’ 39,1
Ry - ({AYU(RY,)" - Ry)
Ry - ({AYU(RY,)T)

Riy - (Ry,y)

— (Rg,1)+

{\ b, ct™

— {bv C}*
(b+c)"



Beispiel: 2. Zwischenzustinde {2}

b.c

Ri, = RI,UR} - (R})" Ry

{a} U {\, b ct-{\b,ct" - {a}
{a} U{N b, c}T - {a}

{b,c}t” - {a}

(b+c)*a



Beispiel: 2. Zwischenzustinde {2}

b,c
‘ a a,b @

Ri, = R),UR] - (R)))" Ry~
{a} U {\, b ch - {)\ b,c}" - {a}
{a}U{%bac}+ {a}

~ {bey - {a)
(b+c)*a

R%,?) — Rg,s U Rg,1 ’ (R?,l)* ’ R?,?)
(a+b)
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Beispiel: 3. alle Zwischenzustinde

b,c
e NG

3 2 2 2 \* 2
Ri3 = RigURi3-(R33)" - R3;

9 | | 1\ pl
R33 = R33URz, - ([y,)" - Rog
= R3;U0-

Ré,S = Rg,s U R(S),l ' (39,1)* ' R(1),3
{ALUD-
{\}



Beispiel: 3. alle Zwischenzustinde

b,c
‘ a a,b
Ris = R%,s U R%,s ’ (Rg,:s)* ’ Rg,s
= RizUR{;-{\}"-{\}

2 1 | 1 v+ pl
R34 R33 U R3y- (Ry5)" - Ry

Ré,S = Ré,s U Rg,l ’ (39,1)* ' Rg,:s
(AU -
A}
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Beispiel: 3. alle Zwischenzustinde

b,c

Also L(A) = R}, = R?, mit

R%,s R%,s U R%,z ’ (R%,z)* ’ R%,s
D+ (b+c)(a)(a+b)
(b4 ¢)*(a)(a + b)

L(A)



Beispiel: 3. alle Zwischenzustinde

b,c

Also L(A) = R}, = R?, mit

R%,s = R%,s U R%,z ’ (R%,z)* ’ R%,s
D+ (b+c)(a)(a+b)

= (b+c¢)"(a)(a+b)

L(A)

... hier hatte man den rationalen Ausdruck auch direkt

vom Automaten , ablesen” konnen!
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