Komplexitditstheorie 4

Montag und Donnerstag
14:15 — 15:45 Uhr
in C-221

noch mehr Hierarchien

-
In der
Komplexitatstheorie wie auch der Berechenbarkeitstheorie
kennt und unterscheidet man vielfaltige Klassifizierungen durch
Hierarchien von Sprachklassen oder Klassen von Funktionen:
x

a. Polynomielle Hierarchie (Meyer/Stockmeyer 1973)
(NP-hart aber nicht mehr in NP)

b. Arithmetische Hierarchie (auch: Kleene/Mostowski Hierarchie)
(Rekursionstheorie: Grade der Unentscheidbarkeit)

c. Analytische Hierarchie (Kleene)
(Rekursionstheorie: Quantifizierung zweiter Ordnung)

Notig dazu das Konzept der Orakel Turingmaschine [A.M. Turing:
“Systems of logic based on ordinals”, Proc. London Math. Soc., 42
(1939) pp 230-265]




Die Orakel Turing-Maschine

Definition:

Eine Orakel-Turingmaschine M4 ist eine Turingmaschine (NTM oder
DTM) mit drei zusétzlichen Zustinden ,JA“,  NEIN“ und 7%, sowie
dem sog. ,,Orakelband“. Eine Orakel-TM M# akzeptiert eine Sprache
relativ zu dem Orakel A C ¥*, wobei A eine beliebige, auch unent-
scheidbare Menge sein kann!

Bei Eingabe von w € ¥* rechnet M4 zuniichst wie gewohnlich. Geriit
M4 in den Zustand ,?“, so ist der Folgezustand , JA“, falls die au-
genblickliche Inschrift rechts des LSK in der Menge A ist, andernfalls
»NEIN“.

Akzeptiert wird w, falls M4 in einen Endzustand gert.

Wenn statt der Orakelmenge A eine unendliche Zeichenkette z € {0, 1}*
benutzt wird, so ist diese als charakteristische Funktion einer Menge
B € IN anzusehen:

Das n-te bit von x ist 1, genau dann, wenn n € B.

Turing-Reduktion und many-one Reduktion

Definition:
Fir A, B C ¥* sagen wir, dass A rekursiv aufzihlbar in B ist, wenn es
eine Orakel-Turingmaschine M B gibt mit A = L(M?B).

Wenn die Orakel-TM M B stets hilt, so nennen wir A Turing reduzierbar
auf B, notiert als A <7 B. (Man sagt auch: A ist rekursiv in B.)

A <, B ist sog. many-one Reduktion von A C ¥* auf B C I'*, wenn es
berechenbare Funktion g : ¥* — I'* gibt, mit z € A < g(x) € B.

Zur Durchfiithrung einer Turing-Reduktion wird sozusagen eine
externe, bei verschiedenen Elementen der Sprache A moglicherweise
unterschiedliche, Prozedur verwendet (B ist i.A. unendliche Menge).
Bei der many-one Reduktion, wird immer der gleiche Algorithmus
“berechne g” benutzt.




Turing-Reduktion

Satz:
1. Turing-Reduktionen sind transitiv.
2. <,, verfeinert <p, d.h.: A <,,, B impliziert A <r B.

3. <r ist eine echte Vergroberung von <,,.

Beweis:
1. folgt leicht aus der Definition.
2. einfache Ubung.

3. Sei H die Menge, die das Halteproblem codiert.
Dann gilt fir H := {0,1}* \ H eben H «£,, H aber H < H!
Jede Menge A ist Turing-reduzierbar auf ihr Komplement: Mit
dem Orakel fiir A fragt man dieses, ob x € A ist, und akzeptiert
bei Antwort nein bzw. verwirft bei Antwort ja.

Die Polynomielle Hierarchie (0)

P
Definition:
P4 = {LC¥*|L=L(M?") fir eine polynomzeit-beschrinkte
Orakel-DTM M4}
= {L C X" | L ist deterministisch in Polynomzeit
Turing-reduzierbar auf A}
NP# = {LC¥*|L=L(M?") fiir eine polynomzeit-beschriinkte

Orakel- NTM M*}
= {L C X" | L ist nichtdeterministisch in Polynomzeit

Turing-reduzierbar auf A}




Die Polynomielle Hierarchie (1)

Fakten:
1. PP = p una NPT = NP.

9. NPA = NPA,
3. NP U co—NP C P47 C PSPACE.
4. A € Rec — NP? € Rec.
5. P4 C NPA
M. Jantzen, Komplexitatstheorie, SoSe 2008 7
PSPACE einmal anders
Satz:
PSPACE C PRBF c NpRBF Cc NPSPACE = PSPACE
also:
PSPACE = pRBF — Np@BF
Beweis:

1. € Weil QBF vollstandig ist fiir PSPACE, kann jedes L € PSPACE
deterministisch in polynomieller Zeit dadurch entschieden werden,
dass L auf QBF reduziert wird, und dann das Orakel einmal fiir
"w € L7 befragt wird.

2.C Das ist trivial, denn P C NP.

3.C Jede Orakel-NTM M 9BF kann durch PSPACE-beschrinkte NTM
simuliert werden, die die Orakelfragen an QQBF selbst beantwortet.

M. Jantzen, Komplexitatstheorie, SoSe 2008
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Relativierung

Aus dem letzten Ergebnis folgt, dass sich P und NP relativ zu QBF
nicht unterscheiden!

Ist damit auch “P= NP?”entschieden?
Nein:

Satz:
3B € Rec : PP + NPB

Idee:

Die entscheidbare Sprache B ’diagonalisiert’ iiber alle DTM-n und ihre
eigenen Anfinge. B wird fiir jedes n hochstens ein Wort der Lénge n
enthalten. Lp := {0" | 3w € B : |w| = n} ist offensichtlich ein Element
von NP5,

Zu zeigeél ist also nur noch, dass es entscheidbare Sprache B gibt, mit
Lp ¢ P”.

(Deren Definition ist nicht ganz einfach und in
Papadimitriou: Computational Complexity nachzulesen!)

Die Polynomielle Hierarchie (2)

Definition: [Meyer & Stockmeyer, (1973)]

Die Polynomielle Hierarchie ist folgende Hierarchie von Sprachfamilien:

2. Aip1(P) := PP fiir § > 0,
3. Lip1(P) := NPEP) figr i >0, und
4. M1 (P) := co—NPZ®) fiir i > 0, ergibt zusammen:

PH := |J %y(P)
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Eigenschaften

Al(P) — P, < (Well Al(P) = PP :P)

L1 (P) = NP = NpAP),

Apyr(P) = PO,

Ag(P) = co—Ag(P),

PAE) — AL (P),

Ek(P) UL (P) C Appa(P),

Ap(P) € Zpt(P) N1lgs1 (P),

alle Stufen sind unter N, U und <, abgeschlossen!

Yk(P) €Ik (P) — k(P) =11(P)

Die k-te Stufe

k-te Stufe von polynomieller Hierarchie PH
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die polynomielle Hierarchie (anschaulich)

SPACE

( Wir schrieben statt P stets (P) und statt coNP auch co-NP)
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Zielrichtung:

Die Idee dabei: Wenn downword separation gilt, dann muss nur die
Echtheit der Polynomiellen Hierarchie gezeigt werden, um P # NP zu
beweisen. Dass das schwierig wird, zeigten die letzten Orakel-Resultate.

downward separation = upward equality. . .

Beispiel (mit padding-Technik):

L =NL — DSPACE (n) = Cs.
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upward equality und downward separation

Lemma: (upward equality)

Beweis: (mit Induktion):

Skia(P) = NPZ+1P) = NP (F) — 53, 1) (P) = S5 (P)

Lemma: (downward separation)
dk € IN : 3(P) & Xp41(P) — P # NP
oder allgemeiner:

3k,j € IN : S4(P) G %;(P) — P # NP
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andere Darstellung der Polynomiellen Hierarchie

polynomielle Hierarchie

16




collapsing the PH-hierarchy

Folgerung:
P=NP — Vj>0:%(P)=2%;(P)=PH
e 2
Definition:
EQUIV
Eingabe:
Zwei boolesche Formeln F' und G.
Frage:
Sind F' und G equivalent?
- J
(Definition: )
MINIMAL = {F ist boolesche Formel | keine boolesche Formel G,
die zu F' equivalent ist,
hat weniger Symbole als F }
- y,
17
einige Mengen aus PH
Lemma:

EQUIV € 11,(P) und MINIMAL € TI,(P).

Fir die Menge MINIMAL ist nicht bekannt, ob sie in einer tieferen
Stufe der Polynomiellen Hierarchie liegt,

und auch nicht,
ob sie vielleicht sogar vollstandig fiir II2(P) ist!
Ein Problem in Y(P) ist dieses:
Gegeben ein boolscher Ausdruck A in DNF und eine Zahl b. Besitzt
die KNF fir A hochstens b Klauseln?

Es gibt tatsachlich auch vollstandige Sprachen fiir die >-Stufen der

Polynomiellen Hierarchie!
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feste Alternierung

s

Definition:

a) F osar, sei die Menge aller quantifizierten booleschen Formeln in
Pranex-Normalform der Art:

dzy € ViVag € Vodag € Vs - - Qzl'z eV, o,

. |V, falls ¢ gerade,
wslbe @ 8= { 3, falls ¢ ungerade
® eine boolesche Formel iiber {0, 1,21, zo,...,2,} in 3-KNF ist.

Hierbei ist die Variablenmenge V' disjunkt zerlegt in
V=VigVow..-0"V,.

und die sogenannte Matrix

b) Die Menge QSAT, ist definiert als
QSAT; := {w € Fgsar, | w besitzt erfiillende Belegung }.

Satz:
QSAT, ist vollstandig fiir X;(P) fiir jedes ¢ > 1.
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vollstindige Sprachen fiir PH ?

Satz:

Falls eine Sprache L vollstindig fiir PH ist, dann fillt die Polynomielle
Hierarchie bis zu einer festen Hohe zusammen.

Beweis: (mit Induktion):

Da L € PH gilt, gibt es i € IN mit L € ¥;(P). Damit gilt fiir jede Spra-
che L' € ¥;41(P) auch L' <jos L. Da jedes Level gegeniiber Reduktionen
abgeschlossen ist, folgt £;(P) = X;4+1(P). und damit also ¥;(P) = 3;(P)
fiir jedes 7 > 4!
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PH und PSPACE

Lemma:

PH C PSPACE.

Aus PH = PSPACE folgt, dass es ein vollstandiges Problem fir PH
gibt (PSPACE hat solche!) und die Hierarchie PH wird nicht “langer”,
sondern “kiirzer”!
Es gibt Orakel,
fir die PH # PSPACE
und solche,
fir die PH = PSPACE gilt!
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Zusammenhang mit BPP

Ein weiteres interessantes Resultat ist folgendes Ergebnis:

Satz:

Wenn das Erfiillbarkeitsproblem SAT mit booleschem Schaltkreis poly-
nomieller Grofle entschieden werden kann, so gilt PH = ¥5(P).
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Exakte Problemvariante zu NP
[Im Cliquen-Problem wir danach gefragt, ob in einem Graph G=(V,FE) zu}

einer Zahl k eine Clique mit mindestens k& Knoten existiert.

Dieses Problem ist in NP

Im Komplement des Cliquen-Problems wir danach gefragt, ob in einem
Graph G=(V,FE) zu einer Zahl k eine Clique mit hochstens k£ Knoten
existiert.

Dieses Problem ist in co— NP

Das exakte Cliqguen-Problem ist die Frage, ob in einem Graph G=(V,E)
zu einer Zahl k eine Clique mit genau k Knoten existiert.

Dieses Problem ist in DP := NPAco— NP
mat

NPAco—NP := {ANB | Ae NP, Beco—NP}.
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die Differenz zu NP

DP := {ANB| A€ NP,B € co—NP} bedeutet, dass fiir
B := ¥*\ Beben ANB = A\ B mit B € NP gilt.

Somit ist

DP ={Ly\ Ly | L1, Ly € NP}.

Die Klasse DP ist gegeniiber Durchschnittsbildung abgeschlossen, genauso wie
NP und P.

Gegeniiber Vereinigung (und damit Komplement) ist die Familie DP
wahrscheinlich nicht abgeschlossen, aber man kann zunachst die sog.

Boolesche Hierarchie, BH,
definieren.

24




die Boolesche Hierarchie

BHy := P
BH, := NP
BHj._1 Nco—NP, falls k > 2 gerade.

BHk =
BH;_1V NP, falls £ > 2 ungerade.

BH := |J BH;,
k>0

Wegen (,X* € NP und (,X* € co—NP, ist

BH,_1 C BH, und co—BH_1 C co—BH,
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Boolescher Abschluss

Definition:
Zu einer beliebigen Familie von Mengen C sei deren Boolscher Abschluss,
BC(C), definiert als kleinste Klasse von Mengen, die C' enthalt und
abgeschlossen ist gegeniiber:

1. Vereinigung

2. Durchschnitt

3. Komplementbildung

Satz:
BH = BC(NP)

26




BH,

BH;

BH,

BH,;

BH,

Das Gesamtbild als Hasse Diagramm

Boolesche Hierarchie

A \\‘\\‘ /"/’,,
VNP | Vco—NP.--=" "= ANP

CO:DP /\ co—DP

i A co—NP

DPV DP
Aco—NP VM ‘\/NP
DP v NP co—DP A co—NP
v NP M L\coNP
DP co—DP
Aco— NP M ‘VNP
NP co— NP
/

co—BH,

co—BH3

co—BH>

co—BH;

co—BH,
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Vollstdndige Probleme fiir BH},

Lwy := {(F1, F2) | F1 ist erfiillbar und F5 ist unerfiillbar}

Lpus := {(Fl, Fy, Fg) | (Fl ist erfullbar und F>

ist unerfiillbar)

oder Fj ist erfilllbar }

Satz:
Lpm, ist DP-vollstandig (= BHa-vollstandig)

Satz:

Fuar £>1 gilt:
Lpm;, ist BHj-vollstandig
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Beweis fiir Lpn»

O Lpus € DP ist klar.

[ Sei L € DP, d.h. L=L1 NLso fur L1eNP, Lo€co—NP.
Also gibt es Reduktionen fi, fo mit
reli1 & fi(x)eSAT und z€ Ly & fo(x) € co—SAT.

mit Abbildung f, die = auf (fi(z), f2(z)) abbildet ist dann
xel & xeliNls & x€Lliund x€ L2
< fi(x)eSAT und fo(x)€co—SAT
& (fi(z), fo(x)) €Lpm,

die gesuchte Polynomialzeit-Reduktion.

[ Fir die Sprachen Lpp; geht das dann analog.
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Orakelmaschinen mit verschiedenen Abfragemodi

Definition:
Sei F'P die Klasse der polynomzeit berechenbaren, tota-

len Funktionen von >* nach »*

Wir schreiben A <P, B genau dann, wenn

3f € FP: f(z) = (T, 1,42, - 11 ), 50 dass

reA < 7(xB(q1),xB(22),---,xB(qw)) = 1.

Hierbei ist 7 eine boolesche Funktion, die iiber einen Schalt-
kreis beschrieben und berechnet wird.

g

J

Die Zahl k der Orakelfragen ist polynomiell in |z|, da fin FP ist!

Definition:

Die <}, Hiille einer Klasse C ist:

PS = {A|3BeC: AL B

30




Query Hierarchie

Definition:

Die Query-Hierarchie iiber NP ist definiert durch

pNPIEl . ] [ L = L(MS4T) fiir DPOTM M, die maximal
o k Turing-Anfragen an SAT stellt.

pNP[O(D)] U PNPIRL 04 pNP[O(log)] U pNPIK]
keIN k(log)

pvp [ | L= L(M®AT) fir DPOTM M, die maximal
U k truth-table-Anfragen an SAT stellt.

|

|
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Boolesche Hierarchie ist in Polynomieller Hierarchie enthalten!

Recht kompliziert zu beweisen ist das folgende Theorem,
aus dem obige Aussage folgt:

Theorem:

NP
2. PN = PR s
3. BH,Uco—BH}, C PY%,, C BHy 1 Uco—BHy

4. BHor_y Uco—BHy._y € PN C BHye Uco—BHyn

1. PP = = PA fiir eine <P -vollstandige Menge A € BH.

Korollar:

BH = pYPI°Wl = | | PR, = BC(NP)
keIN

32




Der Satz von Kadin

Satz:

Falls es k € IN gibt, mit BH; = co—BH}, dann kollabiert die
Polynomielle Hierarche auf der dritten Stufe zusammen, d.h.,
dann gilt PH = Y3 N1Is.

Dies Originalergebnis von Kadin benutzt sog. ,Diinne Mengen* (sparse
sets) mit Ergebnissen von Yap (1983) unter Verwendung einer
Technik, die als ,easy-hard-technique* bezeichnet wird. Yap zeigte,
diesen Zusammenbruch der Polynomiellen Hierarchie, sobald es eine
diinne Menge S gibt, mit co-NP C NP~.

Spatere Arbeiten von Wagner (1987,1989) und Chang und Kadin
(1991) verbesserten das Ergebnis letztlich zum Zusammenbruch bei
PH = BC(X%»).
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Diinne Mengen

Definition:

Eine Menge L C ¥* heiflt dinn, wenn
’ {we Ln=|uw|} ‘ < p(n)

fiir ein Polynom p(n).

Die Menge B, mit der P5 # NPB gezeigt wurde, ist eine diinne Menge.
Mahaney zeigte (1982), dass unter der Voraussetzung P # NP keine
dinne Menge NP—schwer sein kann.

Satz (Mahaney):

Wenn A € NP5 fiir eine diinne Menge S gilt, dann folgt A € PNFilog],

Der wichtige Satz fiir den Beweis von Kadin stammte von Yap (1983):
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Das Lemma von Yap

Lemma:

Falls es eine diinne Menge S gibt, mit co— NP C NP*, dann kol-
labiert die Polynomielle Hierarche auf der dritten Stufe zusam-
men, d.h., dann gilt PH = Y3 N Il;.

Der Beweis iiber die sog. easy-hard technique verlangt weitere
Definitionen und ist hier weggelassen. Die bislang starkste
Kopplung zwischen Boolscher Hierarchie und dem Kollaps der
Polynomiellen Hierarchie ist wohl von E. und L. Hemaspaandra
& Hempel (1989) gleichfalls Reith & Wagner (2001).
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Das bisher stirkste und allgemeinste Resultat:

E. und L. Hemaspaandra und H. Hempel zeigten 2001:

Satz:
Vk>0:Vi>1:
Pyt = Py 1)—s = BHy(Z:) = co— BH,(%)

Dazu sei die benutzte Notation erklart:

s

Definition:
Mit Aj—Ag—+—Ap_1—Ap = A1—(Ag—(- - —(Ap_1—Ag - -))
sei flir eine Menge C

. L=A, — Ay —-.-— Ay fir Mengen A; €C
BH(C := {L’ 1<i<k mit Ay CAx1C---CA
und

BH(C) := BC(C)
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die Arithmetische Hierarchie

e N
Definition:
Die Arithmetische Hierarchie ist folgende Hierarchie von Sprachfamilien:
1. 20 o= AQ o= HO = Rec.
2. Biyq = Re> fiir i > 0,
3. H,L = CO—Zi fiir ¢ Z O,
\ J
Fakten:
1. ¥1 =Re
2. V1 2 0: Ez g Ei+1 und Hz Q Hi—i—l-
3. V1 2 0: EZUHZ Q Ai—i—l-
4. AE Ei+1 — AE%Zi.
_ 3
5. Ai—i—l = Rec -
alternative Charakterisierung der Arithmischen Hierarchie
e N
Definition:
a) Esgilt L € ¥, genau dann, wenn es entscheidbares, n + 1-stelliges
Prédikat R gibt, mit
L={y| Iz1Varodzs - - Qunry : R(y,x1,...,2T5),
: |V, falls n gerade,
wobel G = { 3, falls n ungerade.
b) Es gilt L € II,, genau dann, wenn es entscheidbares, n + 1-stelliges
Préadikat R gibt, mit
L={y|Vz13z2Vz3 - QnTn : R(Y,T1,...,Tn)
: | 3, falls n gerade,
wobel Qp, := {V, falls n ungerade.
- J
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einige Sprachen in der Arithmetischen Hierarchie

Definition und Einstufung:

1. EMPTY = {M ist DTM ‘L(M) =0} e,

2. TOTAL := {M ist DTM ’L(M) e Rec} e IL,,
3. FINITE := {M ist DTM ‘L(M) ist endhch} € %,
4. COFIN := {M ist DTM ‘2* \ L(M) ist endhch} =N
-
Begriindung:
1. EMPTY = {M | YwVt : M akzeptiert w nicht in ¢ Schritten},
2. TOTAL = {M | Vw3t : M akzeptiert w in t Schritten},
3. FINITE = {M | InVwVt : |lw| < n oder M akzeptiert
w nicht in ¢ Schritten},
4. COFIN ={M | InVw3t : lw| < n oder M akzeptiert
w in § Schritten}. %
Arithmetische Hierarchie, anschaulich
arithmetische Hierarchie
Alle .. PP 4
Inklusionen T Arnr
sind
echt! . / \H
k / k
Alle Klassen sind \ Ay A= 5, AL,
abgeschlossen S
gegentiber
N, U und <pol.
Die Klassen Ay 22 \\‘Hg
sind dazu \ /
gegentiiber A, Ay = Yo NIl
Komplement / '\
abgeschlossen! 5, I,
\ A= / Al =1 NIl

Yo=A =1l
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Alternierendes Akzeptieren

Alternierung ist Verallgemeinerung des Konzepts des Nichtdeterminismus bei
Turingmaschinen oder endlichen Automaten!

Bisher ist nichtdeterministisches Akzeptieren existentiell definiert:

we L, wird akzeptiert, R
wenn mindestens eine Erfolgsrechnung existiert! { existentiell
Y,
we L, wird akzeptiert,
wenn alle Rechnungen Erfolgsrechnungen sind! . )
universell
y,

41

universelles und existentielles Akzeptieren bei NF'A

existentiell: {a}+{b}

universell: &

existentiell: (a+b)*

universell: {a,b}* \ {a}*+{b}
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AFA = alternierende NFA

Alternierende NFA akzeptieren nicht mehr als alle NFA:
die Potenzautomatenkonstruktion wird bei den universellen Zustanden variiert

angewendet, so dass ein aquivalenter DFA erzeugt wird

y e E—

Cco) Home > Research > Publications > Working Papers > 2000 > Abstract
SFI Working Paper Abstract
Events
Calendar, Talks, Update 2000
el b, Tid:  New Results on Alternating and Non-Deterministic Two-Dimensional
Publications, Library, Visiting Finite-State Automata
SH Author(s): Jarkko Kari and Cristopher Moore
% Shout Files: [gzipped postscript] [postscript]
Intemational K-12 Paper #:  00-09-051
sl e twent Abstract:  We resolve several long-standing open questions regarding the power of
Overview, Members, Events, various types of finite-state automata to recognize "picture languages," i.c. sets
Projects and Discussions, of two-dimensional arrays of symbols. We show that the languages recognized
Presentations and Materials by four-way alternating finite-state automata (AFAs) are incomparable to the
About SFI so-called tiling-recognizable languages. Specifically, we show that the set of
People, FAQs, Organization, acyclic directed graphs is AFA-recognizable but not tiling-recognizable, while
Job Openings, Supporting SFI, the set of non-acyclic directed graphs is tiling-recognizable but not AFA-
Media, Contact Us recognizable. More generally, the complement of an AFA-recognizable
" Quick Links... % language is tiling-recognizable, and therefore the AFA-recognizable languages
are not closed under complement. We also show that the set of languages
recognized by four-way NFAs is not closed under complement, and that NFAs
are more powerful than DFAs, even for languages over one symbol.
Keywords: picture languages, finite-state automata, image recognition

Man kennt auch Arbeiten zu AFA, die mit Zeitverhalten gekoppelt sind.
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alternierende Turingmaschinen: ATM
Eine ATM hat akzeptierende, nicht
akzeptierende sowie sog. existentielle und

universelle Zustande.

Ein Zustandswechsel von
existentiell zu universell
nennt man eine O/ N0 AR
Alternierung.

Die Zeit, die eine
Berechnung zum
Akzeptieren eines Wortes w "7 1T T TN TV OOV T
benotigt wird gemessen in
der Tiefe des
alternierenden

Akzeptierungsbaums:

L= a*babat+ U a*baab*
44




ein Beispiel zur alternierenden Akzeptanz

Definition:

USAT := {F' | F ist boolesche Formel mit genau einer erfiillenden
Belegung}

USAT ist von ATM FV-akzeptierbar!

rate existentiell eine Variablenmenge X
rate universell eine Variablenmenge Y# X

priife ob F(X) = true und F(Y) = false gilt.
wenn ja, akzeptiere Belegung XUY
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zur Erinnerung: Charakterisierung der Arithmischen Hierarchie

-~
Definition:
a) Esgilt L € ¥, genau dann, wenn es entscheidbares, n + 1-stelliges
Pradikat R gibt, mit
L={y|3zVaoTIzs - Qunry: Ry, z1,...,25),
: |V, fallsn gerade,
welol (4= { 3, falls n ungerade.
b) Es gilt L € II,, genau dann, wenn es entscheidbares, n + 1-stelliges
Prédikat R gibt, mit
L= {y | V'I.IEILEZVx?J e ann : R(y7x17 o0 737?1)
: __J 3, falls n gerade,
welsel G, 8= {‘v’, falls n ungerade.
\
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Die Alternierungsklassen

s 2
Definition:

1. ATIME(t) := Familie von Sprachen, die von t-zeitbeschrankter
ATM akzeptiert werden,

2. ASPACE(s) := Familie von Sprachen, die von s-platzbeschriankter
ATM akzeptiert werden,

3. ATIME — SPACE(t,s) := Familie von Sprachen, die von simul-
tan t-zeitbeschrankter und s-platzbeschriankter ATM akzeptiert
werden,

4. ATIME — ALT(t,a) := Familie von Sprachen, die von simultan ¢-
zeitbeschrénkter und a-alternierungsbeschrankter ATM akzeptiert
werden,

5. AALT — SPACE(a,s) := Familie von Sprachen, die von simultan
a-alternierungsbeschrinkter und s-platzbeschriankter ATM akzep-
tiert werden.

N\ J
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Die Alternierungs-Einstufung:

EXPTIME = DTIME (") = ASPACE (n°")
Ul

PSPACE = DSPACE (n°1) = ATIME (n°W)
Ul
P = DTIME (n°®) = ASPACE (logn)
Ul
L = DSPACE (logn) O  ATIME (logn)

Das alles folgt aus folgenden Einzelergebnissen:

Satz:
DSPACE(f(n)) € ATIME ((f(n))*).
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Beweisidee
Wenn L€ DSPACE(f(n)) ist, dann hat jedes wé€ L eine akzeptierende

Rechnung einer Lange 20(/(n), Eine rekursive Prozedur priift nun die

Erreichbarkeit einer Endkonfiguration von der Startkonfiguration:

[ ist von « in hochstens 2t+1 Schritten erreichbar, wenn es eine
Konfiguration ~ gibt, fir die gilt:

a) -y ist in 2! Schritten von « aus erreichbar
und

b) ( ist in 2! Schritten von v aus erreichbar.

Fir platzkonstruierbare Funktion f konnen f(n) Speicherzellen markiert
werden und in diesem Platz
existentiell die Konfiguration ~ geraten werden.
Dann werden die Eigenschaften a) und b) universell verifiziert.
Die Rekursionstiefe ist O(f(n)) und in jedem Level ist die Zeit ebenfalls

O(f(n)) und damit gilt DSPACE(f(n))CATIME(f2(n)).
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noch zum Beweis

Sollte f nicht platzkonstruierbar sein, so rat die ATM existentiell eine
unére Darstellung eines Wertes f(n) = 1, 2, 3, ....wenn die ATM dann w
akzeptiert, so benotigt sie ebenfalls nur eine Tiefe des

Akzeptierungsbaums von O(f2(n)).

Folgerung:
Sei f(n) > logn, dann gilt:

DSPACE(f(n)) C ATIME — SPACE ((f(n))2, f(n))
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weitere Ergebnisse (ohne Beweis)

Proposition:

Sei t(n) > logn, dann gilt:

ATIME (t(n)) € DSPACE (t(n))

Proposition:

Sei s(n) > logn, dann gilt:

ASPACE (s(n)) C DTIME (2°0("))

Proposition:

Sei t(n) > logn, dann gilt:

DTIME (t(n)) C ASPACE (log(t(n)))
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eine neue Hierarchie?

Das Hauptergebnis war:

Alternierende Polynomzeit = polynomieller Platz

Definition:

Eine AYg- (bzw. Alli-) ATM ist eine ATM, die in existentiellen (bzw.
universellen) Zustédnden beginnt, und hochstens (k — 1)-mal alterniert.

Die Alternierungs Hierarchie ist folgende Hierarchie von Sprachfamilien:
1. AY;(P) = {L’L wird von einer AY;-AT M

in Polynomzeit akzeptiert},

2. AIL(P) := {L‘L wirdl vom einer All= AT

in Polynomzeit akzeptiert}.




wirklich eine neue Hierarchie?

Offensichtlich
gilt: Lemma:

A%;(P) C ASi1(P)

Was sind das fiir Klassen?

AYo(P) =P
A, (P) = NP
AYH(P) = ?
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Nix Neues durch Alternierung!

Satz:

Vk Z 0: AHk(P) = Hk(P)

Alternierungs Hierarchie = Polynomielle Hierarchie
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Wie geht’s weiter

logarithmische Alternierungsklassen

mehr zu Schaltkreisen

Kolmogorov Komplexitit

Mehr zu NP-Vollstandigkeitsbeweisen durch Reduktionen
NC (Nicks Class) und logarithmische parallele Berechnungen
Randomisierte Berechnungen

Approximationsverfahren
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