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Prozesse als Ordnungen

a: x:= 3 b: y:= 4 c: z:= x+y

Eigenschaften der Handlungen:

• extensional, d.h. durch ihre Wirkung beschreibbar

• unteilbar (auch atomar), d.h. sie werden vom Prozessor ununter-

brochen ausgeführt

• geordnet

a) durch eine totale Ordnung: sequentieller Prozess

START STOP

3

„atomare Operation“

WirkungBezeichner,
  Name
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• geordnet

a) durch eine totale Ordnung: sequentieller Prozess

b) partielle Ordnung: nichtsequentieller Prozess, d.h. zeit-

lich/kausal unabhängige Handlungen sind möglich

a: x:= 3 b: y:= 4 c: z:= x+y

START STOP

Prozesse als Ordnungen
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a: x:= 3

b: y:= 4

c: z:= x+y

START

STOP

b) partielle Ordnung: nichtsequentieller Prozess, d.h. zeit-

lich/kausal unabhängige Handlungen sind möglich

START

als Petrinetz

Prozesse als Ordnungen

5
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a: x:= 3

b: y:= 4

c: z:= x+y

START

STOP

START

b) partielle Ordnung: nichtsequentieller Prozess, d.h. zeit-

lich/kausal unabhängige Handlungen sind möglich

als Petrinetz

Prozesse als Ordnungen

6
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a: x:= 3

b: y:= 4

c: z:= x+y

START

STOP

START

b) partielle Ordnung: nichtsequentieller Prozess, d.h. zeit-

lich/kausal unabhängige Handlungen sind möglich

als Petrinetz

Prozesse als Ordnungen
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a: x:= 3

b: y:= 4

c: z:= x+y

START

STOP

START

b) partielle Ordnung: nichtsequentieller Prozess, d.h. zeit-

lich/kausal unabhängige Handlungen sind möglich

als Petrinetz

Prozesse als Ordnungen

8
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als (Aktions-)Folgen:

a;b;c  und  b;a;c

a: x:= 3

b: y:= 4

c: z:= x+y

START

STOP

START

als Petrinetz

a

b

c

als Striktordnung

oder partielle Ordnung

interleaving semantics
Folgen-Semantik

partial order semantics
PO-Semantik

9
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Definition 1.21 Sei A eine Menge und R ⊆ A×A eine (binäre) Relation.

a) (A, R) heißt partielle Ordnung (partially ordered set, poset), falls gilt:

1. ∀a ∈ A. (a, a) ∈ R “Reflexivität”
2. ∀a, b ∈ A. (a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R ⇒ a = b “Antisymmetrie”
3. ∀a, b, c ∈ A. (a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R ⇒ (a, c) ∈ R “Transitivität”

Schreibweise: a ≤ b für (a, b) ∈ R

2.1 Prozesse als Ordnungen 5

S = R - id = {(b,a),(a,c),(b,c),...}

R = {(a,a),(a,c),(b,a),...}

a
b

dc e

f

g

h

a
b

dc e

f

g

h

Abbildung 2.2: Partielle Ordnung R und Striktordnung S

Q = S - S2 = {(b,a),(a,c),(c,d),...}

h

g

f

ec d

b
a

Abbildung 2.3: Präzedenzgraph Q

c) (A,R) heißt totale oder lineare Ordnung (totally ordered set),

falls gilt:

1. (A,R) ist partielle Ordnung

2. ∀a, b ∈ A. a #= b impliziert (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R

“Vollständigkeit”

Eine Striktordnung mit 2. heißt totale oder lineare Striktordnung.

In Abb. 2.2 ist oben eine partielle Ordnung R und darunter die Striktordnung S = R−id darge-

stellt. Striktordnungen lassen sich oft übersichtlicher als Präzedenzgraph (“Hasse-Diagramm”)

darstellen, der nur die direkten Nachfolger enthält (Abb. 2.3).

Definition 2.2 Sei (A,<) eine strikte Ordnung und a, b ∈ A.

F4/SoSe 2005

keine Zyklen !!!

Zyklen?

10

2.2
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2.1 Prozesse als Ordnungen 5
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c) (A,R) heißt totale oder lineare Ordnung (totally ordered set),

falls gilt:

1. (A,R) ist partielle Ordnung

2. ∀a, b ∈ A. a #= b impliziert (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R

“Vollständigkeit”

Eine Striktordnung mit 2. heißt totale oder lineare Striktordnung.

In Abb. 2.2 ist oben eine partielle Ordnung R und darunter die Striktordnung S = R−id darge-

stellt. Striktordnungen lassen sich oft übersichtlicher als Präzedenzgraph (“Hasse-Diagramm”)

darstellen, der nur die direkten Nachfolger enthält (Abb. 2.3).

Definition 2.2 Sei (A,<) eine strikte Ordnung und a, b ∈ A.

F4/SoSe 2005

keine Zyklen !!!

Striktordnung
Irreflexivität

Zyklen?
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Definition 1.21 Sei A eine Menge und R ⊆ A×A eine (binäre) Relation.

a) (A, R) heißt partielle Ordnung (partially ordered set, poset), falls gilt:

1. ∀a ∈ A. (a, a) ∈ R “Reflexivität”
2. ∀a, b ∈ A. (a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R ⇒ a = b “Antisymmetrie”
3. ∀a, b, c ∈ A. (a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R ⇒ (a, c) ∈ R “Transitivität”

Schreibweise: a ≤ b für (a, b) ∈ R

2.22.2

b)
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c) (A,R) heißt totale oder lineare Ordnung (totally ordered set),
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c) (A,R) heißt totale oder lineare Ordnung (totally ordered set),

falls gilt:

1. (A,R) ist partielle Ordnung

2. ∀a, b ∈ A. a #= b impliziert (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R

“Vollständigkeit”

Eine Striktordnung mit 2. heißt totale oder lineare Striktordnung.

In Abb. 2.2 ist oben eine partielle Ordnung R und darunter die Striktordnung S = R−id darge-

stellt. Striktordnungen lassen sich oft übersichtlicher als Präzedenzgraph (“Hasse-Diagramm”)

darstellen, der nur die direkten Nachfolger enthält (Abb. 2.3).

Definition 2.2 Sei (A,<) eine strikte Ordnung und a, b ∈ A.

F4/SoSe 2005
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Kapitel 2: Eine prozessorientierte Sprache und ihre Semantik
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Präzedenz-
Relation

strikte
Ordnung

1. b heißt direkter Nachfolger von a (in Zeichen: a ! b), falls:

a ! b :⇔ a < b ∧ ¬∃c ∈ A. a < c ∧ c < b

2. (A, !) heißt Präzedenzrelation zu (A,<).

2.1 Prozesse als Ordnungen 5

S = R - id = {(b,a),(a,c),(b,c),...}
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Abbildung 2.3: Präzedenzgraph Q

c) (A,R) heißt totale oder lineare Ordnung (totally ordered set),

falls gilt:

1. (A,R) ist partielle Ordnung

2. ∀a, b ∈ A. a #= b impliziert (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R

“Vollständigkeit”

Eine Striktordnung mit 2. heißt totale oder lineare Striktordnung.

In Abb. 2.2 ist oben eine partielle Ordnung R und darunter die Striktordnung S = R−id darge-

stellt. Striktordnungen lassen sich oft übersichtlicher als Präzedenzgraph (“Hasse-Diagramm”)

darstellen, der nur die direkten Nachfolger enthält (Abb. 2.3).

Definition 2.2 Sei (A,<) eine strikte Ordnung und a, b ∈ A.

F4/SoSe 2005

keiner 
dazwischen

14

Definition 2.3
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6 Kapitel 2: Eine prozessorientierte Sprache und ihre Semantik

Q = S - S2 = {(b,a),(a,c),(c,d),...}

h

g

f
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b
a

Abbildung 2.3: Präzedenzgraph Q

a) ! =< − <2

( “−” Mengendifferenz, <2 := < ◦ <= {(a, b) | ∃c. a < c ∧ c < b} Relationenprodukt)

b) Gilt <= !+(transitive Hülle), dann heißt (A,<) kombinatorisch. In diesem Fall ist <

durch ! festgelegt. Für endliche Mengen A ist (A,<) immer kombinatorisch.

c) Falls A unendlich ist, muss dies nicht gelten:

für die rationale Zahlen (Q, <) gilt zum Beispiel ! = ∅.

d) Ist eine Striktordnung (A,<) isomorph zu einer Teilmenge von IN (mit der von IN geerbten

Striktordnung), dann wird sie gerne mit einer Folge beschrieben:

a1 → a2 → . . . → an mit a1a2 . . . an (card(A) = n)

oder a1; a2; . . . ; an

a1 → a2 → . . . mit a1a2 . . . (card(A) = card(IN))

oder a1; a2; . . .

e) Für eine Striktordnung (A,<) ist

Lin(A,<) := {(A,<1)| <1 ist lineare Striktordnung mit <⊆<1}
die Menge der linearen (oder seriellen) Vervollständigungen von (A,<). Ist (A,<) kom-

binatorisch mit <= !+ dann wird: Lin(A, !) := Lin(A, !+) definiert.

f) Übertragung auf Folgen entsprechend d):

Beispiel: (A, !)

F4/SoSe 2005

Präzedenz-
Ordnung

strikte
Ordnung

?

Q = S − S2 = {(b.a), (a, c), (c, d), (a, d), (b, c), (b, d), (b, e), (f, g), (h, g)}

S = R− idA = {(b.a), (a, c), (c, d), (a, d), (b, c), (b, d), (b, e), (f, g), (h, g)}

2.1 Prozesse als Ordnungen 5

S = R - id = {(b,a),(a,c),(b,c),...}

R = {(a,a),(a,c),(b,a),...}

a
b

dc e

f

g

h

a
b

dc e

f

g

h

Abbildung 2.2: Partielle Ordnung R und Striktordnung S

Schreibweise: a < b für (a, b) ∈ R

c) (A,R) heißt totale oder lineare Ordnung (totally ordered set),

falls gilt:

1. (A,R) ist partielle Ordnung

2. ∀a, b ∈ A. a #= b impliziert (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R

“Vollständigkeit”

Eine Striktordnung mit 2. heißt totale oder lineare Striktordnung.

In Abb. 2.2 ist oben eine partielle Ordnung R und darunter die Striktordnung S = R−id darge-

stellt. Striktordnungen lassen sich oft übersichtlicher als Präzedenzgraph (“Hasse-Diagramm”)

darstellen, der nur die direkten Nachfolger enthält (Abb. 2.3).

Definition 2.3 Sei (A,<) eine strikte Ordnung und a, b ∈ A.

1. b heißt direkter Nachfolger von a (in Zeichen: a ! b), falls:

a ! b :⇔ a < b ∧ ¬∃c ∈ A. a < c ∧ c < b

2. (A, !) heißt Präzedenzrelation zu (A,<).

Anmerkung:

F4/SoSe 2005

tra
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ve
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e

z, <2 := < ◦ <= {(a, b) | ∃c. a < c ∧ c < b}
15

?
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c) (A,R) heißt totale oder lineare Ordnung (totally ordered set),

falls gilt:

1. (A,R) ist partielle Ordnung

2. ∀a, b ∈ A. a #= b impliziert (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R

“Vollständigkeit”

a: x:= 3 b: y:= 4 c: z:= x+y

START STOP

a b c

16
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{(a,b),(a,c),(b,c)}a b c

a

b

c {(a,c),(b,c)}

als (Aktions-)Folgen:

a;b;c  und  b;a;c

interleaving semantics
Folgen-Semantik

?

e) Für eine Striktordnung (A,<) ist

Lin(A,<) := {(A,<1)| <1 ist lineare Striktordnung mit <⊆<1}
die Menge der linearen (oder seriellen) Vervollständigungen von

(A,<). Ist (A,<) kombinatorisch mit <= !+ dann wird:

Lin(A, !) := Lin(A, !+) definiert.

b a c {(b,a),(a,c),(b,c)}

17
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Beispiel: (A, !)

Lin(A, !) = { a b c d e f ,

a b d c e f ,

a d b c e f ,

a d b e c f ,

a d e b c f ,

a b d e c f }

Konstruktionsprinzip?

18
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Beispiel: (A, !)

Lin(A, !) = { a1 b1 a2 b2 a3 b3 a4 b4 a5 b5 . . .

a1 a2 b1 b2 a3 b3 a4 b4 a5 b5 . . .

a1 a2 b1 a3 b2 b3 a4 b4 a5 b5 . . .
...

Konstruktionsprinzip?

19
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globale Zeit

lokale Zeit

vs.

7.4 Logische und vektorielle Zeitstempel2.2



Formale Grundlagen der Informatik II                                   Kap 2: Partie!e Ordnungen                                                  Seite 21

...,99,100,101,...

...,99,100,101,...

...,100,101,102,...

Relation
„vor“

Relation
„nebenläufig“

t

y

x

Minkowski-Diagramm wurde 1908 von Hermann Minkowski entwickelt 

b
a

a
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Definition 7.14 Ein Nachrichten-Modell ist ein System von n Funkti-
onseinheiten bzw. Prozessoren p0, . . . , pn−1, die

• lokale Rechenschritte ausführen und

• Nachrichten an andere versenden.

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7 φ8

φ9 φ10 φ11 φ12

2.5
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d.h. Striktordnung ?

23

auch irreflexiv ?

Definition 8.12 Es wird eine Relation vor ⊆ Φ × Φ definiert. Für
φ1, φ2 ∈ Φ gelte (φ1 vor φ2), falls folgendes gilt:

b) Gehören φ1 und φ2 zu verschiedenen Prozessoren (d.h. sie liegen
auf verschiedenen Zeitachsen) und ist φ1 das Sendeereignis einer
Nachricht, die in φ2 empfangen wird, dann gilt (φ1 vor φ2).

c) vor ist transitiv

a) Gehören φ1 und φ2 zu dem selben Prozessor (d.h. sie liegen auf der
selben (linear geordneten) Zeitachse), dann gilt (φ1 vor φ2) genau
dann, wenn φ1 vor φ2 auf der Zeitachse liegt.

7.15

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7 φ8

φ9 φ10 φ11 φ12

2.6
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auch irreflexiv ? d.h. Striktordnung ?

Definition 8.12 Es wird eine Relation vor ⊆ Φ × Φ definiert. Für
φ1, φ2 ∈ Φ gelte (φ1 vor φ2), falls folgendes gilt:

a) Gehören φ1 und φ2 zu dem selben Prozessor (d.h. sie liegen auf
der selben Zeitachse), dann gilt (φ1 vor φ2) genau dann, wenn φ1

vor φ2 auf der Zeitachse liegt.
b) Gehören φ1 und φ2 zu verschiedenen Prozessoren (d.h. sie liegen

auf verschiedenen Zeitachsen) und ist φ1 das Sendeereignis einer
Nachricht, die in φ2 empfangen wird, dann gilt (φ1 vor φ2).

c) vor ist transitiv

φ1

φ2

φ3

Annahme: reflexiv in φ1

7.152.6
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pi pjmij

xi := xi −mij xj := xj + mij

Abbildung 7.16: Übertragung von Nachrichten über Kanal2.6

25

p0 p1

p2 p3

Abbildung 7.15: Banksystem mit 4 Filialen p0, . . . p32.5
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lokale Zeit

lokale Zeit

lokale Zeit

Gesamtgeldmenge : 10 + 20 + 30 = 60
m(φ8,φ6) = 2
1, 2, 3, . . . , 10 sind die Zeitzustände der lokalen Uhren

Problem : Die Bankleitung möchte immer wieder in Intervallen die
insgesamt umlaufende Geldmenge ermitteln. Diese sollte immer gleich
60 sein.

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7

φ8 φ9 φ10

10 !

20 !

30 !

1

2

3

4

5

1 7 8

3 4 6 7

3 7 8
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Verfahren 1:
Die Bankleitung fordert alle Funktionseinheiten auf, die Kontostände zu
einem bestimmten Zeitpunkt t ihrer lokalen Zeit mitzuteilen.
Erwartung :

∑

= 60.

Beispiel 6.17 Zeitpunkt t = 5
p0 : x0 = 10 − 1 = 9
p1 : x1 = 20 + 1 − 3 = 18
p2 : x2 = 30 − 2 = 28

∑

55 !

p0: 1 an p1 

p1: 1 von  p0 ;   3 an  p2 ;

p2: 2 an  p1 ;

unterwegs:  5  €

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7

φ8 φ9 φ10

10 !

20 !

30 !

1

2

3

4

5

1 7 8

3 4 6 7

3 7 8

also Problem:
die noch nicht empfangenen Nachrichten!

Defizit:  Nachrichten unterwegs

2.8

9

18

2
Zeit-Schnitt
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∑

Verfahren 2:
Die Bankleitung bittet die Summe der abgesandten minus der Summe
der eingegangenen Beträge zu xi jeweils hinzuzuzählen.
Erwartung :

∑

= 60.

Beispiel 6.18 Zeitpunkt t = 5
p0 : x0 = 9 + 1 = 10
p1 : x1 = 18 − 1 + 3 = 20
p2 : x2 = 28 + 2 = 30

∑

60

9

18

28

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7

φ8 φ9 φ10

10 !

20 !

30 !

1

2

3

4

5

1 7 8

3 4 6 7

3 7 8

unterschlagen



Formale Grundlagen der Informatik II                                   Kap 2: Partie!e Ordnungen                                                  Seite 29

Vergangenheit Zukun)

Problem:
Nachrichten aus der Zukun) in die Vergangenheit !

p1

p0

p2

Zeit

φ1

φ4

10 !

20 !

30 !

3

t

t

t

10 ! +  23 ! + 30 ! = 63 !

10 !  

23 !  

30 !  

Zeit-Schnitt Abb. 2.8
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Vergangenheit Zukun)
p1

p0

p2

Zeit

φ1

φ4

10 !

20 !

30 !

3

t

t

t

10 ! +  23 ! + 30 ! = 63 !

10 !  

23 !  

30 !  

Deshalb stellt sich die Frage, wie die Relation vor im System beobachtet
werden kann. Dazu bestimmen wir eine logische Uhr LT (φ) mit

φ1 vor φ2 ⇒ LT (φ1) < LT (φ2).

Zur Realisierung führt jede Funktionseinheit pi eine Variable LTi mit
Anfangswert LTi = 0 mit. Den Nachrichten wird der neue Wert des
Sendeereignisses beigefügt (logische Zeitstempel). Ein Ereignis φ von pi

setzt LTi auf einen um 1 größeren Wert als das Maximum des alten
Wertes und eines ggf. in φ empfangenen Zeitstempels.

Abb. 2.8
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Definition 7.19 Sei φ ein Ereignis von pi. Dann bezeichnet LT (φ) den
von φ berechneten Wert von LTi.

2.10

Satz 7.20 Für die Ereignisse φ1, φ2 ∈ Φ gilt :
φ1 vor φ2 ⇒ LT (φ1) < LT (φ2)

2.11

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7 φ8

φ9 φ11φ10 φ12

1 2 7

2 3 4 5 6

1 3 5

0

0

0 4

Abbildung 7.19: Senden mit logischen Zeitstempeln2.9
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p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7

φ8 φ9 φ10

10 €

20 €

30 €

1

2
3

4

5

1 6 7

2 3 4 5

1 4 5

∑

Es kommen an : 1 in φ4 und 2 in φ6. . Die Summe ist 57 + 3 = 60.

Algorithmus 7.7 Verfahren der Bankleitung

1. Man führe logische Uhren ein.
2. Man lege ein t ∈ Q mit t ≥ 0 fest.
3. Für jede Funktionseinheit pi :

- Bestimme in Bezug auf die lokale Zeit aufeinander folgende Ereignisse φ und φ� von pi

mit LT (φ) ≤ t < LT (φ�), falls t nicht vor dem ersten Ereignis von pi liegt.
- Setze ci auf den Wert von xi zwischen φ und φ�

oder auf den Anfangswert, falls t vor dem ersten Ereignis von pi liegt. Sende ci an Leitung.
- Sende den Wert jeder Geldsendung an Leitung, die ab φ� ankommt, aber einen

Zeitstempel ≤ LT (φ) hat.

2.2

t=1,5

9

20

28

9 + 20 + 28 = 57

konsistenter
Schnitt
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p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7

φ8 φ9 φ10

10 €

20 €

30 €

1

2
3

4

5

1 6 7

2 3 4 5

1 4 5

∑

Es kommen an : 1 in φ4 und 2 in φ6. . Die Summe ist 57 + 3 = 60.

Algorithmus 7.7 Verfahren der Bankleitung

1. Man führe logische Uhren ein.
2. Man lege ein t ∈ Q mit t ≥ 0 fest.
3. Für jede Funktionseinheit pi :

- Bestimme in Bezug auf die lokale Zeit aufeinander folgende Ereignisse φ und φ� von pi

mit LT (φ) ≤ t < LT (φ�), falls t nicht vor dem ersten Ereignis von pi liegt.
- Setze ci auf den Wert von xi zwischen φ und φ�

oder auf den Anfangswert, falls t vor dem ersten Ereignis von pi liegt. Sende ci an Leitung.
- Sende den Wert jeder Geldsendung an Leitung, die ab φ� ankommt, aber einen

Zeitstempel ≤ LT (φ) hat.

2.2

t=1,5

9

20

28

9 + 20 + 28 = 57

Problem:
Nachrichten aus der Zukun) in die Vergangenheit ?

konsistenter
Schnitt
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Striktordnung

auf Prozess

totale Ordnung

auf Prozess

Zeitstempel

(LT (φ1), pi) < (LT (φ2), pj)

gdw.

a)LT (φ1) < LT (φ2) oder

b)LT (φ1) = LT (φ2) und i < j

(2, p5) < (3, p2) (2, p5) > (2, p2) (2, p5) < (4, p8)
L.  Lamport Lamport-Ordnung

Lamport-Ordnung

tie-break-rule

in Anwendungen o* benötigt:  totale Ordnung auf Ereignissen im Netz

40
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1.0

1.2

2.1

2.0

3.1

3.2

4.1

4.2

5.1

5.2

6.1

7.0

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7 φ8

φ9 φ11φ10 φ12

1 2 7

2 3 4 5 6

1 3 5

0

0

0 4

Abbildung 7.19: Senden mit logischen Zeitstempeln2.9

39
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Aufgabe 6.33 (verteilter wechselseitiger Ausschluss)

Schreiben Sie einen Algorithmus für verteilten wechselseitigen Aus-
schluss. Dabei senden Prozessoren, die in den kritischen Abschnitt ein-
treten wollen, eine Anfrage (request) an die anderen und legen einen
Zeitstempel ts bei. Wenn sie von allen Prozessoren ein reply erhalten
haben, dürfen Sie in den kritischen Abschnitt eintreten.

p
1

p
2

p
3
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p
1

p
2

p
3
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Wir haben gesehen, dass gilt:

φ1 vor φ2 ⇒ LT (φ1) < LT (φ2)

Stellt die Relation < die vor-Relation exakt dar, d.h. gilt auch die fol-
gende Umkehrung?

LT (φ1) < LT (φ2) ⇒ φ1 vor φ2

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7 φ8

φ9 φ11φ10 φ12

1 2 7

2 3 4 5 6

1 3 5

0

0

0 4

Abb. 2.9
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LT (φ1) < LT (φ2) ⇒ φ1 vor φ2<
?

φ
φ

y

Definition 7.24 φ1 heißt unabhängig von φ2 bzw. φ1 heißt nebenläufig

zu φ2, geschrieben als φ1 � φ2, falls gilt :
φ1 � φ2 ⇔ ¬(φ1 vor φ2) ∧ ¬(φ2 vor φ1)

Gesucht ist eine strikte Ordnung auf Φ, die � darstellt.

2.15
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Definition 2.16 (Vektorzeit, vektorieller Zeitstempel)
Jede Funktionseinheit pi führt eine Variable �vi mit Werten in Nn ( lokale

Vektorzeit) und dem Nullvektor �0 als Anfangswert. Falls pi ein Ereignis
φ bearbeitet, wird der Zeitstempel �vi wie folgt aktualisiert:

Für die eigene Komponente i von pi gelte:

�vi[i] �→ �vi[i] + 1 (Inkrementieren des eigenen Stempels)

Für die anderen Komponenten �= von gelte:
�→

Für die anderen Komponenten j �= i von pi gelte:

�vi[j] �→ max(�vi[j], �V Tm[j]) falls eine Nachricht m mit dem Vektorzeit-
stempel �V Tm empfangen wird. Wird keine Nachricht empfangen, bleibt
�vi[j] unverändert (j �= i).

(Aktualisieren der anderen Komponenten)

pi

(· · · , j1, · · ·)

(· · · , ji, · · ·)



Formale Grundlagen der Informatik II                                   Kap 2: Partie!e Ordnungen                                                  Seite 

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7 φ8

φ9 φ11φ10 φ12

(1,0,0)(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)

(2,0,0)

(1,1,0)

(0,0,1)

(1,2,1)

(2,0,2) (2,0,3) (2,3,4)

(1,3,1) (2,4,3) (2,5,3)

(3,5,3)

48

Definition 7.26 (Vektor-Uhr)
Die Abbildung V C : Φ→ Nn wird definiert durch V C(φ) = �vi, wobei �vi

der von φ in pi berechnete Wert ist.

2.17
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p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7 φ8

φ9 φ11φ10 φ12

(1,0,0)(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)

(2,0,0)

(1,1,0)

(0,0,1)

(1,2,1)

(2,0,2) (2,0,3) (2,3,4)

(1,3,1) (2,4,3) (2,5,3)

(3,5,3)

49

Definition 7.27

a) Partielle Ordnung auf Nn : �v1 ≤ �v2 ⇔ ∀i ∈ {1, . . . , n} :
�v1[i] ≤ �v2[i]

b) Strikte Ordnung auf Nn : �v1 < �v2 :⇔ �v1 ≤ �v2 ∧ �v1 �= �v2

c) �v,�v� heißen unvergleichbar, falls ¬(�v ≤ �v�) ∧ ¬(�v� ≤ �v) gilt.

2.18
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Definition 7.24 φ1 heißt unabhängig von φ2 bzw. φ1 heißt nebenläufig

zu φ2, geschrieben als φ1 � φ2, falls gilt :
φ1 � φ2 ⇔ ¬(φ1 vor φ2) ∧ ¬(φ2 vor φ1)

2.15

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7 φ8

φ9 φ11φ10 φ12

(1,0,0)(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)

(2,0,0)

(1,1,0)

(0,0,1)

(1,2,1)

(2,0,2) (2,0,3) (2,3,4)

(1,3,1) (2,4,3) (2,5,3)

(3,5,3)
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(1,0,0) (2,0,0)

(1,1,0) (1,2,1)

(0,0,1) (2,0,2)

V C(φ1) < V C(φ2) ⇔ φ1 vor φ2

V C(φ1), V C(φ2) unvergleichbar ⇔ φ1 ‖ φ2

Satz 7.28

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7 φ8

φ9 φ11φ10 φ12

(1,0,0)(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)

(2,0,0)

(1,1,0)

(0,0,1)

(1,2,1)

(2,0,2) (2,0,3) (2,3,4)

(1,3,1) (2,4,3) (2,5,3)

(3,5,3)
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Aufgabe 7.29 Der Bankleitung werden ständig alle Vektor-Zeiten
V C(φ) gesandt. Kann Sie darauf ein Verfahren aufbauen, um das Bilanz-
Problem zu lösen?

2.20
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(1,0,0) (2,0,0)

(1,1,0) (1,2,1)

(0,0,1) (2,0,2)

V C(φ1) < V C(φ2) ⇔ φ1 vor φ2

V C(φ1), V C(φ2) unvergleichbar ⇔ φ1 ‖ φ2

Satz 7.28

p1

p0

p2

Zeit

φ1 φ2 φ3

φ4 φ5 φ6 φ7 φ8

φ9 φ11φ10 φ12

(1,0,0)(0,0,0)

(0,0,0)

(0,0,0)

(2,0,0)

(1,1,0)

(0,0,1)

(1,2,1)

(2,0,2) (2,0,3) (2,3,4)

(1,3,1) (2,4,3) (2,5,3)

(3,5,3)

2.19



Para!elität und Nebenläufigkeit                        Kap 7:  Verteilte Algorithmen  (Teil 2)                                        Seite 54

Wir erläutern den Begriff Nebenläufigkeit anhand eines Beispiels von
Dijkstra [?]: Gegeben seien vier paarweise verschiedene natürliche Zah-
len {a(1), a(2), a(3), a(4)} ⊂ N. Es soll eine Maschine konstruiert wer-
den, die anzeigt, welche der vier Zahlen den größten Wert hat. Den
Zahlen seien elektrische Ströme entsprechender Stärke zugeordnet, die
die Relais paarweise ansteuern.
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

Strom a(i) Strom a(j)

- +
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

Strom a(i) Strom a(j)

- +
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

Strom a(i) Strom a(j)

- +
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

Strom a(i) Strom a(j)

- +

e (a(1), . . . , a(4) = (7, 12, 2, 9))9))
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

e (a(1), . . . , a(4) = (7, 12, 2, 9))9))

Strom a(i) Strom a(j)

- +

Was passiert, wenn der Schalter schließt?
auch für die Ströme an den Relais
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

Strom a(i) Strom a(j)

- +

e (a(1), . . . , a(4) = (7, 12, 2, 9))9))
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

Strom a(i) Strom a(j)

- +

e (a(1), . . . , a(4) = (7, 12, 2, 9))9))
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

e (a(1), . . . , a(4) = (7, 12, 2, 9))9))

Strom a(i) Strom a(j)

- +
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

Strom a(i) Strom a(j)

- +

e (a(1), . . . , a(4) = (7, 12, 2, 9))9))
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

e (a(1), . . . , a(4) = (7, 12, 2, 9))9))

Strom a(i) Strom a(j)

- +
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

e (a(1), . . . , a(4) = (7, 12, 2, 9))9))

Strom a(i) Strom a(j)

- +
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗

– +

a(1) < a(2) ?

a(1) < a(3) ? a(2) < a(3) ?

a(3) < a(4) ?a(2) < a(4) ?a(1) < a(4) ?

1 2 4

a

b c

d e f

– + – +

– + – + – +

3

66

Schalter an Lampe 2a c e

b d f

Schalter an

Lampe 2

a c e

nebenläufige Interpretation

serielle Interpretation

Präzedenzen verschiedener Interpretationen
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b d

Schalter an

Lampe 2

a c e

Bei der seriellen Interpretation wurde

• das Schaltbild der Relais-Anordnung (unnötigerweise) auf die zeit-
liche Anordnung übertragen,

• an nur eine ausführende Funktionseinheit gedacht (entsprechend
der einzigen Linue und co = id),

• die dreifache Gesamtschaltzeit in Kauf genommen.
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Dagegen wird bei der nebenläufigen Interpretation

• nur die tatsächliche kausale Abhängigkeit in die zeitliche Anord-
nung übernommen,

• die größte mögliche Nebenläufigkeit dargestellt (6 Funktionsein-
heiten entsprechend der Elementezahl des größten Schnitts).

• die Gesamtschaltzeit nur durch die maximale Relaisschaltzeit be-
stimmt.
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