Abschlusseigenschaften

Abschlusseigenschaften von Sprachfamilien

® sind bereits an verschiedenen Stellen der Vorlesung vorgekommen

* sind fur die Klassifikation von Sprachen sehr hilfreich

¢ stellen ein gutes Beispiel fur die generelle informatische Vorgehensweise der
Reduktion von Problemstellungen dar.

Die Familie der regulare Sprachen ist abgeschlossen gegen

® Vereinigung (Satz 12.9), Konkatenation (Satz 12.10), Wiederholung (*) (Satz
12.19), Mengendifferenz (Ubungsaufgabe 10.3.a), ,Abl’ (Bildung der Suffix-
Sprache) (Ubungsaufgabe 10.3.b), Spiegelung (Beobachtung 13.10), und noch viele
weitere Operationen, die wir noch nicht behandelt haben. (s. Vossen & Witt (2006),
Satz 3.8, Hopcroft, Motwani & Ullman (2002), Kap 4.2)

Die Familien der kontextfreien Sprachen und der deterministisch
kontextfreien Sprachen
® haben etwas andere Abschlusseigenschaften
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Abgeschlossenheit gegen Operationen (1)

Definition 14.1
Es sei D eine Menge.
*® Ist op eine n-stellige Operation auf D (also op: D" — D),
® dann bezeichne op ebenfalls die Operation (# (D) — £ (D)), die jede Teilmenge
von D auf die Menge der aus ihr mit op erzeugbaren Objekte abbildet.
op(M) ={op(m,, ..., m,) I m,, .., m, € M}
* Eine Menge M C D heiit genau dann abgeschlossen gegen op, wenn op(M) C M.

Beispiele bei der Familie der Regularen Sprachen

* D= p(X*); M=REGsC @ (X*)

* cinstellige Operationen X*— X*: Wiederholung: L — L*; Spiegelung L — SP(L);
Komplement: L — X*\L;

* zweistellige Operationen X* x X*— ¥*: Vereinigung: (L,, L,) — L, U L,;
Konkatenation (L,, L,) — L, © L,, Mengendifferenz: (L,, L,) — L,\ L,

* mehr als 2-stellige Operationen werden selten betrachtet.
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Abschlusseigenschaften: Weiteres Vorgehen

Familie regularer Sprachen

® Abschluss gegen Durchschnitt

* Homomorphismen, inverse Homomorphismen, Substitutionen
® Einfuhrung der Operationstypen
® Abschluss

Familie kontextfreier Sprachen

® Abschluss unter kontextfreien Substitutionen

* Ruckfuhrung weiterer Abschlusseigenschaften auf den Abschluss unter
kontextfreien Substitutionen

® Kein Abschluss gegen Durchschnitt, Komplement, Mengendifferenz

® Abschluss unter Durchschnitt mit reguldren Sprachen
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Zum Selbststudium

Abschluss gegen Durchschnitt bei der Familie regularer Sprachen

® ergibt sich bereits daraus, dass die Familie der regularen Sprachen gegen
Vereinigung und Komplement abgeschlossen sind.

* Im Allgemeinen erweist sich der Abschluss gegen Durchschnitt als besonders
interessante Fragestellung (s. kontextfreie Sprachen).

¢ Deshalb hier fur REGs die Konstruktion im Detail.

® Man vergleiche den 'Produktautomaten’ mit dem im Beweis von Satz 12.9.
konstruierten Automaten fur die Vereinigung.

® Der Unterschied zur Konstruktion fur die Vereinigung besteht lediglich in der
Definition der Menge der Endzustande.

® Die Grundidee ist wieder, dass die Automaten fur die urspriinglich gegebenen
Sprachen durch den neu konstruierten Automaten parallel simuliert werden. Dafur
wird die Anzahl der Zustande vergroftert. Das entspricht einer Vergroerung der
Kapazitat des Zustandsspeichers.
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Durchschnitt regularer Sprachen: Produktautomat

Satz 14.2
Die Familie der reguldren Sprachen REGy ist gegen Durchschnitt abgeschlossen.

Konstruktion fur den Beweis
Es seien L,, L, regulare Sprachen uiber X. Gegeben seien vollstandige deterministische
Automaten fur L, und L,
A =ES,,0,s,F)mitL=L(A,) und
A, = (%, S,, 0, 8, F,) mit L,=L(A,)
Wir konstruieren A = (%, S, 9, sy, F) mit L, N L,= L(A) wie folgt:
e §=8,%x5,={(q,,9,) g, €S,und g, €S, }, d.h. die Zustande von A entsprechen
Paaren von Zustinden von A, und A,.
* Fur jedes (¢,, ;) € S und jedes a € X wird festgelegt:

0((q;,q2) » a) = (8,(q;, a), 8,(q», a))
* 5o=(5,,5,)
* F=F,xF,={(q,,9,) 1 q,€EF,und q, EF,}
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Beispiel: Produktautomat

L, ={0, 1}*1 (das letzte Zeichen ist eine 1), L, = {0, 1}*0{0, 1}, (das vorletzte
Zeichen ist eine 0)

{0, 1}*1 Produktautomat Vereinfacht (reduziert)
0
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Abgeschlossenheit unter Operationsmengen (2)

Definition 14.3
Es sei D eine Menge.
* Ist OP eine Menge von einstelligen Operationen auf D,
® dann bezeichne OP ebenfalls die Operation ( (D) — © (D)), die jede Teilmenge
von D auf die Menge der aus ihr mit OP erzeugbaren Objekte abbildet.
OP(M) = {op(m) | op € OP, m € M}
* Eine Menge M C D heifit genau dann abgeschlossen unter OP, wenn OP(M) € M.

Beispiele bei der Familie der Regularen Sprachen
®* Homomorphismen, inverse Homomorphismen
® regulare Substitutionen
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Homomorphismen

Definition 14.4

Es seien X, und X, Alphabete. Ein Homomorphismus h: ¥£,* — X,* ist eine Funktion,

die Worter uber X, auf Worter uiber X, abbildet und dabei folgende Zusatzbedingung

erfullt: Fur alle w, v € X* gilt h(w o v) = h(w) o h(v).

® Ist L eine Sprache uiber X, dann ist A(L) = {h(w) | w € L} eine Sprache uiber X,.

* Ist M eine Sprache uiber X,, dann ist A”(M) = {w | h(w) € M} eine Sprache tiber X,.

Bemerkung
Homomorphismen durfen auch nicht-leere Zeichenketten auf & abbilden.

Beobachtung 14.5

Fur jeden Homomorphismus A: X;* — X,* gilt:

* h(e)=¢

* Istw=aq,...a, wobei a,, ..., a, € X, dann ist h(w) = h(a,)... h(a,) .

e LCh'(h(L))und M C h(h'(M))

Sind h,, h;: £;* — Z,* Homomorphismen, dann gilt:

® Ist fur jedes a € Xy h,(a) = h,(a) , dann ist auch fiir jedes w € Z;* h,(w) = hy(w).
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Homomorphismus: Beispiel

Der Homomorphismus 4: {a, b, ¢c}* — {0, 1}* mit 4(a) = 00, ~(b) =1 und A(c) =¢
bildet wie folgt ab:

x h(x) M h' (M)
€ € {e} {c}*
aa 0000 {0} )
ab 001 {00} {c}*{a}{c}*
ac 00 {1}* {b, c}*
ba 100 {00} * {a, c}*
ca 00 {0}* {a, c}*
bac 100
FGI-1 Habel / Eschenbach Kap 14 Abschlusseigenschaften [9]

Abschluss REGy unter Homomorphismen

Satz 14.6

Die Familie der reguldren Sprachen REGs ist unter Homomorphismen abgeschlossen.

Beweisidee
* Essei L eine regulare Sprache uber X und / ein Homomorphismus uiber X.
® Da L eine reguliare Sprache ist, gibt es einen reguldaren Ausdruck o, so dass L = L(a,).
* Wir erweitern den Homomorphismus 4 so, dass man damit auch die reguldren
Ausdriicke uber X auf regulare Ausdriicke abbilden kann:
* hA)=A
* h(E)=E
* h([a*p]) = [h(c)*h(p)]
* h([alp]) = [h(a)h(B)]
* h(a®) =h(o)®
® Jetzt bleibt (nur) zu zeigen, dass fur diese Abbildung gilt: A(L(ct)) = L(h()).
® Dies kann man zur Ubung durch strukturelle Induktion zeigen.
® Damit weiss man dann auch, dass h(L) = h(L(a,)) = L(h(a,)) reguldr ist.
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Abschluss REGy unter inversen Homomorphismen

Satz 14.7

Die Familie der reguldren Sprachen REGs  ist unter Abbildung durch inverse
Homomorphismen abgeschlossen.

Beweisidee
Es sei L eine regulare Sprache iiber £ und /# ein Homomorphismus uiber X.
* EsseiA;, =2, S, 0, s, F) ein deterministischer vollstandiger endlicher Automaten
mit L = L(A)).
® Wir verallgemeinern die Zustandsuibergangsfunktion & (die ja nur fur Zeichen des
Alphabets definiert ist) so, dass sie fur beliebige Worter wie folgt definiert ist:
* d(s,e)=s
* (s, aw) = 0(0(s, a), w), mit a € Zund w € T*,
®* EsseiB=(3,3S,Y,s,, F) der endliche Automat mit y(s, @) = 8(s, h(a)) fur a € X.
* Esbleibt zu zeigen, dass L(B) = h”'(L).
® Dafur zeigt man durch Induktion tiber die Wortlange, dass allgemein fur die jeweils
verallgemeinerten Zustandsuibergangsfunktionen gilt: y(s, w) = 8(s, h(w)).
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Sprach-Substitutionen

Definition 14.8
Es seien X, und £, Alphabete. Eine Sprach-Substitution s: ¥, — £ (X,*) ist eine
Funktion, die Symbole aus %, auf Sprachen uber X, abbildet.
Wir erweitern Sprach-Substitutionen so, dass sie auch auf Worter iber X, anwendbar
sind, gemal:

s(e) = {&} und

furallea € X, w € X* gilt s(aw) = s(a) © s(w).
Ist L eine Sprache uiber X,, dann sei weiterhin

s(L)y =U{s(w) lweEL}.
Eine Sprach-Substitution heit genau dann reguldar (bzw. kontextfrei), wenn sie alle
Symbole aus X, auf regulare (bzw. kontextfreie) Sprachen abbildet.

Bemerkung
Sprach-Substitutionen bilden Symbole, Worter und Sprachen auf Sprachen ab.
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Zum Selbststudium

Der Begriff ,Substitution’

* wurde bereits im Logik-Kapitel verwendet.
¢ z.B. Defintion 6.1: (Formel-)Substitution
¢ z.B. Definition 10.7: (Variablen-)Substitution

®* Wenn man sich diese Definitionen genau ansieht, erkennt man, dass es sich
entsprechend der Terminologie dieses Kapitel dabei eigentlich um
Homomorphismen handelt (Symbole werden auf Worter abgebildet, nicht auf
Sprachen), die noch weiteren Einschrankungen unterliegen.

® Der Hintergrund ist, dass sich die Terminologien in der Logik und in der Theorie
formaler Sprachen teilweise unabhdngig voneinander entwickelt haben. Daher ist
der Konflikt aber unvermeidbar, wenn man Biicher aus beiden Bereichen liest. Da
diese Vorlesung ja auch auf das Lesen entsprechender Materialien vorbereiten soll,
verwenden wir den Begriff auch in den verschiedenen Zusammenhiangen,
unterscheiden aber gegebenenfalls die verschiedenen Substitutionen durch Prafixe
wie ,Sprach-’, ,Formel-’, oder ,Variablen-’.
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Abschluss von REGy unter regularen Sprach-Substitutionen

Satz 14.9

Die Familie der reguldren Sprachen REGs ist unter reguldren Sprach-Substitutionen
abgeschlossen.

Beweisidee

Es sei L eine reguldre Sprache iber X und s eine regulare Sprach-Substitution uiber X.

® Da L eine regulare Sprache ist, gibt es einen reguldaren Ausdruck o, so dass
L=L(o,).

® Da s eine regulare Sprach-Substitution ist, gibt es auch zu jedem Zeichen a €
einen regularen Ausdruck a,, so dass s(a) = L(a,).

® Wir bilden den reguldren Ausdruck o, indem wir in o, jedes Zeichen durch den
korrespondierenden regularen Ausdruck ersetzen.

* Dann gilt L(a,) = s(L(a,)) = s(L).

® [Was noch (durch strukturelle Induktion) zu zeigen wire.]
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Abgeschlossenheit von kfSy unter kontextfreier Sprach-Substitution

Satz 14.10

Die Familie der kontextfreien Sprachen kfSy ist unter kontextfreien Sprach-
Substitutionen abgeschlossen.

Bemerkung
Wir gehen auf diesen Beweis im Detail ein, da wir weitere Abschlusseigenschaften auf
die Abgeschlossenheit unter kontextfreier Sprachsubstitution zuruckfuhren.

Beweis

Es sei L eine kontextfreie Sprache iiber X und s eine kontextfreie Sprach-Substitution

uber X.

* Da L eine kontextfreie Sprache ist, gibt es eine kontextfreie Grammatik
G, =(X,N, P, S,)), sodass L =L(G,).

* Da s eine kontextfreie Sprachsubstitution ist, gibt es auch zu jedem Zeichen x €
eine kontextfreie Grammatik G, = (X, N,, P,, S,), so dass s(x) = L(G)).

Annahme: die Nichtterminalsymbolmengen all dieser Grammatiken sind disjunkt.
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Fortsetzung (2): Beweis Satz 14.10

® Fur jede Produktion aus G, : 4 = w € P, sei w, das Wort, das aus w hervorgeht,
wenn man jedes Terminalsymbol x durch das Startsymbol S, der zugehorigen
Grammatik G, ersetzt. (Das ist eine Anwendung eines Homomorphismus.)

® EsseiP’,={4 = ws;| A — we& P,} die fur s konvertierte Produktionsmenge.

Wir bilden eine kontextfreie Grammatik G, = (X, N,, P,, S,) wie folgt:

* N, ist die Menge aller Nichtterminalsymbole aller Grammatiken (N, =N, U U, .z N,)

® Das Startsymbol von G, wird zum Startsymbol von G, (S, = §,).

* Die Menge der Produktionen besteht aus den konvertierten Produktionen von G,
und den Produktionen der Grammatiken fur G, (P,=P’, U U .5z P)).

Dann gilt L(G,) = s(L(G,)) = s(L). [Was noch zu zeigen ist.]

S,
S,

le . an P ’L
PNt Po. P =

w, ... w,
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Fortsetzung (3): Beweis Satz 14.10

Zu zeigen ist: s(L(G,)) C L(G,)

Ist w € s(L(G,)), dann gibt es ein v € L(G,), so dass w € s(v).

Es sei v =x,...x, mit x, € X und es gibt eine korrespondierende Zerlegung von
w=wj...wy,, so dass w; € s(x;) = L(G).

Es gibt in G, eine Ableitung von x,...x,, deshalb gibt es auch in G, eine
entsprechende Ableitung von S,,...S,,, die nur Produktionen aus P’, verwendet.

Da fur jedes w; € L(G,,) gibt es auch in G, entsprechende Ableitung von w,.
Also gibt es in G, auch eine Ableitung von w = w;...w,, .

St
S
Sx] oo an P ’L
PN\t Po. P =
w; Wn le an
'x] xn PX] erl
w; W,
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Fortsetzung (4): Beweis Satz 14.10

Zu zeigen ist: L(G,) C s(I(G)))

Ist w € L(G,), dann gibt es einen Ableitungsbaum fur w mit L(G)).

Da sichergestellt war, dass die Mengen der Nichtterminalsymbole disjunkt waren,
werden in jedem Zweig des Ableitungsbaums (von oben nach unten betrachtet)
zunéchst nur Produktionen aus P’; angewendet, bis ein S, erreicht wird.
AnschlieBend werden nur Produktionen aus P, angewendet.

Zu dem oberen Teil des Ableitungsbaums, der das Wort S,,...S,, erzeugt, gibt es
dann auch einen entsprechenden Ableitungsbaum in G, der x,.. .x, erzeugt.

Da die unteren mit S,; beginnenden Ableitungsbaume Worter aus s(x;) erzeugen, ist
sichergestellt, dass w € s(L(G))).

Sy
Sy
Su ... S P’,
PL + Px] m =
W] Wn le an
x] ’xl’l le Pxn
W, e w,

FGI-1 Habel / Eschenbach Kap 14 Abschlusseigenschaften [18]



Nutzung von Abschlusseigenschaften (1)

Beweis weiterer Abschlusseigenschaften
* Beispiel: REGy ist abgeschlossen gegen Vereinigung und Komplement. Also ist
REGs auch abgeschlossen gegen Durchschnitt.

Satz 14.11: Abschlusseigenschaften von kfSy

Die Familie der kontextfreien Sprachen uiber X ist abgeschlossen gegen Vereinigung,
Konkatenation und Wiederholung.

Beweis
Es seien L, und L, kontextfreie Sprachen uiber 2. Die kontextfreie Substitution s sei
definiert durch s(a) = L, und s(b) = L,.
* {a, b}, {ab} und {a}* sind kontextfreie Sprachen. Damit sind auch
* L,UL,=5({a, b})
® L, o L,=s({ab})
* L*=s({a}*)
* kontextfrei.
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Abschluss unter Homomorphismen

Satz 14.12

Die Familie der kontextfreien Sprachen uiber X ist abgeschlossen unter
Homomorphismen.

Beweis

Es sei L eine kontextfreie Sprachen uber 2 und /4 ein Homomorphismus.

Die kontextfreie Substitution s sei definiert durch s(x) = {h(x)}. Damit ist A(L) = s(L)
kontextfrei.

Bemerkung 14.13

Die Familie der kontextfreien Sprachen uiber X ist abgeschlossen

* gegen Spiegelung und

® unter inversen Homomorphismen.

Die Beweise lassen sich nicht auf die Abgeschlossenheit unter Substitution
zuruckfuhren und werden hier weggelassen.
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Nutzung von Abschlusseigenschaften (2)

Beweis der Zugehorigkeit einer Sprache zur Sprachfamilie

* {a"b" In =0} ist kontextfrei, c* ist kontextfrei, kfSs ist gegen Konkatenation
abgeschlossen,
® alsoist {a"b"c* | n = 0} kontextfrei.

Beweis der nicht-Zugehorigkeit einer Sprache zu einer Sprachfamilie

® EsseiL={w€& {a, b}*| Iwl,=Iwl, } die Menge aller Worter uber {a, b}, die
genauso viele a wie b enthalten.

* {a"b" I n =0} ist nicht regular, a*b* ist regular, REGs ist abgeschlossen gegen
Durchschnitt und L N a*b* = {a"b" | n = 0}. Also ist L nicht regulir.
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Nutzung von Abschlusseigenschaften (3)

Beweis fehlender Abschlusseigenschaften

e {a"b"c* In =0} ist kontextfrei, {a*b"c"l n = 0} ist kontextfrei,
{a"'b"c*In=0} N {a*b"c"In=0} = {a"b"c" | n = 0} ist nicht kontextfrei, also ist
kfSs nicht gegen Durchschnitt abgeschlossen.
[{a"b"c" | n = 0} 1st nicht kontextfrei, wurde mit dem Pumpinglemma Kap 13-90
gezeigt. |

Bemerkungen
* kfSs ist auch gegen Komplement (und Mengendifferenz) nicht abgeschlossen.
Beweis s. Ubungsaufgabe.

* Die fehlende Abgeschlossenheit gegen Durchschnitt hat wesentlich damit zu tun,
dass man keinen Produkt-Kellerautomaten konstruieren kann, der auch die beiden
Keller des urspriinglichen Kellerautomaten simuliert.

* Kellerautomaten mit zwei Kellerspeichern sind auch viel méachtiger als ,normale’
Kellerautomaten mit nur einem Kellerspeicher (-> Turingmaschinen).
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Abschluss unter Durchschnitt mit regularen Sprachen

Satz 14.14
kfSs ist abgeschlossen unter Durchschnitt mit reguldren Sprachen uiber X.
D.h.:Ist L, € kfSy und L, € REGs, dann ist L, N L, € kfSy.

Konstruktion fur den Beweis
Es sei L, eine kontextfreie Sprache und L, eine reguldre Sprache uiber X. Gegeben seien
ein Kellerautomat K, und ein vollstandiger deterministischer Automat A, mit
K, =%_5,T,98,s,, L, F)mit L= L4(K,) und
A, = (%, S,, 0, 8, F,) mit L,=L(A,)
Wir konstruieren K = (£, S, I, 9, 5., L, F) mit L, N L,= L(K) wie folgt:
* §=8,%x8,=4{(¢9,.-9) 19, €ES,und ¢, €S, }.
* Fir jedes (¢, , g¢,) € S und jedes a € X wird festgelegt:
8((q;, g2), a, X) = {((g, 8x(q2, @), W) | (g, W) E B4(q,, @, X)}
3((q;, 92), & X) = {((q, 42), W) | (¢, w) € d,(q;, & X)}
* 5o=0(51,5)
* F=F,xF,={(q,,9.) 1 q,€F,und g, EF,}
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