Pradikatenlogik: Normalformen
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Im Verlauf der Vorlesungen zu diesem Kapitel konnen Anderungen und Erganzungen
erfolgen.

Sie sollten daher sorgfaltig auf Unterschiede zwischen den Vorversionen und der
Endversion achten.
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Pradikatenlogik: Normalformen

Normalformen basierend auf Aquivalenz
® Aquivalenz in der Pradikatenlogik
® Ubertragung aussagenlogischer Aquivalenzen
* Formeln mit Quantoren: Aquivalenzen in der Pradikatenlogik
¢ Substitution (Uberfuhrungslemma)
=» Gebundene Umbenennung von Variablen
® Pranexform

Normalformen basierend auf Erfullbarkeitsaquivalenz
* Erfullbarkeitsaquivalenz vs. Aquivalenz
® Bindung freier Variablen
* Skolemisierung
¢ Skolemform und Klauselnormalform
=» Normalform, die Grundlage fur Resolutionsbeweise ist [ Kap. 11]
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Aquivalenz in der Pradikatenlogik

zur Erinnerung: Definition 9.12 (ganz analog zur Aussagenlogik)
Zwei Formeln F und G sind (logisch) dquivalent, falls fur jede Struktur ‘A gilt:
A(F) = A(G).

Satz 10.1

Wenn in zwei dquivalenten aussagenlogischen Formeln pradikatenlogische Formeln
(uniform) fur die Aussagensymbole substituiert werden, ergibt dies zwei dquivalente
Formeln der Pradikatenlogik.

ohne Beweis, vgl. Satz 6.3

=> Die Aquivalenzen der Aussagenlogik gelten auch in der Pradikatenlogik.

Beispiel zu 10.1
Kommutativitat von A: (Vx P(x) A dy Q(y)) = (y Q(y) A Vx P(x))
Elimination von =:  (Vx P(x) = 3y Q(y)) = (=Vx P(x) v Iy Q(y))

=> Zusatzliche pradikatenlogische Aquivalenzen ergeben sich aus den semantischen
Beziehungen zwischen Quantoren.
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Wichtige Aquivalenzen der Pradikatenlogik

Satz 10.2: Seien F und G beliebige pradikatenlogische Formeln.

1. -Vx F=3x -F Dualitdit von Y und 3
-Jdx F = Vx -F
2. Falls x in G nicht frei vorkommt
G=VxG=3IxG leere Quantifikation
(VxF A G)=Vx(FaG) Skopuserweiterung
(VxFvG)=Vx(FvG) wenn damit keine neuen Variablen-

AxFAG)=3dx (FAG)
@AxFvG)=3dx (Fv G)
(G=VxF)=Vx(G=F)
(G=I&xF)=Ix (G=F)
(VxF=G)=3x (F=G)
(Ax F= G) = Vx (F = G)

Bindungen entstehen

3. (VxFAVxG)=Vx(FAQG) Distributivitdit von
@xFvaIxG)=3x (Fv G) Allquantor bzgl. Konjunktion
Existenzquantor bzgl. Disjunktion
4. Vx VyF=VyVxF Vertauschung der Quantorenreihenfolge
IxIyF=3y Ix F nur bei gleichen Quantoren
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Beweis einiger Aquivalenzen

Satz 10.2.2.1: Wenn x nicht frei in G vorkommt, dann G = Vx G und G = 3x G.
Beweis
Sei A = (U, I) eine Struktur.

A(G) =1cpw. furalle d € U gilt: Ap,,(G) =1 [da X nicht frei in G]
Gbw. A(VxG)=1 [Auswertung des Allquantors]
A(G) =1 Gpw. furein d € U gilt: ﬂ[x/d](G) =1 [da U nicht leer und X nicht frei in G]
Gbw. AAxG)=1 [Auswertung des Existenzquantors]

Satz 10.2.2.2: Wenn x nicht frei in G vorkommt, dann (Vx F A G) = Vx (F A G).
Beweis
Sei A = (U, I) eine Struktur.

ANVxFAG)=16pw. AVx F)=1und AG)=1 [Auswertung der Konjunktion]
GDW. fur alle d € U gilt: ﬂ[x/d](F) =1und AG)=1 [Auswertung des Allquantors]
GDW. fur alle d € U gilt: A, ;(F) = 1 und A,,(G) =1 [da X nicht frei in G]
GDW. fur alle d € U gilt: ﬂ[x/d](F AG)=1 [Auswertung der Konjunktion]
Gbw. A(Vx (FA G)) =1 [Auswertung des Allquantors]
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Einige Nicht-Aquivalenzen

Satz 10.3

a) (VxFvVxG) £ Vx(FvQG)
AxFaAdxG) £ X (FAG)

b) VxdyF # 3dyVxF

Beweisidee:

Durch Gegenbeispiele

zu a) Domine: naturliche Zahlen: F = x ist ungerade, G = x ist gerade

zu b) Domaine: naturliche Zahlen: F =y ist direkter Nachfolger von x
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Zum Selbststudium: Aquivalenzen — Nicht-Aquivalenzen

®* Um Aquivalenz von Formeln F und G zu beweisen, ist es notwendig, beliebige
Strukturen A (d.h. insbesondere uiber beliebigen Doménen) zu beriicksichtigen,
genauer (vgl. Def. 9.12), zu zeigen, dass fur jede Struktur A gilt:
A(F) = AAG).
[Dies geschieht in den Beweisen zu Satz 10.2].

® Um die Nicht-Aquivalenz der Formeln F und G zu beweisen, reicht es aus, eine
Struktur A zu finden, fur die A(F) # A(G).
[Fur Satz 10.3 gibt die Beweisidee den Hinweis auf entsprechende Strukturen; ein

ausgearbeiteter Beweis fur 10.3 beinhaltet sowohl die explizite Spezifikation der
Strukturen als auch den Nachweis der Verschiedenheit der Auswertung, d.h. die

Begriindung fur A(F) # JA(G).]

* Entsprechendes gilt fur Beweise von
® Unerfullbarkeit — Nicht-Unerfullbarkeit
® Folgerbarkeit — Nicht-Folgerbarkeit
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Ersetzbarkeitstheorem (Pradikatenlogik)

Satz 10.4

Seien F und G 4quivalente Formeln und sei H eine Formel mit Teilformel F.
Sei H' eine Formel, die aus H durch Ersetzung von F durch G hervorgeht.
Dann gilt: H' = H.

Beweis: s. Satz 4.9 (folgt dem Prinzip der strukturellen Induktion):
Beim Induktionsschritt sind zusitzlich Formeln mit Quantoren zu berucksichtigen.
Der entscheidende Punkt ist, zu zeigen:

Hilfssatz 10.5
Wenn H; und H{' 4quivalente Formeln sind, dann 3x Hy = 3x H{'und Vx Hy = Vx H;".

Beweis

Sei H; = H;' und A ein Modell von 3x H;. Dann gibt es ein d € U 7, so dass
Apga(Hp) = 1. DaHyp = Hy', ist Ay, q(H) = 1 und damit ist A ein Modell von 3x Hy'.
Der zweite Teil des Beweises funktioniert analog.
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Beispiel: Aquivalenz-Umformungen

(—(3x P(x, y) v Vz Q(z)) A Aw P(f(a), w))

= ((-IxP(x,y) A °V¥z Q(2)) A 3w P(f(a), w)) de Morgan

= ((Vx =P(x,y) A 3z =Q(z)) A dw P(f(a) ,w)) [1] Dualitat

= (Aw P(f(a), w) A (Vx =P(x, y) A z =Q(z))) Kommutativitat A

= dw (P(f(a), w) A (Vx =P(x, y) A 3z =Q(z))) [2] Skopus von dw

= dw (P(f(a), w) A Vx (=P(x, y) A 3z =Q(z))) [2] Skopus von Vx

= dw (Vx (-P(x, y) A 3z =Q(z)) A P(f(a), w)) Kommutativitat A

= dw (Vx (3z -Q(z) A =P(x, y)) A P(f(a), w)) Kommutativitat A

= dw (Vx 3z (-Q(z) A =P(x, y)) A P(f(a), w)) [2] Skopus von 3z

= dw Vx 3z (-Q(z) A—P(x, y) A P(f(a), w)) [2] Skopus von Vx und 3z

=>» Quantorenreihenfolge nach der Umformung hangt von der Reihenfolge der
Umformungen ab

=> Skopuserweiterung nach [2] ist nur moglich, wenn in der neu eingeschlossenen Formel
nicht die Variable auftritt, die durch den betroffenen Quantor gebunden ist.
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Normalform fur Pradikatenlogik

Definition 10.6

* Eine Formel F heil3it bereinigt, falls es keine Variable in F gibt, die in der Formel
sowohl gebunden als auch frei vorkommt und falls alle Quantoren in F
unterschiedliche Quantorenvariablen aufweisen.

® Eine Formel F heif3t pranex (oder in Pranexform), falls sie die folgende Form aufweist:
F=9y,9y,... 9.y, G, wobei 9, € {3, V}, n =0, die y; Variablen sind und in G
keine Quantoren vorkommen. 9,y,9Q,y,... 9.y, heiit (Quantoren-) Prdfix, G ist die
Matrix von F.

® Ist eine Formel G bereinigt, in Pranexform und dquivalent zur Formel F, dann nennen
wir G eine BPF zu F.

Das nachste Ziel

® Satz 10.10: Zu jeder Formel gibt es eine BPF

Dafur erforderlich

* Mboglichkeit der Umbenennung von Variablen
=» Definition Variablensubstitution
=» Uberfuhrungslemma (semantische Effekte der Variablensubstitution)
=>» Satz zur gebundenen Umbenennung

FGI-1 Habel / Eschenbach Kap. 10 Pradikatenlogik—Normalformen [9]

Variablen-Substitution (1)

Definition 10.7 (einfache (Variablen-) Substitution)

Seien F eine Formel, x eine Variable und t ein Term. F[x ist die Formel, die sich aus F
ergibt, wenn jedes freie Vorkommen der Variablen x in F durch den Term t ersetzt wird.
[x/t] wird als Substitution bezeichnet.

Explizit als rekursive Funktion definiert:
Eine einfache (Variablen-) Substitution ist eine rekursiv definierte Funktion [x/t].
® Die Variable x wird auf den Term t abgebildet.
® Alle anderen Variablen und Konstanten werden auf sich selbst abgebildet.
* Fur komplexe Terme gilt: [x/t](f(ty, ..., t)) = f([x/t](t]), ..., [x/t](t))
® Fur atomare Formeln gilt: [x/t](P(ty, ..., t)) = P([x/t](ty), ..., [x/t](tk))
* Fur komplexe Formeln gilt:
[x/t](=F) = =[x/t](F)
[x/t](F A G)) = ([x/t](F) A [x/t](G)) [x/t](F v G)) = ([x/t](F) v [x/t](G))
[x/tI(F = G)) = ([x/tI(F) = [x/tI(G))  [X/t](F = G)) = ([x/tI(F) = [x/t](G))
[x/t](Vx F) =Vx F [x/t]J(Ax F)=3x F
[x/t](Vy F) = Vy [x/t](F) [x/t](dy F) = dy [x/t](F), wobei x #y.
* Statt [x/t](F) wird auch F[4/;] geschrieben.
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Zum Selbststudium: Substitution (2)

Definition 10.7x ((Variablen-) Substitution)
Eine (Variablen-) Substitution ist eine rekursiv definierte Funktion o.
® Variablen x; werden auf Terme o(x;) abgebildet.
* Konstanten a; werden auf sich selbst abgebildet.
* Fur komplexe Terme gilt: o(f(ty, ..., ty)) = f(o(ty), ..., o(ty))
* Fur atomare Formeln gilt: o(P(tq, ..., ty)) = P(o(ty), ..., o(tk))
* Fur komplexe Formeln gilt:
o(=F) = —o(F)

o((F A G)) = (o(F) A o(G)) o((F v G)) = (o(F) v o(G))
o((F = Q)) = (o(F) = o(G)) o((F < G)) = (o(F) = o(G))
o(Vx F) = Vx ox(F) o(3x F) = 3x oy (F)

* Dabei ist 0y diejenige Substitution, die sich von o nur dadurch unterscheidet, dass die

Variable x auf sich selbst abgebildet wird.

=>» Durch eine (Variablen-)Substitution wird jede Formel F auf eine Formel o(F)
abgebildet, wobei jedes Vorkommen einer freien Variablen x; in F durch den
entsprechenden Term o(x;) ersetzt wird.

=>» Quantorenvariablen und durch sie gebundene Vorkommen von Variablen werden

durch die Variablen-Substitution nicht ersetzt.
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Uberfuhrungslemma

Satz 10.8 (Uberfithrungslemma)

Sei F eine Formel, x eine Variable und t ein Term, der keine in F gebundene Variable
enthalt. Dann gilt fur jede Struktur A:

A = A 01
Beweis: siehe Schoning: Ubung 58.

® Das Uberfuhrungslemma stellt den Zusammenhang zwischen Substitutionen und
Modellen (bzw. Auswertungen) her:

AF ) Auswertung der Formel, die aus F durch Substitution von x durch t
hervorgeht
A aw)(F) Auswertung von F bezuiglich der x-Variante, in der x zu JA(t) ausgewertet wir

X [x/t] = t F [x/t] = Fran
VA a0 A VA L am) | A
Apam® = A Apaoi® = AF )
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Gebundene Umbenennung

Satz 10.9 (gebundene Umbenennung)

Sei F eine Formel und y eine Variable, die in F nicht vorkommt.
Dann gilt: 3x F = 3y Fix/yj und Vx F = Vy Fixy)

Beweis

Sei A eine Struktur.

AQy Frxy) =1

GDW. es ein d € U gibt, so dass ﬂ[y/d](F[x/y]) =1 [Quantor-Interpretation]
GDW. es ein d € U gibt, so dass Ay q)/a(F) = 1 [Uberfuhrungslemmal]
GDW. ﬂ[y /d](Elx F)=1 [Quantor-Interpretation]
GDW. A@x F) =1 [da y nicht frei in F vorkommt]
ANy Froy) =1
GDW. fur alle d € U gilt le[y/d](F[x/y]) =1 [Quantor-Interpretation]
GDW. fur alle d € U gilt ﬂ[y/d][x/d](F) =1 [Uberfuhrungslemmal
GDW. ﬂ[y a(Vx F) =1 [Quantor-Interpretation]
Gbw. A(VxF)=1 [da y nicht frei in F vorkommt]

Achtung: Umbenennung freier Variablen erhilt die Aquivalenz nicht !
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Existenz einer aquivalenten bereinigten Prianexform

Satz 10.10 (Existenz einer aquivalenten Formel in BPF)
Fur jede Formel F gibt es eine dquivalente Formel G in bereinigter Pranexform.

Beweis

Vorbemerkung:

Gemail Satz 4.10 gibt es zu jeder Formel eine dquivalente Formel, in der < nicht
vorkommt. Der Beweis setzt entsprechend voraus, dass <> in F nicht vorkommit.

Induktionsanfang

Wenn F eine atomare Formel ist, dann hat F Pranexform mit leerem Prafix (n = 0).
Induktionsannahme

Es seien F| und F» Formeln, zu denen es dquivalente bereinigte Pranexformen
91x195%... Qx, G bzw. 'y, Q5%y,... QLy,, G) gibt.

Aufgrund von Satz 10.9 konnen wir weiterhin voraussetzen , dass x; # y; fur alle i und j

sind und dass keine in F| bzw. F) freien Variable zu den x; bzw. y; gehort.
Induktionsschritt: nachste Folie.
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Pranexform: Induktionsschritt

Zur Erinnerung: F| = 9,x,9,%,... 9 x, Gjund Fp = 9y, 9y,... Q' y Gy

—— A falls 9 =V . - —
“Fp:Sei @ =y fayis O =3 Dann gilt: °F; = 9 x; Q ,x%,... @ x, G [Satz 10.2.1]

FianFy =9x,9%,... 2x,G1 A Q1y,95y,... 21y, G2

= 9,X,95%X,... 2.x,9"1y,925y,... 2y (G1 A Gp) [Satz 10.2.2]
FivFy =9x9%,... §x,Gy v 1y, Q%y,... @4y, G2

= 0,X,95%X,... 2.x,9"1y,95y,... Q' y. (G1 v Gp) [Satz 10.2.2]
Fil=Fy =9x,9%,... ©x,G] = Q1y,2%y,... 0.y, G2

=0 X, Q,%... 2 x, 2\v,25y,... 2"y, (G| = G») [Satz 10.2.2]
dxF1 =3x 9x,9x%,... 9x,Gq [BPN, wenn x # x; fur alle i]
VxF1 =Vx9x,9%,... 9x G [BPN, wenn x # x, fur alle i]
wenn x = x, fur ein i, dann kommt x nicht frei in 9,x,9,x,... 9 x, G| vor und
dx F| = Vx F1= 9,x,9,%,... 9,x, G1 [BPN]
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Normalformen: Zwischenstand

Aquivalenzumformungen fithren zu bereinigten Pranexformen

® die Matrix lasst sich in KNF oder DNF bringen.

® im Prifix konnen aber Allquantoren und Existenzquantoren gemischt auftreten.
® In einer Formel konnen sowohl freie als auch gebundene Variablen auftreten.

® Durch Aquivalenzumformungen 148t sich dieses nicht aufheben.

Die nachsten Schritte

* Bindung freier Variablen durch Existenzquantoren.

* Elimination der Existenzquantoren im Prafix durch Skolemisierung.

* Beide Umformungsschritte gewéhrleisten zwar nicht Aquivalenz aber (wenigstens)
Erfullbarkeitsaquivalenz.
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Erfullbarkeitsaquivalenz

Definition 10.11 (Erfullbarkeitsaquivalenz)

Zwei Formeln F und G sind genau dann erfiillbarkeitsdquivalent, wenn gilt:
F ist erfullbar GDW. G erfullbar ist.

Beobachtung zu Definition 10.11
F und G sind erfullbarkeitsdquivalent: F ist unerfullbar Gbw. G unerfullbar ist.
® Fund G sind erfullbarkeitsaquivalent:
Es gibt eine erfulllende Struktur ‘A zu F GDW. es eine erfullende Struktur A'zu G gibt.
* Erfullbarkeitsaquivalenz ist schwécher als Aquivalenz,
d.h. Aquivalenz schlieft Erfullbarkeitsaquivalenz ein.
® Aquivalenz betrifft gleiche Bewertung durch alle Strukturen. Erfullbarkeitsaquivalenz
betrifft die Existenz von erfuillenden Strukturen. (Diese konnen verschieden sein.)

Umformungen, die Erfullbarkeitsaquivalenz garantieren
® sind als Vorstufe von Widerlegungsverfahren nuitzlich =» Resolution (Kapitel 12)

FGI-1 Habel / Eschenbach Kap. 10 Pradikatenlogik—Normalformen [17]

Zur Erinnerung: Reduktion semantischer Fragen auf (Un)Erfullbarkeit

Satze
(gelten in der Pradikatenlogik ebenso wie in der Aussagenlogik)
® Formel F ist genau dann eine Tautologie (< F), wenn —F unerfullbar ist.

® Formel F folgt genau dann aus Formel G (G F F), wenn (G A —F) unerfullbar ist.
® Formeln F und G sind genau dann dquivalent (G = F), wenn ~(F < G) unerfullbar ist.

Konsequenz

® Jedes Verfahren, das der Feststellung der Erfullbarkeit / Unerfullbarkeit von Formeln
dient, ist auch verwendbar, um Gultigkeit, Folgerung und Aquivalenz festzustellen.

® Allerdings muf3 das Verfahren dazu auf geeignet gebildete Formeln angewendet
werden.

® Entsprechend muB} auch die Vorverarbeitung auf die geeignete (und das ist nicht
immer der urspriingliche) Formel angewendet werden.

® Nachdem die urspriigliche Frage in eine (Un)Erfullbarkeitsfrage bzgl. einer Formel
umgewandelt wurde, konnen auch (unbesorgt) Umformungen beruhend auf
Erfullbarkeitsaquivalenz vorgenommen werden.
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Beispiel: Erfullbarkeitsaquivalenz

Satz 10.12

Sei F eine Formel und x eine Variable. F ist genau dann erfullbar, wenn 3x F erfullbar ist.
= maW. F und 3x F sind erfullbarkeitsaquivalent.

Beweis

Sei A ein Modell von F.

Ist A nicht fur x definiert, dann kommt x nicht frei in F vor und “A(3x F) = “A(F)

Ist A fur x definiert, dann gilt A, 4.,(F) = A(F) = 1 und damit A(3x F) =1

Sei A ein Modell von 3x F.

Dann gibt es ein d € U, so dass Ay, (F) = 1. Also ist auch F erfullbar.

Satz 10.13

Zu jeder pradikatenlogischen Formel gibt es eine erfullbarkeitsaquivalente geschlossene
Formel.

Beweisidee

Sei F eine Formel und seien x,,..., x, die in F frei vorkommenden Variablen.

F und 3x, ... 3x, F sind erfullbarkeitsaquivalent.

(Dies ist durch vollstandige Induktion uiber n zu zeigen.)
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Beispiel: Erfullbarkeitsaquivalenz

Satz 10.14

Sei F eine Formel, x eine Variable und a eine Konstante, die nicht in F vorkommt.

Dann sind F,,; und 3x F erfullbarkeitsaquivalent.

Beweis

Sei A ein Modell von Fiy ;.
Dann gilt Ay, 4(,(F) = A(F[y/,) = 1 und damit A(@x F) =1

Sei B ein Modell von Jx F.
Dann gibt es ein d € U, so dass By, 4(F) = 1. Die Struktur A sei so definiert, dass sie
nur in der Interpretation von a von B abweicht. Hier gilt: “A(a) = d. Da a nicht in F
vorkommit, spielt B(a) = By, 4y(a) fur die Bestimmung von By, ;,(F) keine Rolle, also ist
Biyja)(F) = Apyyay(F) = Ay 4y (F)-
Wegen des Uberfuhrungslemmas gilt weiter: Ay, 4,(F) = A(F /).

Also ist auch Fj, ,, erfullbar.

Beobachtung zu den Satzen 10.12, 10.13, 10.14

® Die Satze machen nur Aussagen uiber Existenzquantoren mit maximalem Skopus.
=>» Skolemisierung: Verallgemeinerung von Satz 10.14 fur Existenzquantoren an
beliebiger Position im Quantorenprafix
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Skolemisierung

Definition 10.15 (Skolemisierung, Skolemsymbol)

Es sei F = Vy,Vy,... Vy, 3z G, k = 0 und f ein k-stelliges Funktionssymbol, das nicht in F
vorkommit.
Wir bilden die Formel:

F'=Vy,Vy,... Yy Gy, ... yo

* f heiBt Skolemsymbol,

wenn k > 0 auch Skolemfunktion, im Fall k = 0 auch Skolemkonstante.
[Toralf Skolem]
® Skolemsymbole sind von allen bisher verwendeten Funktionssymbolen und
Konstanten verschieden.
* Die Bildung von F' heift Skolemisierung von F.

Beobachtungen zu Definition 10.15

* F' enthilt einen Existenzquantor weniger als F.

* Die durch diesen Existenzquantor gebundene Variable z tritt nicht mehr in F' auf.

® zwurde in G durch {(y,, ..., y,) substituiert.

® Ist F eine Formel in BPF und F' durch Skolemisierung aus F hervorgegangen, dann ist
auch F' in BPF.

FGI-1 Habel / Eschenbach Kap. 10 Pradikatenlogik—Normalformen [21]

Beispiele: Skolemisierung

k=0 3dx Vy (vorf(x,y) A weibl(x))
Skolemkonstante e
Vy (vorf(e, y) A weibl(e))

=1 Vy 3Ix (elt(x, y) A weibl(x))
Skolemfunktion m(y)
Vy (elt(m(y), y) A weibl(m(y)))

Vy 3x (vorf(x, y) A weibl(x))
Skolemfunktion f(y)
Vy (vorf(f(y), y) A weibl(f(y)))

k=2 Vx Vy 3z (gr_elt(x, y) = (elt(x, z) A elt(z, y)))
Vx Vy (gr_elt(x, y) = (elt(x, g(x, y)) A elt(g(x, y),y))) Skolemfunktion g(x, y)

=>» Vorsicht: Die Einfuhrung der Skolemsymbole besagt noch nichts tiber die
Interpretation der Formeln, die Skolemsymbol enthalten.
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Skolemisierung — Erfullbarkeitsaquivalenz

Satz 10.16

Sei F eine Formel und F' durch Skolemisierung aus F hervorgegangen.
Dann sind F und F' erfullbarkeitsaquivalent.

Beweis

Der Fall der Einfuihrung von Skolemkonstanten wurde in Satz 10.14 behandelt. Fur den
allgemeinen Fall:

=>» siehe Schoning (s. 67f.)

Definition 10.17

Eine Formel F ist in Skolemform (... ist eine Skolemformel), wenn sie

* in BPF (bereinigter Pranexform) ist

® geschlossen ist (keine freien Variablen aufweist) und

* keinen Existenzquantor enthalt.

Eine Formel F ist in Klauselnormalform, wenn sie

® in Skolemform ist und

® jhre Matrix in KNF ist.

=>» In Skolemformen und Klauselnormalformen sind alle Variablen allquantifiziert.
=>» Die Matrix enthilt alle relevante Information.
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Skolemform

Satz 10.18 (Existenz einer erfullbarkeitsaquivalenten Skolemformel)
Fur jede Formel in BPF existiert eine erfullbarkeitsaquivalente Skolemformel.
Beweisidee

Nach Satz 10.13 konnen die freien Variablen durch Existenzquantoren gebunden werden
und auf die entstehende Formel kann mehrfach Skolemisierung angewendet werden, bis
kein Existenzquantor mehr auftritt. Alle Schritte gew#hrleisten Erfullbarkeitsaquivalenz
(und Erfullbarkeitsaquivalenz ist transitiv.)

Verfahren zur Erstellung der Skolemform
Sei F in BPF.
Fo:=F
1:=0
while F; enthalt einen Existenzquantor do
begin
Esist Fj = Vy,Vy,... Vy, 3z Gj
Wihle ein neues k-stelliges Funktionssymbol und setze:
Fit1 =Yy 1YY, VY Gipgty oy
1:=1+1
end
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Klauselnormalform fur die Pradikatenlogik

Satz 10.18 (Ex. einer erfullbarkeitsaquivalenten Klauselnormalform)
Fur jede Formel existiert eine erfullbarkeitsaquivalente Formel in Klauselnormalform.
Beweisidee
Umformungsschritte
F  beliebige Form
Bereinigung:
Umbenennen der gebundenen Variablen
Fy bereinigt F=F; Satz 10.9
Bindung aller freien Variablen durch
Existenzquantoren
F> bereinigt, geschlossen | F1 erfullbarkeitsaquivalent F» |Satz 10.13
Erstellung einer Pranexform
F3 BPF, geschlossen Fr =Fj3 Satz 10.10
Skolemisierung
F4 Skolemform | F5 erfullbarkeitsiquivalent F4 | Satz 10.18
Umformung der Matrix in KNF
F5 Klauselnormalform | F4 =F;5 | Satz 4.23
Also sind auch F und F5 sind erfullbarkeitsaquivalent.
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