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DeÞnition 1:

Ein deterministischer endlicher Automat , DFA f¬ur
deterministic f inite automaton (DEA in einigen Deut-
schen B¬uchern) wird durch ein Quintupel A := ( Q, ! , ! , q0, F )
(auch A := ( ! , S, ! , s0, F )) beschrieben, wobei

¥ Q (oder S) eine endliche Menge vonZust ¬anden ist,

¥ ! ein endliches Alphabet vonEingabesymbolen
ist,

¥ ! : Q ! ! "# Q die nicht notwendigerweise totale
¬Uberf ¬uhrungsfunktion ist,

¥ q0 $ Q (oder s0 $ S) der Startzustand ist und

¥ F % Q (oder F % S) die Menge derEndzust ¬ande
ist.
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Ist dies ein DFA?

a a,b

a,b

z0 z1 z2
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nein:

a a,b

a,b

z0 z1 z2
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DeÞnition 2:

¥ Zu einem DFA A := ( Q, ! , ! , q0, F ) deÞnieren wir
die erweiterte ¬Uberf ¬uhrungsfunktion

! ! : Q ! ! ! "# Q

durch:
! ! (z, xw) := ! ! (! (z, x), w)

f¬ur alle Zust¬ande z $ Q, alle Symbole x $ ! und
alle W¬orter w $ ! ! , sowie

%q $ Q : ! ! (q,") := q.

¥ Die von dem DFA A akzeptierte Sprache ist die
Menge

L(A) := { w $ ! ! | ! ! (q0, w) $ F } .
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6

DeÞnition 3:

¥ Die Mengen von W¬ortern, die von einem DFA ak-
zeptiert werden k¬onnen, hei§enregul ¬are Mengen .

¥ Die Familie der regul¬aren Mengen wird mit REG
bezeichnet.

¥ Mit DFA ! wird die Familie aller Sprachen L ! ! !

bezeichnet, die von DFAs mit Eingabe-Alphabet !
akzeptiert werden k¬onnen.

¥ Es gilt:

DFA ! = { L ! ! ! | L = L(A) f¬ur einen DFA A}

und

REG! := DFA ! sowieREG =
!

Σ ist endl.
Alphabet

REG! .
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¥ SpeziÞkation/Mo dell ierung von einfachenrealenMa-
schinen (z.B. Fahrkartenautomaten)

¥ einfache Steuerungsaufgaben

¥ einfache Parser:
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DeÞnition 4:

Ein DFA A := ( Q, ! , ! , q0, F ) hei§t:

¥ vollst ¬andig (Abk.: vDFA) genau dann, wenn f¬ur
jedes (p, x) ! Q " ! ein q ! Q existiert, so dass
q = ! (p, x) ist.

Jede Eingabe kann verarbeitet werden!

¥ initial zusammenh ¬angend (Abk.: izDFA) genau
dann, wenn zu jedem Zustandp ! Q ein Wort w !
! ! existiert, mit p = ! ! (z0, w).

Jeder Zustand kann vonz0 erreicht werden!

¥ Zwei DFA , A und B , hei§en genau dann¬aquiva-
lent , wenn sie die gleiche Sprache akzeptieren, d.h.
L (A) = L(B ) ist.



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

ein anderes Beispiel

9

Dieser DFA ist initial zusammengŠngend!

b

a

a

a,b

b

z1

z2

z3

! (z0, a) = z1

! (z0, b) = z3

! (z1, b) = z2

! (z2, a) = z0

! (z3, a) = z3

! (z3, b) = z3

! = { a, b}

A = (Q, Σ, ! , z0, F )

F = { z0}
Q = { z0, z1, z2, z3}z0
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Dieser DFA ist weder initial zusammengŠngend, 
noch vollstŠndig!

b

a

a

a,b

b

z1

z2

z3

z0
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Dieser DFA (ohne z3 mit den inzidenten Kanten) ist 
initial zusammengŠngend, und vollstŠndig, also 

zugleich izDFA und vDFA!

b

a

a

a,b

b

b

a

a,b
b

z3

z0 z1

z2

z4
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b

a

a

a,b

b

z1

z2

z3

z0

B:

A:

a
a

b
b

b

a
z0

z1

z3

z2

z4

L (A ) = { w ! { a, b} ! | " n ! IN( w = abn a # w = ban b)}

. . . alle W¬orter, die mit a beginnen und enden und da-
zwischen nurbÕs haben und umgekehrt.

L (B) = { aba} ! =
{ ! , aba, abaaba, abaabaaba, . . .}
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Dezimalzahl:

Z.B. darum:
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DeÞnition 5:

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA ,
engl. nondeterministic f inite automaton) wird speziÞziert
werden durch ein Tupel A := ( Q, ! , ! , S0, F ), mit:

¥ Q ist endliche Menge vonZust ¬anden ,

¥ ! ist endliches Alphabet von Eingabesymbolen ,

¥ ! : Q ! ! "# 2Q ist ¬Uberf ¬uhrungsfunktion ,

¥ S0 $ Q ist Menge der Startzust ¬ande und

¥ F $ Q ist Menge der Endzust ¬ande .
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DeÞnition 6:

¥ Zu einem NFA A := ( Q, ! , δ, S0, F ) deÞnieren wir
die erweiterte ¬Uberf ¬uhrungsfunktion

δ! : 2Q ! ! ! "# 2Q

durch:

δ! (R, aw) := δ!

!

"
#

p" R

δ(p, a), w

$

%

$R % Q, $a & ! und $w & ! ! , sowie

$ R % Q : δ! (R, ε) := R.

¥ Die von A akzeptierte Sprache ist die Menge

L(A) := { w & ! ! | δ! (S0, w) ' F (= ) } .
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Die Zahl, der in einem Schritt mit einem Eingabesymbol 
erreichbaren FolgezustŠnde ist ist fŸr jeden Zustand 
endlich. Es gibt nur endlich viele Teilmengen von Q, und bei 
S0 angefangen, kann jeweils eine neue Teilmenge von  Q 
erreicht werden. Diese werden durch die ZustŠnde eines 
neuen DFA reprŠsentiert:

Satz 1:

Jede von einemNFA akzeptierte Menge kann auch von
einem initial zusammenh¬angenden, vollst¬andigen DFA
akzeptiert werden und ist daher regul¬ar.

¥ F¬ur den Beweis ben¬otigen wir die Konstruktion des
sogenannten Potenzautomaten.
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Beweis durch Konstruktion des Potenzautomaten:

¥ Sei A := ( Q, ! , ! , S0, F ) ein NFA.

¥ Der Potenzautomat zu A ist wie folgt deÞniert:

Ð B := (2 Q , ! , ! ! , S0, F !) mit

Ð F ! := { M ! 2Q | M " F #= $} und

Ð S0, d.h. die Menge der Startzust¬ande von A
bildet nun den Startzustand von B.

Ð ! ! ist f¬ur alle M ! 2Q und jedesx ! ! deÞniert
durch:

! !(M, x ) :=
!

p" M

! (p, x).
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Idee f¬ur Korrektheitsbeweis:

¥ Einerseits: Zu jeder akzeptierenden Rechnung
von B auf einem Wort w gibt es wegen der DeÞnition
von ! ebenfalls einenErfolgspfad von A auf w.

¥ Andererseits: F¬ur jeden Erfolgspfad von A exi-
stiert eine akzeptierende Rechnung in B .

Ð Die in A besuchten Zust¬ande kommen in den
Zustandsnamen des Pfades vonB in der glei-
chen Reihenfolge vor.

¥ Somit ist der konstruierte vDFA B ¬aquivalent zum
NFA A.
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten 
entsprechend des Beweises:

!

{ z2}{ z1}{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2} { z1, z2}

{ z0, z1, z2}
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten 
entsprechend des Beweises:

!

{ z2}{z1}{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2} { z1, z2}

{ z0, z1, z2}

a,b
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten 
entsprechend des Beweises:

a

!

{ z2}{ z1}{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2} { z1, z2}

{ z0, z1, z2}

a,b

b
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten 
entsprechend des Beweises:

a

a,b

!

{ z2}{z1}{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2} { z1, z2}

{ z0, z1, z2}

a,b

b



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

Beispiel 1

23

a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten 
entsprechend des Beweises:

a

a,b

∅

{ z2}{ z1}{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2} { z1, z2}

{ z0, z1, z2}

a,b

b a,b
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten 
entsprechend des Beweises:

a

a,b

!

{ z2}{ z1}{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2} { z1, z2}

{ z0, z1, z2}

a,b

b a,b

a

b
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten 
entsprechend des Beweises:

a

a,b

!

{ z2}{ z1}{z0}

{ z0, z1} { z0, z2} { z1, z2}

{ z0, z1, z2}

a,b

b a,b

a

b
a

b
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten 
entsprechend des Beweises:

a

a,b

!

{ z2}{ z1}{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2} { z1, z2}

{ z0, z1, z2}

a,b

b a,b

a

b
a

b a,b
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten 
entsprechend des Beweises:

a

a,b

!

{ z2}{z1}{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2} { z1, z2}

{ z0, z1, z2}

a,b

b a,b

a

b
a

b a,b

a

b
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten 
entsprechend des Beweises:

Der Šquivalente DFA hat 
zwei Komponenten und 
ist nicht (initial) 
zusammenhŠngend!

a

a,b

!

{ z2}{ z1}{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2} { z1, z2}

{ z0, z1, z2}

a,b

b a,b

a

b
a

b a,b

a

b
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Šquivalenten, 
initial zusammenhŠngenden vDFAs:

{ z0}

Wir beginnen mit der Menge 
der StartzustŠnde des NFA, 
also dem neuen Startzustand 
des zu konstruierenden vDFA!
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

a

{ z0}

{ z0, z1}

b

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Šquivalenten, 
initial zusammenhŠngenden vDFAs:
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

a

{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2}

{ z0, z1, z2}

b

a

b

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Šquivalenten, 
initial zusammenhŠngenden vDFAs:
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

a

{ z0}

{ z0, z1} {z0, z2}

{ z0, z1, z2}

b

a

b
a

b

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Šquivalenten, 
initial zusammenhŠngenden vDFAs:
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

a

{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2}

{ z0, z1, z2}

b

a

b
a

b

a

b

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Šquivalenten, 
initial zusammenhŠngenden vDFAs:
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a a,b

a,b

z0 z1 z2

a

{ z0}

{ z0, z1} { z0, z2}

{ z0, z1, z2}

b

a

b
a

b

a

b

            Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Šquivalenten, 
initial zusammenhŠngenden vDFAs:



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

Schlussfolgerung und Anwendung

35

A1 A2

q0,1 É q0,2 Éx

y

y

z

qA
y

y

x

z

¥ NFAs akzeptieren dieselbe SprachfamilieREG, wie
DFA s.

¥ Sind L 1 und L 2 regul¬are Sprachen, dann ist auch
L 1 ! L 2 regul¬ar.

¥ graphisch:
A1 und A2

sind DFA s

¥ formal: A = ( Q1" Q2" { qA } , ! 1! ! 2, ! A , qA , F1! F2).

Mit ! A (p, x) :=
!

! 1(p, x) falls p # Q1

! 2(p, x) falls p # Q2
und

! A (qA , x) :=
"

x∈!

#
! 1(q0,1, x) ! ! 2(q0,2, x)

$
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¥ Vereinigung

¥ Produkt

¥ Durchnittsbildung

¥ Komplement

¥ Homomorphismen

Ð Dass die regul¬aren Sprachen gegen diese
Operationen abgeschlossen sind, ist nicht
immer ganz so leicht zu zeigen . . .

Ð . . . deshalb verschieben wir die Beweis auf die
folgenden Termine!

Viele sind einfacher zu beweisen, wenn allgemeinere Varianten 
des Endlichen Automaten bekannt sind! Z.B. solche, die 
†bergŠnge machen kšnnen, ohne eine Eingabe zu lesen!
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Nach der gegebenen Konstruktion des Potenzautomaten, hat 
der Šquivalente DFA exponentiell mehr ZustŠnde als der zu 
Beginn bekannte NFA.  
Dies ist keine SchwŠche dieser Konstruktion. 
In einigen FŠllen sind tatsŠchlich so viele ZustŠnde fŸr den 
DFA nštig:

Satz 2:

Zu jeder nat¬urlichen Zahl n ! 2 gibt es einen buchsta-
bierenden, ! -freien NFA An mit genau n Zust¬anden, so
dassjeder ¬aquivalente vollst¬andige DFA mindestens 2n " 1
Zust¬ande besitzt.
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a

a

a

a

a

a

a

a

b

b

bb

b

É

z3

z0 z1

z2

zn-2

zn-1

Welche Menge beschreibt solch ein NFAAn? An den Schwierig-
keiten, diese Menge mit Worten exakt zu beschreiben, merken
wir, dass eine andere Methode f¬ur die Beschreibung regul¬arer
Mengen praktisch sein kann.
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Betrachtet man die beiden in Abbildung abgebildeten vDFAÕs,
so stellt sich schnell heraus, dass die beiden endlichen Automaten
beide die gleiche Sprache akzeptieren, n¬amlich { a, b} ! .

a

b a

b

b

a

z0

z1

z2

a b
z

Es gibt fŸr jede Sprache immer einen  
vDFA mit der kleinsten mšglichen 
Anzahl von ZustŠnden. Alle diese 
Šquivalenten vDFAÔs sind bis auf die 
Bezeichnung der ZustŠnde isomorph 
und ãdieserÒ vDFA wird als minimaler  
vDFA einer Sprache bezeichnet. 

Es gibt Verfahren, diesen effektiv zu konstruieren, in dem man 
Šquivalente ZustŠnde bestimmt. Wir benutzen €quivalenzklassen der 
sog. Nerode-€quivalenz, einer rechtsinvarianten €quivalenzrelation.
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DeÞnition 7:

Sei A = ( Q, ! , ! , q0, F ) ein DFA, dann ist die automtenspeziÞ-
sche ¬Aquivalenzrelation RA ! ! ! " ! ! erkl¬art durch:

u RA v genau dann, wenn! (z0, u) = ! (z0, v)

SeiL # ! ! eine regul¬are Menge, dann ist dieNerode-¬Aquivalenz
oder syntaktische RechtskongruenzRL ! ! ! " ! ! erkl¬art durch:

u RL v genau dann, wenn $w # ! ! : (uw # L %& vw # L).

Ein wichtiges Ergebnis von Myhill und Nerode, 1957/1958, 
verbindet diese DeÞnitionen mit Automaten und regulŠren 
Mengen:
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Satz 3:

Die folgenden Aussagen sind¬aquivalent:

1. L ! ! ! ist regul¬ar.

2. L ist Vereinigung von ¬Aquivalenzklassen einer rechts-
invarianten ¬Aquivalenzrelation mit endlichem Index.

3. Die Nerode-¬Aquivalenz RL hat endlichen Index.

Dieser Satz kann verwendet werden, um zu zeigen, dass 
gewisse Sprachen nicht regulŠr sein kšnnen. Die hŠuÞg 
verwendete Menge                     lŠsst sich so als nicht 
regulŠre Menge beweisen!
Wir werden spŠter ein anderes Verfahren kennenlernen, 
mit dem dieses gleichfalls mšglich ist!

{ an bn | n ! IN}
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Sei A = ( Q, ! , ! , q0, F ) ein beliebiger DFA . Von Q werden wie-
derholt feinere, disjunkte Zerlegungen, sog. Partitionen, erzeugt:

1. die erste Partition von Q ist " 1 := { S1,1, S1,2} , wobei
S1,1 := F und S1,2 := Q \ F sei.

2. Sei" i = { Si, 1, Si, 2, . . . , Si,k i} , ki ! 0. Bilde Partition " i +1

gem¬a§ folgender Bedingung:
Zwei Zust¬ande p, q " Q geh¬oren genau dann zum selben
Block, wenn f¬ur jedes a " ! gilt: ! (q, a) und ! (p, a) liegen
im gleichen Block in " i .

3. Falls f¬ur ein i " IN irgendwann " i +1 = " i gilt, dann ist " i

die Zustandsmenge des minimalen Automaten, andernfalls
wird die Konstruktion mit Schritt 2 fortgesetzt.

Jeder Zustand des minimalen Automaten ist also ein Element
der Menge 2Q .


