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deterministischer endlicher Automat OFA)

Debnition 1:

Ein deterministischer endlicher Automat , DFA fur
deterministic finite automaton (DEA in einigen Deut-
schen Bachern) wird durch ein Quintupel A :=(Q,! ,!, o, F)
(auch A :=(!,S,!, sy, F)) beschrieben, wobei

¥ Q (oder S) eine endliche Menge vorZust anden ist,

¥ | ein endliches Alphabet vonEingabesymbolen
Ist,

¥1:Q! ! "# Q die nicht notwendigerweise totale
Oberf whrungsfunktion ist,
¥ p$ Q (oder sg $ S) der Startzustand  ist und

¥ F %Q (oder F % S) die Menge derEndzust ande
Ist.




kleiner Quiz

Ist dies ein DFA?

a,

kleiner Quiz

nein:




akzeptierte Sprache

Debnition 2:

¥ Zu einem DFA A = (Q,!,!, o, F) debnieren wi
die erweiterte UOberf whrungsfunktion

1':Ql ' Q

durch:
1 (z,xw) := 1 (1(z,x),w)

fur alle Zustande z $ Q, alle Symbolex $ ! und
alle Werter w$ ! ', sowie

%% Q:!'(q,"):= Q.

¥ Die von dem DFA A akzeptierte Sprache ist die
Menge

L(A):={w$!"' |!'(p,wW) $F}.

Die Familie REG der regulSren Sprachen

Debnition 3:

¥ Die Mengen von Wartern, die von einem DFA ak-
zeptiert werden kannen, heigenregul are Mengen .

¥ Die Familie der regularen Mengen wird mit REG
bezeichnet.

¥ Mit DFA, wird die Familie aller SprachenL ! !
bezeichnet, die von DFAs mit Eingabe-Alphabet!
akzeptiert werden kennen.

¥ Es gilt:
DFA, = {L! !''|L = L(A) fur einen DFA A}
und |
REG, := DFA, sowieREG = REG, .

33 st endl.
Alphabet




Einsatz einfacher Automaten?

¥ Spezbkation/Mo dellierung von einfachenrealenMa-
sdchinen (z.B. Fahrkartenautomaten)

¥ einfache Steuerungsaufaben

¥ einfache Parser:

vollstSndigerDFA und andereDFA

Debnition 4:
Ein DFA A :=(Q,!,!, o, F) heist:

¥ vollst andig (Abk.: vDFA) genau dann, wenn &r
jedes p,x) ! Q" ! eing! Q existiert, so dass
g=!(p,x) ist.

Jede Eingabe kann verarbeitet werden!

¥ initial zusammenh angend (Abk.: izDFA) genau
dann, wenn zu jedem Zustandp! Q ein Wort w !
I ! existiert, mit p=!"'(zo, W).

Jeder Zustand kann vonzg erreicht werden!

¥ Zwei DFA, A und B, hei8en genau dannaquiva-

lent , wenn sie die gleiche Sprache akzeptieren, d.h
L(A) = L(B) ist.




ein anderes Beispiel

a,b
F = {z0}

/& @ Q = {20,21,22,23}
I ={a,b

(zo,8) =21 (20,8 = 2o
1(zo,0) = 23 !(z3,@) = z3
(zu, D=2 !(z3b) =23

Dieser DFA ist initial zusammengSngend!

ein anderes Beispiel

Dieser DFA ist weder initial zusammengSngend,
noch vollstSndig!
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vervollstSndigen eineDFA ist leicht:

Dieser DFA (ohnezz mit den inzidenten Kanten) ist
initial zusammengSngend,und vollstSndig, also
zugleich izDFAund vDFA
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Der DFA als Akzeptor

b
L(A)= {w! {a,B'["n! N(w= ab'a#w = bd'b)}

. alle Waerter, die mit a beginnen und enden und de
zwischen nurbOs haben und umgekehrt.

a,b

L(B) = {abg' =
{!,aba, abaaba, abaabaaba, }
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Nichtdeterminismus: warum und wie?

Z.B. darum:

Dezimalzahl:

Yy 1) @R’

Nas

¥
—»@ ﬁ@—»
H@ —»@—

(1) 57
S
¥

v

nichtdeterministischer endl. Automat: NFA

Debnition 5:

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA,
engl. nondeterministic finite automaton) wird spezibziert
werden durch ein TupelA :=(Q,! ,!, Sy, F), mit:

¥ Q ist endliche Menge vonZust anden,

¥ | ist endliches Alphabet von Eingabesymbolen
¥1:Q! I % 29 st Uberf whrungsfunktion

¥ Sy $ Q ist Menge der Startzust ande und

¥ F $ Q ist Menge der Endzust ande.
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akzeptierte Sprache eines NFA

DePnition 6:

¥ Zu einem NFA A = (Q,! ,4,So,F) debnieren wil
die erweiterte Oberf uhrungsfunktion

AR S

durch: : $

#
5 (R,aw) = &' " 5(p, a), w%o
p" R

$R % Q, $a&! und $w &! ', sowie
$R%Q: 6 (R,e) = R.
¥ Die von A akzeptierte Sprache ist die Menge
L(A):= {w&!"' |6 (So,w)' FE)}.

Nichtdeterminismus deterministisch simulieren

Satz 1:

Jede von einemNFA akzeptierte Menge kann auch von
einem initial zusammenhangenden, vollsandigen DFA
akzeptiert werden und ist daher reguér.

¥ Fur den Beweis bemtigen wir die Konstruktion des
sogenannten Potenzautomaten.

Die Zahl, der in einem Schritt mit einem Eingabesymbol
erreichbaren FolgezustSnde ist ist fYr jeden Zustand

endlich. Es gibt nur endlich viele Teilmengen von Q, und bei
So angefangen, kann jeweils eine neue Teilmenge von Q
erreicht werden. Diese werden durch die ZustSnde eines
neuen DFA reprSsentiert:
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der Potenzautomat

Beweis durch Konstruktion des Potenzautomaten:

¥ SeiA = (Q,!,!, Sy, F) ein NFA.

¥ Der Potenzautomat zu A ist wie folgt debniert:

DB =221 ,1'Sy, F") mit

PF'={M! 22|M" F # $} und

b Sy, d.h. die Menge der Startzusande von A
bildet nun den Startzustand von B.

P !'istfuralle M ! 29 undjedesx ! ! debnier
durch: !

1'(M, x) = L(p, X).
p" M
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Korrektheitsbeweis (Idee)

Idee far Korrektheitsbeweis:

¥ Einerseits: Zu jeder akzeptierenden Rechnung
von B auf einem Wort w gibt es wegen der Debnitiol
von ! ebenfalls einenErfolgspfad von A auf w.

¥ Andererseits: Fdr jeden Erfolgspfad von A exi-
stiert eine akzeptierende Rechnung in B.

b Die in A besuchten Zusande kommen in del
Zustandsnamen des Pfades vom in der glei-
chen Reihenfolge vor.

¥ Somit ist der konstruierte vDFA B aquivalent zum
NFA A.
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Beispiel 1
Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten ‘
entsprechend des Beweises: a,b

{z0} {z1} {2z}
{20,212} {20,202} {71,275}

{z0,21,25}

@-2=
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Beispiel 1
Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten ‘
entsprechend des Beweises: a,b

Da,b
|

{20} {z1} {22}
{20,212} {20,272} {z1,22}

{20,271, 25}

@27
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Beispiel 1
Gegeben sei dieser NFA:

a a,b

| ®
Konstruktion des Potenzautomaten ‘

entsprechend des Beweises: a,b

,b
L)

{20} {z1} {22}

a

{20, 21} {20, 25} {z1,25}

{z0,21,25}
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Beispiel 1
Gegeben sei dieser NFA:

a a,b

| ®
Konstruktion des Potenzautomaten ‘

entsprechend des Beweises: a,b

! Qa,b

{20} {z1 }iﬂ 25}

a

{20,21} {20,202} {z1,22}

{ZOa Z1, 22}
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Beispiel 1
Gegeben sei dieser NFA:

a
Konstruktion des Potenzautomaten ‘
entsprechend des Beweises: a,b
a,b
i
b a,b
{20} {22}-20 572

a

{20, 21} {20, 25} {z1,25}

@-2=

{20,21,22}
Beispiel 1
Gegeben sei dieser NFA: . ab
| ®
Konstruktion des Potenzautomaten ‘
entsprechend des Beweises: a,b
Qa,b
!
RN
(2] {2320 572

a

b
{z0,21}" 20,22}  {z1,25}

a

{20,21,25}
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Beispiel 1
Gegeben sei dieser NFA:

a
Konstruktion des Potenzautomaten ‘
entsprechend des Beweises: a,b
2%
>
{z1}————>{2}

a b

b
(2.2} g {2022} {22}

a

{z0,21,25}

@-2=
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Beispiel 1
Gegeben sei dieser NFA:

(0)—*
Konstruktion des Potenzautomaten ‘
entsprechend des Beweises: a,b
Qa,b
|
b
a,b
{z0} {z1}——{2z}

N

{20, 21} {Zo o} {z1,23}

AN

{z0,21,25}

@27
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Beispiel 1
Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten ‘
entsprechend des Beweises: a,b

o
et
o

{z0,21}" 5 {20, 22} {71,220}

a
b

{z0,21,25}

a

@-2=
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Beispiel 1
Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Potenzautomaten ‘
entsprechend des Beweises: a,b

!fiiﬁqb

Der Squivalente DFA hat
zwei Komponenten und
Ist nicht (initial)

zusammenhSngend!

N\
{z0}

@27
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Beispiel 2
Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Squivalenten, ‘
initial zusammenhSngendenvDFAsS: ab

N
{20}

Wir beginnen mit der Menge
der StartzustSnde des NFA,
also dem neuen Startzustand
des zu konstruierenden vDFA!

@-2=
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Beispiel 2
Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Squivalenten, ‘
initial zusammenhSngendenvDFAs: ab

A

{20}

a

{207 Zl}

@27
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Beispiel 2
Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Squivalenten, ‘
initial zusammenhSngendenvDFAsS: ab

b

s

o}

a

b
{20,21}" {20,22}

{20,721, 25}

@-2=

Beispiel 2
Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Squivalenten, ‘
initial zusammenhSngendenvDFAs: ab

b

s

0}

a b

b
{ZO’Z].}‘&[/{ZO’ZZ}

a

{20,721, 25}

@27
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Beispiel 2
Gegeben sei dieser NFA:

a ab
L “)
Konstruktion des Squivalenten, ‘

initial zusammenhSngendenvDFAsS: ab

D

{20}

a b

b

—
70, Z 70, Z
{20,721}~ 5 {20, 22}

a
b

{20121;22}

a

Beispiel 2
Gegeben sei dieser NFA:

Konstruktion des Squivalenten, ‘
initial zusammenhSngendenvDFAs: ab
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Schlussfolgerung und Anwendung

¥ NFAs akzeptieren dieselbe SprachfamiliiREG, wie
DFAS.

¥ Sind L, und L, regulare Sprachen, dann ist auc
L,! L, regular.

¥ graphisch:
A]_ und A2
sind DFAs

¥ formal: A = (Qy' Q2" {aa},! 1! 2,14, Ga, Fa! Fo).

: _  hi(p,x) fallsp# Q
Mit ! (p, X) = f!;(p,X) falls p # Q; und
'a(0Oa,X) = (1, %) ! 12(0p,2,X)
xe!

Weiter Abschlusseigenschaften sind bekannt:
¥ Vereinigung
¥ Produkt
¥ Durchnittsbildung
¥ Komplement
¥ Homomorphismen

b Dass die reguiren Sprachen gegen diese
Operationen abgeschlossen sind, ist nicht
Immer ganz so leicht zu zeigen ...

b ...deshalb verschieben wir die Beweis auf d
folgenden Termine!

Viele sind einfacher zu beweisen, wenn allgemeinere Varianten
des Endlichen Automaten bekannt sind! Z.B. solche, die
tbergSnge machen k3nnen, ohne eine Eingabe zu lesen!
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DFA exponentiell gr38er als SquivalenteNFA

Nach der gegebenen Konstruktion des Potenzautomaten, hat
der Squivalente DFA exponentiell mehr ZustSnde als der zu
Beginn bekannte NFA.

Dies ist keine SchwSche dieser Konstruktion.

In einigen FSllen sind tatsSchlich so viele ZustSnde fYr den
DFA nstig:

Satz 2:

Zu jeder naturlichen Zahl n ! 2 gibt es einen buchsta
bierenden, !-freien NFA A, mit genau n Zustanden, st
dassjeder aquivalente vollstandige DFA mindestens 2" 1
Zustande besitzt.

Beispiel (ohne Beweis)

Welche Menge beschreibt solch ein NFAA,,? An den Schwierig
keiten, diese Menge mit Worten exakt zu beschreiben, merke
wir, dass eine andere Methodedr die Beschreibung reguarer
Mengen praktisch sein kann.
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minimale Automaten

Betrachtet man die beiden in Abbildung abgebildeten vDFAO:
so stellt sich schnell heraus, dass die beiden endlichen Automat
beide die gleiche Sprache akzeptieren,amlich {a, g} .

ab
Es gibt fYr jede Sprache immer einen
vDFA mit der kleinsten msglichen
Anzahl von ZustSnden. Alle diese
Squivalenten vDFAQs sind bis auf die
Bezeichnung der ZustSnde isomorph

und adieserO vDFA wird als minimaler
vDFA einer Sprache bezeichnet

Es gibt Verfahren, diesen effektiv zu konstruieren, in dem man
Squivalente ZustSnde bestimmt Wir benutzen €quivalenzklassen der
sog. Nerode-€quivalenz, einer rechtsinvarianten €quivalenzrelation.

Nerode-€quivalenz

DePnition 7:
SeiA =(Q,!,!,qp,F) ein DFA, dann ist die automtenspezib-
scheAquivalenzrelation Ra ! ' " 1" erklart durch:

uRA v genau dann, wenn! (zg,u) = !(zg, V)

SeilL #! ' eine reguare Menge, dann ist dieNerode-/Aquivalenz
oder syntaktische Rechtskongruen®_ ! ! ' " ! ' erklart durch:

URL v genau dann, wenn $w#!' :(uw# L %& vw# L).

Ein wichtiges Ergebnis von Myhill und Nerode, 19571958,
verbindet diese Debnitionen mit Automaten und regulSren
Mengen:

40




Nerode-€quivalenz

Satz 3:

Die folgenden Aussagen sinciquivalent:
1. L! 1! istregular.

2. L ist Vereinigung von Aquivalenzklassen einer rechts
invarianten Aquivalenzrelation mit endlichem Index.

3. Die Nerode#quivalenz R_ hat endlichen Index.

Dieser Satz kann verwendet werden, um zu zeigen, dass
gewisse Sprachen nicht regulSr sein k3nnen. Die hSubg
verwendete Menge {a"b" | n! IR3st sich so als nicht
regulSre Menge beweisen!

Wir werden spSter ein anderes Verfahren kennenlernen,
mit dem dieses gleichfalls msglich ist!
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Konstruktion des minimalen Automaten

SeiA =(Q,!,! oq,F) ein beliebiger DFA. Von Q werden wie:
derholt feinere, disjunkte Zerlegungen, sog. Partitionen, erzeug

1. die erste Partition von Q ist " ; = {S11,S:12}, wobeli
S112 = Fund S;, = Q\ F sei.

2. Sei" i = {Si, 1, Si, Dy ey Si,k l} ) ki I 0. Bilde Partition " i+1
gemas8 folgender Bedingung:
Zwei Zustande p,q" Q geharen genau dann zum selbe
Block, wenn fur jedesa” ! qilt: '(qg,a und !(p, a) liegen
im gleichen Block in" ;.

3. Fallsfareini ™ N irgendwann" j;; = " gilt, dannist " ;
die Zustandsmenge des minimalen Automaten, andernfal
wird die Konstruktion mit Schritt 2 fortgesetzt.

Jeder Zustand des minimalen Automaten ist also ein Elemer
der Menge 2.
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