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Zur Beschreibung der aktuellen Situation, in der sich ein NFA 
beÞndet, reicht der eingenommene Zustand alleine nicht aus: 
Wichtig ist ebenso die noch zu verarbeitende Eingabe!

†bergŠnge zwischen KonÞgurationen:

DeÞnition 8:

F¬ur einen NFA A hei§t k ! Q " ! ! KonÞguration gdw.

¥ k = ( p, w) mit w ! ! ! und p ! Q:

¥ A beÞndet sich im Zustand p und die noch zu verarbei-
tende Eingabe ist w.

¥ w = ! bedeutet, dass die Eingabe vollst¬andig gelesen
wurde.
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Damit kann die akzeptierte Sprache nun auch so deÞniert werden:

DeÞnition 9:

Sei A := ( Q, ! , ! , S0, F ) ein NFA, p, q ! Q, a ! ! und
w ! ! ! .
Die KonÞguration (q, w) ist genau dann eine FolgekonÞ-
guration von (p, aw), wenn q ! ! ! (p, a). Wir notieren dies
durch:

(p, aw) " (q, w)

" ! bezeichnet die reßexive, transitive H¬ulle von " , d.h.:

k1 " ! k3 #$ % k2 : k1 " ! k2 & k2 " k3

DeÞnition 10:

Sei A := ( Q, ! , ! , S0, F ) ein NFA, dann ist

L (A) = w ! ! ! | " p ! S0 : " q ! F : (p, w) #! (q,")}

M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

•-FA

4

DeÞnition 11:

Ein endlicher Automat mit ! - ¬Uberg ¬angen (! -FA ), ist ein
NFA A := ( Q, ! , ", S0, F ), mit:

" ! Q " (! # { ! } ) " Q.

!
Die Darstellung von " als Relation ist oft praktischer als die

¬uber eine Funktion

" : Q " (! # { ! } ) $ 2Q
"

Die Relation %wird nun an die ! -¬Uberg¬ange angepasst:

DeÞnition 12:

&x ' ! # { ! } &w ' ! ! : (p, xw) %(q, w) () (p, x, q) ' ".

L(A) := { w ' ! ! | (s0, w) %! (s, ! ), s0 ' S0, s ' F } .
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Da jeder NFA offensichtlich ein •-FA ist, fehlt nur noch ein 

Beweis fŸr die Umkehrung!

Die Idee dazu ist, Pfade im •-FA durch geschicktes Zusammen-

ziehen der •-Kanten zu verkŸrzen, so dass ein NFA entsteht: 

q0 qfine ba e c
* *

e
*

e
*q1 q2 q3 q4 q5 q6

Das Zustandsdiagramm eines NFA ist immer endlich, also 
kann prinzipiell festgestellt werden, welche ZustŠnde nur 
mit •-Kanten von einander zu erreichen sind! Dieser 
konstruktive Aspekt ist jedoch fŸr einen Existenzbeweis 
von untergeordneter Bedeutung! 
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q0 qfine ba e c
* *

e
*

e
*q1 q2 q3 q4 q5 q6

a

q0 qfine ba e c
* *

e
*

e
*q1 q2 q3 q4 q5 q6

q0 qfine ba e c
* *

e
*

e
*q1 q2 q3 q4 q5 q6

a b

q0 qfine ba e c
* *

e
*

e
*q1 q2 q3 q4 q5 q6

a b c

•-FA Šquivalent zum NFA
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q0 qfine ba e c
* *

e
*

e
*q1 q2 q3 q4 q5 q6

a b c
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Eine mathematisch elegante Konstruktion der Menge

wird in den †bungen bearbeitet und efÞzientere Methoden 
in der Vorlesung AD ausfŸhrlicher besprochen werden!

{ (p, q) | (p, ! ) ! ∗ (q,! )} " Q # Q

Beweis:

Sei A := ( Q, ! , ! , S0, F ) ein NFA, der "-Kanten besitzen kann.
Ein ¬aquivalenter NFA B := ( Q, ! , ! ! , S!

0, F !) ohne "-Kanten wird
wie folgt erkl¬art:

! ! := { (z, x, z!! ) ! Z " ! " Z | #(z!, x, z!! ) ! ! :

(z, ") $" (z!, ") (in A) }

und F ! := { p ! Q | #q ! F : (p, ") $" (q,")} .

Satz 4:

Zu jedem! -FA gibt es eine¬aquivalenten NFA ohne! -¬Uberg¬ange.
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Satz 5:

Die Familie REG der regul¬aren Sprachen ist
abgeschlossen gegen¬uber folgenden Operationen:

¥ Vereinigung

¥ Produkt

¥ Sternbildung

¥ Durchnittsbildung

¥ Komplement

¥ Homomorphismen
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q0,1 É

q0,2

É

x

y

y

z

•

•

Beweis zu Satz 5: (mit ! -Kanten)
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Produkt:

Komplementbildung:

Durchschnitt: Folgt aus Komplementbildung und 
Vereinigung.

Homomorphismen: ... wird spŠter gezeigt ...

A1

A2

q0,1 É

q0,2 É

x

y

y

z

•

•

q0

Vereinigung:

Vertauschen von End- mit nicht-
EndzustŠnden im DFA ergibt einen DFA,    
der das Komplement akzeptiert.
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Aus einem DFA, der die Sprache L akzeptiert,  
wird mit obiger Konstruktion 

(das Rote ist neu, das Lila  wird entfernt) 

ein •-FA, der die Sprache L* akzeptiert!  Wir sehen spŠter, 

dass kein •-FA andere Mengen akzeptiert als beliebige 

NFA ohne •-Kanten.

Éy

z
q0

•p0

•

•

É É

A
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¥ M¬ochte man zeigen, dass eine SpracheL nicht re-
gul¬ar ist, muss bewiesen werden, dasskein DFA
diese Sprache akzeptiert!

¥ Wichtiges Hilfsmittel ist das sogenannte Pumping-
Lemma oder

Ó
uvw-TheoremÒ.

¥ Es tri ! t eine Aussage¬uber den Aufbau langer W¬orter
aus einer regul¬aren Sprache.

¥ Kann man zeigen, dass gem¬a§ Pumping-Lemma W¬orter
in der Sprache enthalten sein m¬ussten, sie es aber
nicht sind, so wissen wir, dass die Sprache nicht re-
gul¬ar sein kann!
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Ein akzeptiertes Wort mit LŠnge n muss auf seiner 
Erfolgsrechnung mindestens n+1  ZustŠnde besuchen. 
Dazu muss immer eine Schleife durchlaufen werden!

Dann wird ab er auch jedes Wort 

der Form uviw akzeptiert.

q0 qi=qj qmu w

v

im DFA:

n  ZustŠnde

!ÚÚÚÜÚÚÚÝ

Motivation: Pumping-Lemma

12
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Was kšnnte n fŸr  L!:= !{ab, bba, abba}!"!REG  sein?

Satz 6:

Zu jeder regul¬aren MengeR ! REG gibt es eine Zahl
n ! IN, so dass jedes Wortz ! R mit |z| " n
zerlegt werden kann in die Formz = uvw mit:

(i) |uv| # n

(ii) |v| " 1 und

(iii) { u}{ v} ! { w} $ R
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¥ Sei A = ( Q, ! , ! , q0, F ) ein DEA der R akzeptiert, d.h.:
L (A) = R.

¥ W¬ahle n := |Q|. Sei nun z = x1x2 . . . xm ! R, mit m " n
und xi ! ! , ein beliebiges Wort der Sprache.

¥ Die m + 1 Zust ¬ande
q0, q1 := ! (q0, x1), q2 := ! (q1, x2), . . . , qm := ! (qm ! 1)
sind von q0 aus erreichbar und werden auf diesem Erfolgs-
pfad f¬ur die Akzeptierung von z besucht.
Kurz: #1 $ i $ m : qi = ! " (q0, x1x2 . . . xi ).

¥ Da maximal n $ m viele davon verschieden sein k¬onnen,
muss nach demSchubfachprinzip sp¬atestens mit dem
(n + 1)-ten, ein Zustand in dieser Folge zweimal vorge-
kommen sein.
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u w

v

qi=qjq0 qm

¥ F¬ur 0 ! i < j ! n gelte nun die Gleichheit qi = qj .

¥ Dann Þnden wir mit
u := x1x2 . . . xi , v := xi +1 xi +2 . . . xj und
w := xj +1 xj +2 . . . xm gerade die verlangte Zerlegung von
z, die (i) und (ii) erf ¬ullt.

¥ Dass auch (iii) gilt, sieht man leicht ein, denn mit q! :=
! (q0, u) gilt doch
q! = ! (q!, ") = ! (q!, v) = ! (q!, vv) = . . ..
Also werden alle W¬orter der Form u ávi áw, f¬ur jedesi " 0,
von A ebenfalls akzeptiert.
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¥ Wir wollen mit Hilfe des uvw-Theorems zeigen, dass die
SpracheDUP := { an bn | n ! IN} nicht regul¬ar ist:

¥ W¬are DUP regul¬ar, so g¬abe es eine Zahlk ! IN, f ¬ur die
die Folgerung desuvw-Theorems zutri! t.

¥ z := ak bk ! DUP ist ein Wort mit |z| > k .

¥ Jede Zerlegungz = uvw mit |uv| " k bedeutet v = am f¬ur
ein m ! IN mit 1 " m " k.

¥ Damit m ¬usste auch das Wort ak ! m bk ein Element der
SpracheDUP sein, was nicht stimmt.

¥ Damit ist DUP /! REG nachgewiesen.
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¥ Eine oftmals sehr einfache Methode, von Mengen zu
zeigen, dass sie nicht regul¬ar sind, ist die Verwen-
dung der Abschlusseigenschaften vonREG.

Ð Zun¬achst nimmt man an, die fragliche Menge
sei regul¬ar.

Ð Dann verwendet man Transformationen mit Ab-
schluss-Operatoren, um solche Sprachen zu er-
halten, von denen man schon wei§, oder f¬ur die
man vielleicht leichter zeigen kann, dass diese
nicht regul¬ar sind.

Ð Somit ist ein Widerspruch erzielt und die ur-
spr¬ungliche Menge kann nicht regul¬ar gewesen
sein.

¥ Varianten dieses Vorgehens . . .
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¥ Wir zeigen, dass die Menge
C := { w ! { a, b} ! | |w|a = |w|b} nicht regul¬ar ist:

Ð SetzeD := C " { a} ! { b} ! . Mit C ! REG w¬are auch
D ! REG, es ist aberD = DUP = { an bn | n ! IN}
bekanntlich nicht regul¬ar.

¥ Das uvw-Theorem ist nicht direkt benutzbar, um zu be-
weisen, dass die Sprache

L := { ck al bm | k, l, m ! IN : k = 0 oder l = m}

nicht regul¬ar ist.

Ð Wir deÞnieren nun die Menge
E := L " { c}{ a} ! { b} ! = { can bn | n ! IN} , die regul¬ar
w¬are, wennL dies ist.
(Dass E nicht regul¬ar ist zeigt man genauso leicht,
wie die Nichtregularit ¬at von DUP .)

warum nicht?
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DeÞnition 11:

Die regul ¬aren Ausdr ¬ucke ¬uber einem endlichen Alphabet!
sind deÞniert durch:

1. ! ist ein regul¬arer Ausdruck, der die (leere) MengeM ! := !
beschreibt.

2. F¬ur jedesa " ! ist a ein regul¬arer Ausdruck, der die Menge
M a := { a} beschreibt.

3. Sind A und B rationale Ausdr¬ucke, welche die Mengen
M A und M B beschreiben, dann sindinduktiv folgende
rationalen Ausdr¬ucke deÞniert:

¥ (A + B ) beschreibt die MengeM A # M B ,

¥ (A áB ) beschreibt die MengeM A áM B

¥ A" beschreibt die MengeM "
A

¥ A+ beschreibt die MengeM +
A

4. Nur die mit 1., 2. und 3. erzeugten Ausdr¬ucke sind regul¬are
Ausdr¬ucke.
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Das Symbol ! kam in Definition 11 nicht vor!

Wieso verlieren wir dadurch nichts an Ausdruckskraft?

Die Definition der Sternbildung war ja für beliebige Mengen
M ! ! ! erklärt durch

M ! :=
"!

i =0

M i , wobei M 0 := { ! } und

M i +1 := M i áM.

Damit ist nun
" ! = { ! }

und das Symbol ! , kann weiterhin für das leere Wort reserviert
bleiben!
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¥ grep und egrep auf Unix-Betriebssystemen und in Edito-
ren:

Ð Suche mit
Ó
regul¬aren Ausdr¬uckenÒ

¥ Gibt man z.B. den Befehl

egrep ^Th . . . i . $ /usr/dict/duden

ein, so k¬onnten folgende W¬orter gefunden und angezeigt
werden:

Thermik Theorie Thespis

Regeln zur Klammerersparnis:

¥ un¬are Operatoren vor bin¬aren (! vor áund +)

¥ Punkt vor Strich ( ávor +)
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¥ Die leere Menge ist regul¬ar.

¥ Die Menge ! ! = { ! } ist regul¬ar.

¥ Die Menge { a} ist regul¬ar.

¥ ! ! ist regul¬ar.

¥ F¬ur jede MengeM ist M + lediglich eineabk¬urzende
Schreibweisef¬ur M áM ! .

¥ F¬ur jede Menge M ist M á! = ! áM = ! .

q0

q0
a q1

q0

q0

alle 
x!ßƒx
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Einfache Mengen sind regulŠr:
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Beginnend mit den Automaten fŸr die einfachen Mengen, 
konstruiert man neue endl. Automaten entsprechend der 
VerknŸpfungen im regulŠren Ausdruck!
Also ist jede Menge, die ein regulŠrer Ausdruck beschreibt 
tatsŠchlich regulŠr, weil diese von einem DFA (oder NFA) 
akzeptiert wird!

Wir sahen eben, dass jeder regulŠrer Ausdruck eine regulŠre 
Menge beschreibt.
Aber kann auch jede regulŠre Menge durch einen regulŠren 
Ausdruck beschrieben werden?

Satz 7:

F¬ur jedes Alphabet ! gilt DFA ! = Menge der durch regul¬are
Ausdr¬ucke ¬uber dem Alphabet ! beschreibbaren Sprachen.
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Wir m ¬ussen also noch zeigen, dass es zu jedem DFA einen re-
gul¬aren Ausdruck gibt, der die von ihm akzeptierte Sprache be-
schreibt!

¥ Beweisidee: Wir stellen eine Rekursionsformel auf, die
zu jedem DFA eine endliche Mengendarstellung beschreibt,
mit der die akzeptierte Sprache durch endlich h¬auÞges An-
wenden von! , áund " dargestellt wird.

Ð Konstruktion eines rationalen Ausdruckes f¬ur einen
beliebigen DFA.

Ð Konstruktion funktioniert auch f ¬ur NFA.
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¥ Sei A = ( { q1, . . . , qn } , ! , ! , q1, F ) ein DFA

¥ Sei f¬ur 0 ! k ! n und 1 ! i, j ! n:

Rk
i,j :=

8
<

:
w ! ! !

þ
þ
þ
þ
þ
þ

! (qi , w) = qj "
h
(w = uv " u #= ""

v #= " " ! (qi , u) = qr ) =$ r % k
i

9
=

;

¥ Rk
i,j enth¬alt alle W¬orter, die auf Pfaden vonqi nach

qj ¬uber die Menge{ q1, . . . , qk } von Zwischenzust ¬anden
gelesen werden k¬onnen.

¥ InsbesondereR0
i,j = { x " ! # { "} | ! (qi , x) = qj

oder (x = ") $ (i = j )}

¥ Somit: L (A) =
!

qj ! F
Rn

1,j
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Rk
i,j =

8
<

:

{ x | ! (qi , x) = qj oder (x = ") ! (i = j )} , falls k = 0

Rk ! 1
i,j " Rk ! 1

i,k á(Rk ! 1
k,k )" áRk ! 1

k,j , falls k # 1.

¥ Induktions-Basis: R0
i,j entspricht der DeÞnition

¥ Induktions-Schritt: Sei k = m ! 0.

Rm
i,j korrekt " Rm +1

i,j korrekt

Ð Kommt qm +1 nicht vor " w # Rm
i,j .

Ð Kommt qm +1 auf dem Pfad vor " Zerlegung:

qi
"$%u qm +1

"$%v1 qm +1
"$%v2 . . .

"$%vr qm +1
"$%w qj
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ZustŠnde aus
{ z1, . . . , zm}

zm+1

ZustŠnde aus
{ z1, . . . , zm}

zm+1

ZustŠnde aus
{ z1, . . . , zm}

zm+1

ZustŠnde aus
{ z1, . . . , zm}

zm+1

ZustŠnde aus
{ z1, . . . , zm}

zm+1

ZustŠnde aus
{ z1, . . . , zm}

zm+1
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ZustŠnde aus
{ z1, . . . , zm}

zm+1
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¥ Die Pfade mit den W¬ortern u, v1, v2, . . . , vr , w durchlaufen
nur Zust¬ande der Menge{ q1, . . . , qm } .

¥ O! ensichtlich gilt:

Ð u ! Rm
i,m +1 ,

Ð " 1 # i # r : vi ! Rm
m +1 ,m +1 und

Ð w ! Rm
m +1 ,j .

¥ Dies zeigt zun¬achst die Inklusion:

Rm +1
i,j $ Rm

i,j % Rm
i,m +1 á(Rm

m +1 ,m +1 )! áRm
m +1 ,j .

¥ Die Umkehrung dieser Inklusion ist leicht ersichtlich.
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R0
1,1 = {! , b,c}

R0
1,2 = {a}

R0
1,3 = R0

2,1 = R0
3,1 = R0

3,2 = !

R0
2,2 = {!}

R0
2,3 = {a,b}

R0
3,3 = {!}

ohne ZwischenzustŠnde:

q1 q2
a a,b

b,c

q3
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R1
1,1 = R0

1,1 ! R0
1,1 á(R0

1,1)! áR0
1,1

q1 q2
a a,b

b,c

q3
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R1
1,1 = R0

1,1 ! R0
1,1 á(R0

1,1)! áR0
1,1

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)! áR0
1,1)

q1 q2
a a,b

b,c

q3

Ausklammern!
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R1
1,1 = R0

1,1 ! R0
1,1 á(R0

1,1)! áR0
1,1

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)! áR0
1,1)

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)+ )

q1 q2
a a,b

b,c

q3
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R1
1,1 = R0

1,1 ! R0
1,1 á(R0

1,1)! áR0
1,1

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)! áR0
1,1)

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)+ )
= R0

1,1 á(R0
1,1)!

q1 q2
a a,b

b,c

q3
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R1
1,1 = R0

1,1 ! R0
1,1 á(R0

1,1)! áR0
1,1

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)! áR0
1,1)

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)+ )
= R0

1,1 á(R0
1,1)!

= (R0
1,1)+

q1 q2
a a,b

b,c

q3
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R1
1,1 = R0

1,1 ! R0
1,1 á(R0

1,1)! áR0
1,1

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)! áR0
1,1)

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)+)
= R0

1,1 á(R0
1,1)!

= (R0
1,1)+

= { ! , b,c} +

q1 q2
a a,b

b,c

q3
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R1
1,1 = R0

1,1 ∪ R0
1,1 á(R0

1,1)
! áR0

1,1

= R0
1,1 á({ ! } ∪ (R0

1,1)
! áR0

1,1)
= R0

1,1 á({ ! } ∪ (R0
1,1)

+ )
= R0

1,1 á(R0
1,1)

!

= (R0
1,1)

+

= { ! , b,c} +

= { b,c} !

q1 q2
a a,b

b,c

q3
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R1
1,1 = R0

1,1 ! R0
1,1 á(R0

1,1)! áR0
1,1

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)! áR0
1,1)

= R0
1,1 á({ ! } ! (R0

1,1)+ )
= R0

1,1 á(R0
1,1)!

= (R0
1,1)+

= { ! , b,c} +

= { b,c} !

"= (b+ c)! q1 q2
a a,b

b,c

q3
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Zwischenergebnis:

Folgende Familien sind identisch:

• DFA !

• NFA !

• REG!

• Die Menge der Sprachen, die sich durch einen
regul¬aren Ausdruck beschreiben lassen.

• !FA !

• GFA!

• Die Menge der Sprachen, die sich durch eine
einseitig lineare CFG generieren lassen.

Ausblick: 
verallgemeineter NFA
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verallgemeinerter •-FA!= !GFA
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Eingabe wird teil wort weise gelesen!

DeÞnition 12:

Sei ! ein Alphabet. Dann wird A := ( Q, ! , ! ! , S0, F ), mit:

! ! ! Q " (! ! ) " Q, bei |! ! | < # und S0 $ F ! Q

verallgemeinerter endlicher Automat (GFA) genannt.

(in Vossen/Witt wird nur S0 = { s0} betrachtet!)

Die Relation %wird nun an die ! ! -¬Uberg¬ange angepasst:

DeÞnition 13: (Achtung: kleinere Fehler im Buch! Welche?)

&v, w ' ! ! : (p, vw) %(q, w) () (p, v, q) ' ! ! .

L (A) := { w ' ! ! | (s0, w) %! (s, "), s0 ' S0, s ' F } .



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

GFA = REG
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Beweis:

SeiA := ( Q, ! , ! ! , S0, F ) ein GFA mit Kantenbeschriftungen aus
! ! .
Ein ¬aquivalenter "-FA B := ( Q, ! , ! ", S"

0, F
") mit Kantenbeschrif-

tung aus ! ! { "} , wird wie hier nur informal erkl ¬art:

Zu jeder Kante: konstruiere neue ZustŠnde und Kanten: 

wqi qj

qi w1
qi,1 qi,2 qi,3 qjw2 w3 wn

É

w!=!w1w2w3  … wnwobei

Satz 8:

Jeder GFA akzeptiert eine regul¬are Menge.
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AbkŸrzende Notationen
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Statt

schreiben wir abk¬urzend:

Zu beachten:

z1 z2v

u

w

z1 z2
u,v,w

z1 z2
a,b,c

z1 z2
abc

!



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

Endstand fŸr heute!
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Ausblick: regulŠre und andere 

kontextfreie Grammatiken!

Zwischenergebnis:

Folgende Familien sind identisch:

¥ DFA !

¥ NFA !

¥ REG!

¥ Die Menge der Sprachen, die sich durch einen
regul¬aren Ausdruck beschreiben lassen.

¥ ! ! FA !

¥ GFA!

¥ Die Menge der Sprachen, die sich durch eine
einseitig lineare CFG generieren lassen.


