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KonbPguration einesNFA

Zur Beschreibung der aktuellen Situation, in der sich ein NFA
bebndet, reicht der eingenommene Zustand alleine nicht aus:
Wichtig ist ebenso die noch zu verarbeitende Eingabe!

Debpnition 8:
Fur einen NFA A heiS§tk! Q" ! ' Konbguration gdw.
¥k=(p,w)mit w! !'" undp! Q:

¥ A bebndet sich im Zustand p und die noch zu verarbei-
tende Eingabe ist w.

¥ w = ! bedeutet, dass die Eingabe vollstandig gelesel
wurde.

tbergSnge zwischen Konbgurationen:




Folgekonbgurationen

DePnition 9:
SeiA =(Q,!,!,Sy,F) ein NFA, p,q! Q,a! ! und
w!l ',
Die Konbguration (g, w) ist genau dann eine FolgekonF
guration von (p, aw), wennq! !' (p, a). Wir notieren dies
durch:

(p.aw) * (q,w)

"! bezeichnet die reRexive, transitive Hille von ", d.h.:

klu! kg #H % kg:kln! k2&k2" k3

Damit kann die akzeptierte Sprache nun auch so debniert werden:

DebPnition 10:
SeiA =(Q,!,!, Sy, F) ein NFA, dann ist

LAA)=w! !''|"p! Sg:"q! F:(p,w)# (q,")}
«-FA
DePnition 11:
Ein endlicher Automat mit I-Oberg angen (!-FA ), ist ein
NFA A:=(Q,!,", Sy, F), mit:
QT (R Q.

!
Die Darstellung von " als Relation ist oft praktischer als die

wber eine Funktion

" (0 #{1D)$ N

Die Relation %wird nun an die !-Obergange angepasst:

Debnition 12:
&' ! #{}&u"' ! 1 (p,aw) %(q,w) 0  (p,w,q) " "

L(A) = {w"' ! |(s0,w) % (5,!),80" So,s' F}.




*-FA Squivalent zum NFA

Da jeder NFA offensichtlich ein «-FA ist, fehlt nur noch ein

Beweis fYr die Umkehrung!

Die Idee dazu ist, Pfade im <-FA durch geschicktes Zusammen-

ziehen der «-Kanten zu verkYrzen, so dass ein NFA entsteht:

~
* * * *
(@)@ (0)(D()+®)

Das Zustandsdiagramm eines NFA ist immer endlich, also
kann prinzipiell festgestelt werden, welche ZustSnde nur
mit «-Kanten von einander zu erreichen sind! Dieser
konstruktive Aspekt ist jedoch fYr einen Existenzbeweis
von untergeordneter Bedeutung!

*-FA Squivalent zum NFA

o@D @)




mathematische Beschreibung

Satz 4:

Zu jedem!-FA gibt es eineaquivalenten NFA ohne!-Obergange

Beweis:
SeiA =(Q,!,!, Sy, F) ein NFA, der "-Kanten besitzen kann.
Ein aquivalenter NFA B := (Q,! ,!*, S, F') ohne"-Kanten wird

wie folgt erklart:

1= {(zx, 2"zt Z (2 x, 2t L
(z,")$ (Z,") (inA)}

und F' := {p! Q|#q! F:(p.")$ (g,")}.

Eine mathematisch elegante Konstruktion der Menge
{(p.a) [(p,)!" (@)} " Q# Q

wird in den tbungen bearbetitet und efbzientere Methoden

in der Vorlesung AD ausfYhrlicher besprochen werden!

einige Abschlusseigenschaften vdREG

Satz 5:

Die Familie REG der regularen Sprachen ist
abgeschlossen gegeber folgenden Operationer

¥ Vereinigung

¥ Produkt

¥ Sternbildung

¥ Durchnittsbildung
¥ Komplement

¥ Homomorphismen




Bewelis zu Satz 5:rit ! -Kantern)

Produkt:

Vertauschen von End- mit nicht-
Komplementbildung: EndzustSnden imDFA ergibt einen DFA,
der das Komplement akzeptiert.

Durchschnitt: Folgt aus Komplementbildung und
Vereinigung.
Homomorphismen: ... wird spSter gezeigt ...

Sternbildung

Aus einem DFA, der die Sprache L akzeptiert,
wird mit obiger Konstruktion

(das Rote ist neu, das Lila wird entfernt)
ein «-FA, der die SpracheL* akzeptiert! Wir sehen spSter,
dass keine-FA andere Mengen akzeptiert als beliebige
NFA ohne «-Kanten.

10




Grenzen vVOnREG

¥ Machte man zeigen, dass eine Sprache nicht re-
gular ist, muss bewiesen werden, daskein DFA
diese Sprache akzeptiert!

¥ Wichtiges Hilfsmittel ist das sogenannte Pumping-
Lemma oderdlvw-TheoremO.

¥ Estri! t eine Aussagedber den Aufbau langer Warter
aus einer reguaren Sprache.

¥ Kann man zeigen, dass ge@8 Pumping-Lemma Warter
in der Sprache enthalten sein massten, sie es aber
nicht sind, so wissen wir, dass die Sprache nicht re-
gular sein kann!
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Motivation: Pumping-Lemma

im DFA:

O~0~0~0 - O

—<\ C\ C\ C\ C: C\ C\ C\ -
n ZustSnde

Ein akzeptiertes Wort mit LSnge n muss auf seiner
Erfolgsrechnung mindestensn+1 ZustSnde besuten.
Dazu muss immer eine Stleife durchlaufen werden!

Dann wird ab er auch jedes Wort
der Form uv!'w akzeptiert.
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Pumping-Lemma (uvw-Theorem)

Satz 6:

Zu jeder regularen MengeR ! REG gibt es eine Zah
n! N, so dass jedes Wortz! R mit |z|" n
zerlegt werden kann in die Formz = uvw mit:

(i) |uv|# n
@) |vl" 1und
(i) {u{v}'{w}$ R

[ Was k3nnte n fYr Lt={ab, bba, abba}!"lREG sein? }

Beweis

¥ SeiA = (Q,!,!,q,F) ein DEA der R akzeptiert, d.h.:
L(A) = R.

¥ Wahlen ;= |Q|. Seinunz = X1X5...Xm ! Rymt m" n
und x; ! !, ein beliebiges Wort der Sprache.

¥ Die m +1 Zustande
G, O = (G, X1), G = Mg, X2), ooty On = TGy 1)
sind von qy aus erreichbar und werden auf diesem Erfolg
pfad far die Akzeptierung von z besucht.
Kurz: #1$i$ m:qg = ! (g, X1X2...X).

¥ Da maximal n $ m viele davon verschieden sein énnen
muss nach demSchubfachprinzip  spatestens mit den
(n + 1)-ten, ein Zustand in dieser Folge zweimal vorge
kommen sein.
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Beweis: Pumping-Lemma (2)
¥ FurO! i<j ! n gelte nun die Gleichheitg = ¢ .

¥ Dann bnden wir mit

U:=(X1X2...Xj) V= Q(iﬂ Xi+2 ...xj)und

W =(Xj 41 Xj +2 ...xm)gerade die verlangte Zerlegung vc
z, die (1) und (ii) erf wllt.

¥ Dass auch (i) gilt, sieht man leicht ein, denn mit g :=
I'(qgp, u) gilt doch
q=1d,")="(d,v)=!(qd,w) = ...
Also werden alle Werter der Form ua/' aw, fur jedesi " 0,
von A ebenfalls akzeptiert.
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Anwendungsbeispiel

¥ Wir wollen mit Hilfe des uvw-Theorems zeigen, dass di
SpracheDUP := {a"b" | n! N} nicht regular ist:

¥ Ware DUP regular, so gabe es eine Zahk ! N, fur die
die Folgerung desuvw-Theorems zutri! t.

¥ z:= akb’! DUP ist ein Wort mit |z| > k.

¥ Jede Zerlegungz = uvw mit |uv| " k bedeutetv = a™ fur
enm! Nmitl " m" k.

¥ Damit musste auch das Wortak! "B ein Element del
SpracheDUP sein, was nicht stimmit.

¥ Damit ist DUP ¥ REG nachgewiesen.
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hilfreiche Abschlusseigenschaften

¥ Eine oftmals sehr einfache Methode, von Mengen zi
zeigen, dass sie nicht regalr sind, ist die Verwen-
dung der Abschlusseigenschaften vVOoREG.

s

-

b Zunachst nimmt man an, die fragliche Menge
sei reguhr.

b Dann verwendet man Transformationen mit Ab-
schluss-Operatoren, um solche Sprachen zu e
halten, von denen man schon wei§, odemnf die
man vielleicht leichter zeigen kann, dass dies
nicht regular sind.

D Somit ist ein Widerspruch erzielt und die ur-
sprungliche Menge kann nicht reguar gewesen
sein.

¥ Varianten dieses Vorgehens ...
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Beispiel

¥ Wir zeigen, dass die Menge
C:={w! {a,B' ||wl, = |w[} nicht regular ist:

P SetzeD := C" {a}'{b}'. Mit C ! REG ware auct

D! REG, esist aberD = DUP = {a"b" | n! N}
bekanntlich nicht regular.

¥ Das uvw-Theorem ist nicht direkt benutzbar, um zu be-
weisen, dass die Sprache

L := {cfa'" | k,I,m! N: k=0 oderl=m}

: : —
nicht regular ist. warum nicht?

D Wir debPnieren nun die Menge

E:=L"{c{a} {b' ={ca"b |n! N}, die regular
ware, wennL dies ist.

(Dass E nicht regular ist zeigt man genauso leichi
wie die Nichtregularitat von DUP .)
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regulSre AusdrYcke (Wiederholung)

Debnition 11;

Die regul aren Ausdr ucke uber einem endlichen Alphabet!
sind debPniert durch:

1. ! ist ein regularer Ausdruck, der die (leere) MengeM, = !
beschreibt.

2. Furjedesa" ! ist aeinregularer Ausdruck, der die Mengt
M, := {a} beschreibt.

3. Sind A und B rationale Ausdrucke, welche die Menge
Ma und Mg beschreiben, dann sindinduktiv  folgende
rationalen Ausdrucke dePbniert:

¥ (A + B) beschreibt die MengeMa # Mg,
¥ (A aB) beschreibt die MengeM 5 aM g

¥ A" beschreibt die MengeM ,

¥ A* beschreibt die MengeM x

4. Nur die mit 1., 2. und 3. erzeugten Ausdmcke sind reguére
Ausdrucke.
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wo ist dase geblieben?

Das Symbol ! kam in Definition 11 nicht vor!
Wieso verlieren wir dadurch nichts an Ausdruckskraft?

Die Definition der Sternbildung war ja fiir beliebige Mengen

M ! I'! erklirt durch
r
M' = Mi, wobei Mg := {!} und

Damit ist nun
nl
= {1}

und das Symbol !, kann weiterhin fiir das leere Wort reserviert
bleiben!

20




weniger Klammern und Praxis

Regeln zur Klammerersparnis:

¥ unare Operatoren vor binaren (! vor aund +)

¥ Punkt vor Strich (&vor +)
L J

¥ grep und egrep auf Unix-Betriebssystemen und in Edito-
ren:

b Suche mit 6egu|aren AusdruckenO

¥ Gibt man z.B. den Befehl
egrep “Th...i.$ /usr/dict/duden

ein, so kannten folgende Warter gefunden und angezeic
werden:

Thermik Theorie Thespis
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Einfache Mengen sind regulSr:

N
¥ Die leere Mengeist regular.
~
¥ Die Menge!' = {!} ist regular.
~
¥ Die Menge{a} ist regular. . - ’

N

. alle
¥ ! ist regular. X xRf

¥ (Fur jede MengeM )ist M * lediglich eine abkurzende
Screibweisefur M aM ' .

¥(Fur jede MengeM Jist M & =1 aM =!.
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regulSre AusdrYcke beschreiben regulSre Menger

Beginnend mit den Automaten fYr die einfachen Mengen,
konstruiert man neue endl. Automaten entsprechend der
VerknYpfungen im regulSren Ausdruck!

Also ist jede Menge, die ein regulSrer Ausdruck beschreibt
tatsSchlich regulSr, weil diese von einem DFA (oder NFA)
akzeptiert wird!

Wir sahen eben, dass jeder regulSrer Ausdruck eine regulSre
Menge beschreibt

Aber kann auch jede regulSre Menge durch einen regulSren
Ausdruck beschrieben werden?

Satz 7:

Fur jedes Alphabet! gilt DFA, = Menge der durch regulare

Ausdrucke uber dem Alphabet! beschreibbaren Sprachen.

Plan des konstruktiven Beweises

Wir mussen also noch zeigen, dass es zu jedem DFA einen

gularen Ausdruck gibt, der die von ihm akzeptierte Sprache be
schreibt!

¥ Beweisidee: Wir stellen eine Rekursionsformel auf, di
zu jedem DFA eine endliche Mengendarstellung beschreik
mit der die akzeptierte Sprache durch endlich lubges An
wenden von! , aund " dargestellt wird.

P Konstruktion eines rationalen Ausdruckes #r einen
beliebigen DFA.

P Konstruktion funktioniert auch f ur NFA.
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KleeneOs Konstruktion

¥ SeiA=({q,...,h},!,!,q,F)ein DFA

¥ SeiwrO! k! nund1! i, j ! n:
8 h
S L Bl@w=g t (wEuvtug

RE = wl! !
’ : vV# """ I(g,u)= q)=% r ok

I1©

¥ R}fj enthalt alle W arter, die auf Pfaden vong nach
g wber die Menge{q, ..., o} von Zwischenzust anden
gelesen werden &nnen.

¥ InsbesondereR?, = {x " ! #{"}| !(g.,x) = g
oder(x=")$ (i =j)}
|
¥ Somit: L(A)= = R,
q'!F
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die Rekursionsformel

< {x1'(@,)=q oder(x=")! (i=])}, fallsk=0
Ri,' = . )
| R 1" R TARE D) &R falls k # 1.

¥ Induktions-Basis: Ri?j entspricht der Debnition

¥ Induktions-Schritt: Seik=m! O.

R korrekt " R{fj‘*l korrekt

b Kommt ¢+ nichtvor " w# R{} .
b Kommt g+ auf dem Pfad vor" Zerlegung:

Qi% Om +1 %1 Qm+1($z % Qm+1($l G
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Pfade im Automaten 1(z; statt q;)

27

Pfade im Automaten 2

- -
-
—
-
-

— o - -
— _ = = =

ZustSnde aus
{z,...,2Zn}
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Beweis (Forts.)

¥ Die Pfade mit den Wertern u, vy, Vo, ..., V,, W durchlaufen
nur Zustande der Menge{q1,...,0m}.

¥ O! ensichtlich gilt:

bul R, .1,
PDUi#i#r: vi! RD,, . und
Ppwl!l RN

m+1,j -
¥ Dies zeigt zurachst die Inklusion:

Rm+1 $ Rm %R|mm+1 a(Rm+1 m+1) aRm+1j

¥ Die Umkehrung dieser Inklusion ist leicht ersichtlich.
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Beispielkonstruktion

ohne ZwischenzustSnde:

11—{ b,c}
R(l),2:{a}
~ 0 _p0 _ p0 _ p0 _
b RY.=RY.=RY,=RY,=1
a 13 2.1 3.1 3,2
Rg,zz{}
,C
9,= {a,b}
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Beispielkonstruktion [mit Zwischenzustand ()]

R%,l = R(l),l! Rg.),l é-(Rg,l)! élR(1),1

q@a—

Beispielkonstruktion [mit Zwischenzustand ()]

/\Ausklammern!
Rii = Rl RLYAR?.) 4RY,
_ 0 : 4
Rija({!}! (Rcl),l)' aRcl),l)

q@""—
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Beispielkonstruktion [mit Zwischenzustand ()]

R%,l = R(l),l! Rg.),lé-(Rg,l)! élR(1),1
, | s

= R(1),1 a({'}! (R(l),l)' aRcl),l)
= Ry &{!1}! (RYDY)

q@a—

Beispielkonstruktion [mit Zwischenzustand ()]

R%,l = R(l),l! Rcl),l é-(Rg,l): é-R(l),l
= R(l),l a({'}! (Rcl),l)' é-Rcl),l)

RY, a{'}! (RY)*)
V4 '
= Rcl),l a(Rg,l)'

”‘@a—
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Beispielkonstruktion [mit Zwischenzustand ()]

R, RY, ! RY; &RY ;) &R?,
R? . a{!}! (RY))' &RY))
RY, a{'}! (RY)Y)
R? 1 &(RY )’

(R11)°

q%a—

Beispielkonstruktion [mit Zwischenzustand ()]

Ri, RY, ! Ry, &RY ) &aRY
RY &({!}! (RY,) &RY,)
RY &{'}! (RY ™)
RY , &RY,)'

(RY)F

{1,b,c} "

q@""—
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Beispielkonstruktion [mit Zwischenzustand ()]

1
Rl,l

R?1UR?; &RY,) &R?,
R(l),l a({'yu (R(l),l)! éR(l),l)
R(l),l a({'yu (R(1),1)+ )
R?,&(R7 ;)
(R?,)"
{!,b,c}"
{b,c}'

q%a—

Beispielkonstruktion [mit Zwischenzustand ()]

1
Rl,l

RS, 1 RS, &R 4RY,
RO, &{!}! (RY,)' 4RS )
RY,&{1}! (RO )")

RS, &(R? )

(R?,)"

{t,b,c}”

{b,c}’

(b+ o) q@""—
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Zwischenstand:

Zwischenergebnis:

Folgende Familien sind identisch:

-
[ ]

DFA,
NFA,
REG,

Die Menge der Sprachen, die sich durch eine
regularen Ausdruck beschreiben lassen.

'FA,

M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 39

verallgemeinerter«-FAE GFA

/7 Eingabe wird teil wort weise gelesen

Debnition 12:

Sei! ein Alphahey.

b1 Q" ()" Q, bei

verallgemeinerter endlicher Automat (GFA) genannt.

annwird A =(Q,!,!,Sp, F), mit:

l|<# und So$F! Q

(in Vossen/Witt wird nur

So = {so} betrachtet!)

Die Relation %wird nun an die !, -Obergange angepasst:

Debnition 13:

(Achtung: kleinere Fehler im Buch! Welche?

&,w' ' :(p,vw) %(q,w) (

(p,v,9 " Iy.
L(A) .= {w"' !'']|(so,W)% (s,"),S0' So,S' F}.

M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 40




GFA = REG

Satz 8:

Jeder GFA akzeptiert eine regulre Menge

Beweis:

Seid:=(Q,! ,!, S0, F)ein GFA mit Kantenbeschriftungen aus
L,

Ein aquivalenter"-FA B := (Q,! ,!", Sy, F') mit Kantenbeschrif-

tung aus! ! {"}, wird wie hier nur informal erkl art:

Zu jeder Kante: konstruiere neue ZustSnde und Kanten:

WObe| w!:!wlewg - Wy
w
(1) (1) (1)— & =(2)
wy Wo w3 Wnp,

a1

AbkYrzende Notationen

Statt
U™
@v@

w

schrelben wir abkurzend:

@O ®@

Zu beachten:

a,b,c @ abc
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Endstand fYr heute!

Zwischenergebnis:

Folgende Familien sind identisch:

¥ DFA,
¥ NFA,
¥ REG,

¥ Die Menge der Sprachen, die sich durch eine
regularen Ausdruck beschreiben lassen.

¥ FA,
¥ GFA,

¥ Die Menge der Sprachen, die sich durch eine
einseitig lineare CFG generieren lassen.

-1, SoSe 2008: 43




