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Grammatiken fYr natYrliche Sprache

¥ Bekannt ausder naturlichen Sprache: Grammatik
¥ Regeln zur Bildung von Satzen.

¥ Z.B. in der englischen Grammatik: Ein Satz besteht
aus einer Nomi nalphr ase gefolgt von einer Ver-
balphras e.

¥ Wic htig: die Reihenfolge der Satzbedandteile.




Noam Chomsky,!*7. Dez. 1928 E
Prof. f#r Linguistik am MIT.

2003 /i

(Er erm3glichte die SyntaxdePnition bekannter Programmiersprachen

Nl

englische Grammatik

ISatz" #$ !Nominalphrase"! Verbalphrase"
INominalphrase" #$ !Art ikel"'Nomen"
'Verbalphrase" #$ !Verb"! Objekt"
IObjekt" #% !'Nominalphrase"

TArt ikel" #$ _a | _the

INomen" #$ _woman | _.man | _book | _golf
'Verb" #3$ _reads| _plays | _buys

¥ 'Name" ist eine met alingui sti sche Variabl e.




J.W. Backus und P. Naur

John W. Backus,*3. Dez. 1924 E
IBM, 1977 Turing Preis, 1991 #&kzug aus der Welt der EDV

Peter Naur, 1*25. Okt. 1928 E
196908 Professor #r Datalogi an derUniv. Kopenhagen.

(Backusentwickelte Fortran und spSter eine der ersten funktionalen
Programmiersprachen, BNF-Darstellung kontextfreier Grammatiken, Naur
war an der Entwicklung von Algol 60 beteiligt. )

Die Backus-Naur Notation

Itype list " ;= !simple variable"|

I'simple variable", Itype list "

Isimple variable" ::= !variable idertipPer "
lvariable identibper " ::= lidentiber"
lidentiber" ;= !letter "|

lidentiber"! letter "|

lidentiber"! digit "

Idigit " ::= 0[1|2|3|4|5/6|7]8|9

lletter " ::= A|B|CID|E|F|GIH|I|I[K |L|M|
N|OIP[QIR|S|T|UIVIWI[X[Y|Z
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Wiederholung: kontextfreie Grammatik (CFG)

Debnition 14:

Eine kontextfreie Grammatik wird beschrieben durct
ein QuadrupelG=(! ,N,P,S) mit:

I ist ein mit N disjunktes endliches Alphabet vor
Terminalsymbolen  (auch: Terminalen).

N ist ein endliches Alphabet von Variablen (auch:
Nichtterminalen, Nonterminalen, metalinguistischen
Variablen, Hilfszeichen oder syntaktischen Katego
rien). NI I =",

P ist eine endliche Menge vonProduktionen oder
Regeln . Es gilt

P#NS$ (N % ).
S ist das Startsymbol und es gilt S &N.




Wiederholung: rechtslineare CFG

Debnition 15:
Eine CFG G :=(! ,N,P,S) heist:
Achtunpg:
Die efsten 2 rechtslinear gdw. P! N" I '(N #{!}),
DePnjtionen
entspfechenden  Jinkslinear gdw. P! N " (N #{I}! ",
verallyjemeinerten
Typ-3|Grammatiken linear gdw. P! N" I'(N#{!})!".
nach Yossen/Witt!
([ ¥Sr SS|AB,A!' AA|a B! BB |bist |
nicht linear.
¥SI" aA,A!" abA|aB,B " DbbB]| bist
rechtslinear.
¥S!" Ab,AI" Sb|B|!,BI" Bab]|! ist
linkslinear.
¥SI' aShS!" aj|b]|!istlinear. )
Wiederholung: Ableitungsrelation bei CFG
Debnition 16:

¥ Fur kontextfreie Grammatiken ist die einschrittigen Ablei-
tungsrelation :c!a debniert:

"u,v# (I $N) uslovo gdw. g, up # (N$! )
WA H#V %A & W#P: u=uAus( v=Uuwu;
¥ Es qilt stets w =(53 W.

¥u#(N$!), mitS =('!3 u nennt man Satzform .

Letztendlich interessant sind nur die Satzformenuber dem
Terminalalphabet:

¥L(G) = {w#!' |s:é w}.

¥ Mit ¢ sei die Familie aller kontextfreien Sprachen bezeich-
net (TYP2, oder kfS: bei Vossen/Witt).




Wiederholung: LSnge einer Ableitung

( N
¥ Als Ableitung der Langen eines Wortesw in ei-

ner CFG bezeichnen wir eineSequenzvon Wartern
Wo, W1, W2, ... Wy 1,WMIit Wg := Sundw = w,,
wobeil w; =é Witp far0O"™ i " n.

¥ Eine solche Abeitung schreiben wir laubg einfacl
als:S! wi! w,! ... wy! w

¥ S! aSa! abSbal abbaist Ableitung der L ange
3 mit den RegelnS # aSa| bSb|!.

Als graphische ReprSsentationen von Ableitungen
einer kontextfreien Grammatik benutzen wir oft
die Ybersichtlicheren AbleitungsbSume.

Das Beispiel Expression

Beispiel:

¥ SI" aSa]|bSb|! ist Kurzschreibweise der Regelmenc
P := {(S,aSa),(S,bSh,(S,!)} einer Grammatik G; :=
({a,b},{S},P,S).

¥ Programmiersprache:
S: Start. E: expression,l : identiber, C: condition

sr | =E;

I

Er (E)|!(E)|(E+E)|(E#E)|(E/E)|(E! E)|v
St Swhile (C){S};S|"

cr E>E

Er alb




Linksableitung im Detall

S | Swhile (C){S}:S
I while (C){S};S
' while (E > E){S};S
| while (a> E){S};S
| while (a> b){S}:S
I while (a> b){l = E;};S
I while (a> b){u=E;};S
I while (a> b){u= (E + E);};S
I while (a> b){u= (v+ E);};S
I while (a> b){u= (v+V);};S
I while (a> b){u= (v+ v);};

BSume in der Informatik: Morsecode

Ein Baum ist ein gerichteter, geordneter, zyklenfreier und
knotenmarkierter Graph mit einer Wur zel, die keiner
Vorgangerknoten besitzt.
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BSume in der Informatik: Strukturbaum

(Sajz)
| I ) " n
| I ' . " " n
(Nominalphrase) (Verbalphrase)
#
i s $
(Attri butphrase) (Verb) (Adverb)
# i $
# -5
j ektiv ri butphrase
(Adj ektiv YAttri butph )
(Substanti v )
bissige Hunde bellen laut

Ableitungsbaum einerCFG

DePnition 17: (Ableitungsbaum)

¥ SeiG :=(!,N,P,S) eine beliebigeCFG, dann wird
for jedes SymbolA! (N"! ) ein A-Ableitungsbaum
B (A) wie folgt erklart:

1. Jedes Blatt von B(A) ist mit einem Symbol
a! I " {!} in einem Kreis beschriftet.

2. Jeder Knoten von B (A), der kein Blatt ist, ist
mit einem SymbolH ! N, die Wurzel mit dem
Symbol A beschriftet.

3. Ein (innerer) Knoten ist mit dem Symbol H !
N beschriftet gdw. seine Nachfolgerknoten von
links nach rechts mit H{,H,, ..., H, beschrif-
tet sindund H # HiH,...H, eine Produk-
tion von G ist.




Einseitig lineare CFG erzeugt regulSre Menge

Satz 9:

Zu jeder rechtslinearen CFGG kann € ektiv ein aquiva-
lenter '-FA A mit L(G) = L(A) konstruiert werden.

Wir geben nur die Idee fYr die (einfache) Konstruktion:

~

Debniere Zustandsmeng® = {zx | X ! N}" {z.} einesNFA
mit einzigem Endzustand z..

Zur Produktion A # xB debniere Kante ¢a, X, 2g).
Zur Produktion A # x debPniere Kante @a, X, Z¢).

REG durch einseitig lineareCFG erzeugen

Satz 10:

Zu jeder regularen MengeL kann eine rechtslineareCF G
G, konstruiert werden mit L(G_) = L.

Wir geben auch hier nur die ldee der Konstruktion:

( N
Debniere NonterminalalphabetN := {H, | p! Q} ei-
ner rechtslinearen CFG mit Startsymbol H,,, wobei z
Startzustand des zu simulierendenDF A ist.

Zur Kante (p, X, q) debniere ProduktionHp "# xH 4.

Falls g Endzustand, dann noch die ProduktionH, "# X.




Dyck-Sprache
Beispiel (Dyck-Sprache)

¥ Betradite die KFG G; mit folgenden Produktion en:

SI" SS|aSb|!

¥ L(G;) ist die Dyc k-Sprac he D aller korrekt ge
klammerten Ausdrucke uber einem Klammerpaar.
¥ Zwei unterschiedliche Ableit ungsbaume fur aabh
<) )
(S) ® © (S)
ONONONCENCNONONO
@ 6 ® @ & ®
© @

mehrdeutige/eindeutigeCFG

Debnition 18: (Mehrdeutigkeit)

¥ Eine CFG G hei8t mehrdeutig (ambiguous gdw.
es Br mindestens ein Wortw ! L(G) zwei verschie
dene Ableitungsbaume gibt.
Andernfalls hei8t G eindeutig .

¥ Eine kontextfreie SpracheL ! @ hei8t eindeutig
(unambiguoug gdw. es eine eindeutigecCFG G mit
L = L(G) gibt. Andernfalls hei8t L mehrdeutig .

¥ Eine Ableitung in einer CFG hei8t Linksableitung
(bzw. Rechtsableitung ) gdw. in jedem Schritt der
Ableitung das ersetzte Zeichen das am weiteste
links (bzw. rechts) stehende Nonterminal ist.

(Ableitungsrelationen =" und =" )
|




Es gibt beweisbarmehrdeutige Sprachen

Ly = {a'bc|!ns,t" N : (r=5s)#(s=t)}
ist nicht eindeutig.

D. h. es gibt keine endeutige CFG, die L\ erzeugt

Welche Sprache erzeugt die Grammatik mit folgendenPro-
duktionen?

S !'" aB|bA
A I'" aS|bAA|a
B !" bS|aBB|b

{wl {a,b* | |wla= Wb}

=!I zurwck zur Grammatik mit den Produkti onen:

S "# aB|bA
A "# aS|bAA|a
B "# bS|aBB|b
¥ Jedeserzeugte Wort enthalt gleichviele aDswie bOs

¥ Alle Werter mit |w|, = |w]|, kennen erzeugt werden,
au8ereinem. ..

¥ | wird nicht erzeugt!

¥ Somit hat das kurzeste von G erzeugte Wort die
Lange 2.




Nutzlose Nonterminale

Debnition 19:

¥ Eine kontextfreie Grammatik G := (! ,N,P,S) hei8t ge-
nau dann reduziert , wenn gilt:

1. Jedes Nonterminal istprodyktiv , d.h.
LA™ V gilt #w " 1" : Azg W.

2. Jedes Nonterminal isterreichlbar . d.h.
LA™ V gilt #u,v" V' : S=§ UAV.

¥ Eine reduzierte Grammatik enthalt meglicherweise trotz
dem noch unretig viele Symbole!

reduzierte CFG

¥S!" AA!" B,B!" aBa|bBb]|!
iIst reduziert.

¥ Die Grammatik hat funf Regeln und drei Non-
termi nale.

¥ Die aquivalente Grammatik mit nur drei Regeln
S!" aSa|bSb|! benatigt nur ein Non terminal !

Zunadhst trot zdem ein Ergebnis zu der Existenz re-
duzierter Grammatiken:

Satz 11:
Zu jeder CFG G kann € ektiv eine aqui-
valente reduzierte CFG G' konstruiert
werden.




Konstruktion reduzierter CFG

Die Konstruktion bedeht aus zwei separaen Teilen:

¥ Teil 1 entfernt Symbole (und Produkti onen), sc
dassdanad alle verwendeten Nonterminale auf rei-
ne Terminalwerter abgdeitet werden kennen, d.h.
G enthalt danach nur noch produktive Nonterminal-

symhole.

¥ Teil 2 entfernt danach alle Symbole, die vom Start-
symbol aus nicht erreichbar sind.

¥ Die Reihenfolge der Anwendung dieser Schritt e ist
wichtig!

Das Verfahren (1)

Teil 1 der Konstruktion:
Zu gegebenerCFG G := (! ,N,P,S) debnieren wir Mengel
Mi ! N durch:

1. Mg :=1!

2. Misa = Mi ! {A" N |#w" M{ : A®6 w" P}.

3. Dadie MengeM; & N fur jedesi " N endlich ist, gibt es einen

Index k mit M = Mgz .
4. M enthalt dann 0" ensichtlich nur produktive Symbole.

5. Bilde neue CFG G mit L(G") = L(G) durch
G=(',V,P,S):=(! ,Mc' N,P"' (Mx( M}),S).




Das Verfahren (2)

Teil 2 der Konstruktion:

Es werden alle erreichbaren Symbole iiG' bestimmt:
1. Mo = {S'}.
2. Misg = M1 {B" N'|#A" M;#u,v" (N'I 1) :
A $6 uBv " P'}
3. Wieder gilt #k" N : My = Mg+ .
4. My ist die Menge aller erreichbaren Nonterminale in G'.

5. DebniereG" := (! *,N',P",S"), mit Produktionen, deren rech-
te und linke Seiten nur mit erreichbaren Nonterminalen gebildet
werden.

6. N" := My, P" = P'\{(Xx,y) | x &Mk"' y&My! 1Y

7. Die Menge ! "' der erreichbaren Terminalzeichen kann kleiner
werden.

Beispielanwendung (richtig und falsch)
¥ Gegeben'S" AB|!, Al a
¥ 1" 2

b B ist unproduktiv, S AB wird gestrichen.

b Das Nonterminal A ist nicht erreichbar, also wird
A" agestrichen.

b Resultat: SI' !
¥ 2" 1.

b Alle Nonterminale sind erreichbar, somit wird keines
gestrichen.

b B ist unproduktiv, S AB wird gestrichen.

b Resultat: S" !tund A!" a

¥ Beide Grammatiken erzeugen nur!. Die zweite ist nicht
reduziert!




Chomsky-Normalform (CFG)

¥ Esist manchmal unhandlich, viele megliche Gestal-
ten rechter Seiten von Regeln haben zu kennen.

¥ Auf den linken Seiten steht bel CFGs soviesoimmer
genauein Nonterminal.

¥ Normalformen helfen bei Konstr uktionenund Be-
weisen.

Debnition 20:

Eine CFG G = (!,V,P,S) ist in Chomsky-Normalform
(CNF) gdw. alle Produktionen in P von folgender Form sind:
A!" BC oderA!" afwr AB,C #V unda#!.

Greibach-Normalform (GNF)

Debnition 21:

EineCFG G :=(!,V,P,S)istin Greibach-Normalform  gdw.
P! N" ! aN'.

Normalformen sind nur sinnvoll, wenn sie &ir eine gemagenc
gro8e Menge von Grammatiken existieren.

Demn achst:
() Konstruktion einer CNF f ur beliebige CFG
(i) Eigenschaften der kontextfreien Sprachen

(i) Grenzen der kontextfreien Sprachen




Satz zur Greibach-Normalform

Satz 12:

Zu jeder CFG G kann e! ektiv eine dquivalente CFG
G' := (",N' P!, S") konstruiert werden,
fiir die folgendes gilt:

¥ Falls ! ¥ L(G), so ist G' in Greibach-Normalform.
¥ Gilt!'! L(G), soist S'"# ! einzige !-Produktion in P".

Die Produktionen in P'\{ S'#% 1} $ N'%(" aN" ) sind
in CNF. (S' nicht auf rechter Seite!)

Beweis:

Dieser wird hier weggelassen, siehe Vossen Witt, Satz 6.3 und
Seite 204!

Beispiele zu CNF und GNF

¥S!" SS|AB,A!" AA|a B!" BB |Dbist
in Chomsky-Normalform, aber nicht in Greibach-
Normalform.

¥S!" aA,A!l" aA | aB,B !'" DbB | bist
in Greibach-Normalform, jedoch nicht in Chomsky-
Normalform.

¥S!" aAbB,A!" aA|!,B!" DbB|! ist weder
in Greibadh- noch in Chomsky-Normalform.

¥ Wie sieht esmit S!" aA, aA !" aaA | abB,
bB!" bbB|baus?

Diese Grammatik ist nicht einmal kontextfr ei!

¥ S!" a|bist sowohl in CNF, als audh in GNF!




Satz zur Chomsky-Normalform

Satz 13:

Zu jeder CFG G kann € ektiv eine aquivalente CFG
G' = ("', V', P'S') konstruiert werden,
far die folgendes gilt:

¥ Falls! ¥ L(G), so ist G' in Chomsky-Normalform.

¥ Gilt '! L(G), soistS' "% ! einzige!-Produktion in P'.
Die Produktionenin P'\{ S'" 1} $ N'%(N'aN' &"")
sind in CNF. (S' nicht auf rechter Seite!)

Beweis:

In mehreren Schritten werdenaquivalente Grammatiken erstellt

Konstruktionsplan zur Chomsky-Normalform

Die Konstruktion erfolgt in sechs Sdrit ten:
. I-frei-machen
. Reduzieren
. Kettenregeln entfernen

1
2
3
4. Ersetzen langer Terminalregeln
5. Verkarzen zu langer Regdn

6

. Wiederherstellen der ursprunglichen Sprache durch
evtl. Hinzunahme einer !-Regel




Welche Nonterminale sind auf Epsilon ableitbar?
Bestimmung der auf! ableitbaren Nonterminale:

¥ Fur jedesA ! N entscheiden wir, 0bA =('; I gilt. Bestim-
men der MengeN, # N:

¥Mo:= {A! N|A®6 !'! P} und
Miss == {A! N |&w! M!: A®% w! P}' M,

¥ Es existiert ein Index k! N mit M = Mg+ und es is
N, := My die gesuchte Menge.

Ist ABC ! N undA,B ! N, sokann jedesderVarter ABC,BC, AC ,\
oder C aus ABC abgeleitet werden.

Das gleiche Ergebnis erzielt die Substitution! , durch folgende
Zuordnung:

A"#{A "}, B "#{B,"} und C "# {C}. Es gilt hier:
| (ABC) = {ABC,BC,AC,C }
.

1. Elimination von Epsilon-Produktionen (a)

Beispiel: ! -frei-machen

¥S!" ABC|AB,
A" aaaA |B,

BI!" bB|!,
C!" AC |BC
¥ Mo = {B}, M1 = {B,A}, und M3 = {B,A, S} ergibt
Vi = {S,A, B}.

¥ Anwenden der Substituti on aus der Konstrukti on:
S!" ABC|AB |AC |BC|C|A|B ]!,
A'!" aaaA |B |!|aaa,
B!" bB|!]|b
cC!™ AC|BC|C




Elimination von Epsilon-Produktionen (a)

Beispidl: !-frei-machen
e S!" ABC | AB,

Al" aaaA| B,
B!" bB\!,
c'!'" AC | BC
( )

e Lasden der !-Regeh:
S1" ABC|AB|AC |BC|C|A|B,
Al" aaaA | B | aaa,
B!" bB|b,
c!'" AC|BC|C

o Esgilt L(Gheu) = L(Gat) \ {!}.

SetzeGi1t= Gney UNd setze die Konstruktion mit G fort:
reduzieren von G1 zu G2 (kSnnte - sogar besser - auch
vorher erfolgen!)

2. reduziere die epsilon-frei€lCFG G1

¥ G; enthielt die Regdn S!'" ABC | AB | AC |
BC|C|A|B,

A!l" aaaA | B | aaa, faes
B | " bB | b, . - h\\Ch nUtZ\OS, a
Cl!" AC|BC|C C \istrets chwinden kann!

¥ A, B, und S sind produktiv:
S!'" AB |A|B,
A'!" aaaA |B | aaa,
B!" bB|b

¥ Nun sind alle Nonterminale auch noch erreichbar.
Also sind wir mit dem 2. Sdritt fertig.




3. Kettenregeln entfernen

¥ In G, kann es noch Produktionen der Form
Al B#N$ N geben.

¥ Wir debnieren die Relation% & N $ N mit: A % B gdw.
Al' B #P,.
¥ G3 ::(! ,N3,P3,S) mit N3 := N> und P3 = {A M W|
[
W#N; ' ( BI' w#P,' A% B}

¥ Das Startsymbol bleibt S, denn sollteL (G) = ) gelten, sc
war bereits P, = ).

¥ Die Gleichheit von L (G3) und L(G;) zeigt man auch leicht
formal.

dies am Beispiel:

¥S!" AB |A|B,
A!l" aaaA | B | aaa,
B!" bB|b

¥S# A,S# BundA# B

¥ S!" AB |aaaA |aaa|bB| b,
A!" aaaA|bB|Db|aaa,
B!" bB|b

¥ Somit sind alle Kettenr egeln beitigt!

Nun sind die rechten Seiten der Regeln
vielleicht noch zu lang...




4. Ersetzen langer Terminalregeln

¥ Terminalsymbole durfen in Chomsky-Normalform nur durch
Produktionen der Form A ' a generiert werden.

¥ In allen rechten Seiten, deren lange ge8er 1 ist, ersetzen
wir jedes Terminal a durch ein neues Nonterminal#a $

¥ Wir erweitern Pz zu P4 durch Hinzunahme der Produktio-
nen#a$! a.

¥ Wir erhalten so im vierten Schritt G4 = (! ,Ng4, P4, S).

¥SI' AB |#a$hasatA | Hasasas#bs | b
Al# aShsath |+hB | b|rasadhas
BI# b$B |b,

@sr a, ! b

5. VerkYrzen zu langer Regeln

¥ Es kann noch RegelnA '  w mit |w| > 2 geben.

¥ Neue Nonterminale# $fur jeden echten Pabxv der rech-
ten Seiten in P4 mit |v| % 2:

Gs = (' ,N5,P5,S) mit

Ng = {#$]||v| %28 =1&A " w( Ps:w=
vu} ) N4 und Ps =

{Al'# V|A!" wW%Ps: |w&3" w=vx"' X %Na}(
(S # uYy |[HUSAFS%(Ns\ Na)' y%Ns' v =uy}
(S xy |#FS%WNs\ Ng)' X,y %Ns' v=xy}(

(AT W[AT w%Ps' |w|) 2}

¥ Gg ist in Chomsky-Normalform!!

¥ L(Gs) = L(G), falls " { L(G) gilt.




Beispiel zum VerkYrzen

¥ S1" AB |#a$aSatA | tasashas| $HhB | b
Al" #a$aSAA | 1B | b| ashasas
B!" #9B |b,

Hms$!" a
H$!" b

¥ ...wird zu:
S!" AB | #a$a$astA | #HasadFas| #HhB | b,
Al" #HASHASASHA | HB | b| #HaSAaSHaS
B!" #3%B |b
#H$!'" a,
#H$!'" b,
#Ha SRS " #HASASHAS
#A S $P! " Habad

Wiederherstellen vone

¥ Im ersten Schritt wurde die MengeN, zur Ausgangsgram

matik G bestimmt.

¥ Dort konnte also die Frage 4 ! L(G)?0 auf die Frage
OS I N, ?0 reduziert, und damit entschieden werden.

¥ Giltalso ! ! L(G), so konstruieren wir Gg, indem wir zu
den Nonterminalen von Gs ein neues Startsymbol Sy,
sowie die neuen Produktionen

Sneu I# I Und {Sneu '# w | $S '# W ' P5}

zu Ps hinzufagen. (Nur erforderlich, wenn S in rechten

Seiten von Produktionen vorkommt!)

Am Beispiel: Es werden die RegelSpey # !, Speu '#  AB |
Y& P& & A | Y& P& 88&|YD&B | b hinzugetgt.




