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Grenzen der CFG?

¥ Wo sind die Grenzen von@ ?
¥ Was fur Abschlusseigenschaften ha@G ?
¥ Was fur Entscheidbarkeitsresultate kennen wir

¥ Gibt es ein Automatenmodell fur G ?

Zur Beantwortung der ersten Frage benotigen wir
Eigenschaften, die fur jede kontextfreie Sprache gelten
und fur formale Sprachen leicht falsifizierbar sind!

Einige Abschlusseigenschaften und Entscheidbarkeitsfragen
sind schon bekannt und auch die letzte Frage wird positiv
beantwortet werden!




Wie sehen Ableitungen aus?

¥ Eine kontextfreie Grammatik besitzt nur endlich vie-
le Nonterminale n.

¥ Ist in einem Ableitungsbaum ein Pfad langer als n,
so kommt ein Nonterminal doppelt vor.

¥ Daraus ergeben sich weitere Ableitungsbaume, die
ebenfalls zu Terminalwortern fithren!

¥ Ableitungsbdume von CNF-Grammatiken haben be-
sonders schone Eigenschaften.

gro8er Ableitungsbaum

g+1 Knoten auf

langstem Pfad

2¢ Bliitter




Ableitungsbaum mit Wiederholung

Wiederholung entfernen




Wiederholung sfter einsetzen

uvwxy-Theorem

Satz 14:

Fur jede kontextfreie SprachelL ! @ gibt es eine Zah
n! N,sodassjedesWorz! L mit [z| " n eine Zerleguny
z = uvwxy besitzt, fur die folgendes qilt:

(i) [vx|" 1
@) |vwx|# n
(i) $i" 0: uw'wx'y! L

¥ Mit dem uvwxy-Theorem, kann NICHT gezeigt werden
dass eine Sprache kontextfrei ist!!!




Anwendung desuvwxy-Theorems

¥ L:={a"p0'c" | n € N} ist nicht kontextfrei.

¥ AngenommenL ware kontextfrei, dann gabe es eirk € N
fur das die Folgerung aus denuvwxy-Theorem zutri! t.

¥ Wabhle z := akKbKcX.,

¥ Daz €L und |z] > k gelten, muss eine Aufspaltungz =
uvwxy mit [vwx| < k und |vx| > 1 existieren, so das
uv'wx'y e L far allei € N .

¥ Alle Aufspaltungen fuhren zum Widerspruch:

b v oder x enthalt aOs undOs
D v oder x enthalt bOs und:0s
D v oder x enhalt nur als, nubOs oder nucOs

noch eine Anwendung

Beispiel: {a"b"c"d™ |n,m! N}:

Seik die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Fur z := akp*t ckdk*1 gibt es keine Aufspaltung
z=uvwxy mit "i! N :uv'wx'y! L.

¥ jagig Bt cdk*t, d.h. vwx besteht nur ausaOs.
¥ gl gckd T, d.h. vwx besteht ausaOs undO:
¥ ak piyfectd“*t, d.h. vwx besteht nur ausbOs.

¥ ak picgdtt, d.h. vwx besteht ausbOs unctO:
¥ kbt gfg d***, d.h. vwx besteht nur auscOs.
¥ k! ¢fdiy d.h. vwx besteht auscOs undiO:

¥ akpk+t ok pl";1$ d.h. vwx besteht nur ausdOs.




Abschlusseigenschaften der Famili€f

+ Vereinigung

— Durchnittsbildung

— Komplement

+ Konkatenation (richtiger: Komplexprodukt)
+ Kleneeabschluss (4-Bildung/! -Bildung)

+ Homomorphismen

+ kontextfreie Substitutionen

Es gibt noch einige Abschlusseigenschaften mehr,
aber diese sind die Wichtigsten!

Im Einzelnen:

Satz 15:

Sind Li,L, ' @ so sind auch die SpracherLs = L1 " Loy,
Lg = L14l,, Ls:= L] und Lg:=L; kontextfrei.

Beweis:
SeienGi = (' i,Ni,Pi,Si),i ! {1, 2}, CFGOS mitLi = L(G|)

Gk = (! 1" ! 2,N1#Ny, Py, S¢), k! {3,4,5,6}, erzeugtL," Lo,
Lid&l,, L7 und L; mit passender Regelmeng®y:




fehlende Abschlusseigenschaften béif

¥ Die Familie der kontextf reien Sprachen ist nic ht ab-
geshlossn gegeuber folgenden Operatoren:
1. Durchschnittsbil dung
2. Komplementbildung
3. Bildung einer Mengendi! erenz

¥ Den Bew eis fahren wir indirekt:

DL;:={a"b |n! IN} wieauch
L, = {b"c™ | m! IN} sind kontextfrei .
D Lz:= L1&{c}' und L, := {a}' &, ist kontextfrei.
Dls:=Ls" Lsa={a’c" In! IN} ! G.Ls ist
aber nicht kontextfrei!  Dies
e 219t man ;g

¥ 2. und 3. folgen somit direkt! warum? Xy‘Theorem'

Entscheidbarkeit bei Cf

Satz 16:

Das spezielle Wortproblem  fur kontextfreie Sprachen ist ent-
scheidbar, d.h. es gibt ein Verfahren, das zu einer durch eil
CFG G spezibzierten Sprachd. = L(G) fur jedes beliebigew
feststellt, ob w! L qilt.

Beweisidee:

0O.B.d.A. liege G in GNF vor. Da in einer Ableitung S=l win jedem
Schritt ein weiteres Terminal erzeugt wird, brauchen nur die endlich
vielen Ableitungen der L ange |w| daraufhin wberpruft zu werden, ob
eine darunter ist, die das Wort w generiert.

¥ Das Verfahren benetigt exponentiellen  Aufwand!

¥ Dieses Entscheidungsverfahren desallgemeinen Wortpro-
blems erfordert zusatzlich die Konstruktion einer aquivalenten
GNF.

Das spezielle Wortproblem fir kontextfreie Sprachen kann auch mit polyno-
miellem zeitlichen Aufwand entschieden werden! Der Algorithmus von Cocke,
Younger und Kasami tut dies, steht aber weder im Sipser noch in Vossen/Witt.




Kellerautomat (informal)

e nur Lesen
Ell IN[G/A[B[E[WO[R|T| | | |
JLKT)  Lesenund
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|
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@ T ¢ ist Kellerboden-
LA Il symbol
Kellerautomat (formal)
DebpPnition 22:

¥ Ein nichtdeterministischer Kellerautomat
(PDA fur push down automator) ist ein Tupel
A=(Q',", " om,! , F), wobei gilt:
b Q ist endliche Menge von Zust anden |
b ! ist endliches Eingabealphabet
b " ist endliches Kelleralphabet

p1:Q! (! "{")! "# 2°'" ist die endliche
Zustands wberf whrungsfunktion

b o $ Q ist der Startzustand

D % $" ist das Kellerbodenzeichen oder Kellerstart-

symbol .
b F & Q ist die Menge der Endzust ande.




KonbPgurationen

¥ Wichtige Notation:  Der Kellerinhalt wird durch ein Wort
v! I'' so beschrieben, dass das oberste Zeichen des Kelle-
rinhaltes in v ganz am Anfang, d.h. links, steht.

¥ Beispiel: abald bedeutet, dassa das oberste und" das
unterste Zeichen im Keller ist.

¥ Konbgurationen sind Elemente ausQ# "' # ! .

¥ Zunachst eine weitereNotation: Zustandssberfuhrungen
werden als beschriftete Kanten im Zustandsébergangs)diagramn
gezeichnet. Far (zo,w) ! !(z1,u,V):

tbergangsrelation zwischen Konbgurationen

a,cl¢
Beispiel PDA: a.da

a,alaa b,a|s
a,¢tlac b,¢|e

¥ O! ensichtli che Frage:

D Was ist die akzeptierte Sprache eines PDA?
P ...dazu bendtigen wir folgende Begri! e:

I Rechnung/Erfolgsrechnung eines PDA

I Konfiguration eines PDA

| Uberfiithrungs- oder Transitionsrelation ei-
nes PDA




KonbPguration einesPDA

Ahnlich wie bei endlichen Automaten erkldren wir eine
Relation fur Konfigurationen und deren Ubergdnge.

Debnition 23:
Fur einen PDA K hei8tw! Q" ! *" "* Konbguration gdw.
¥w=(p,u,v)mitu! ' vl " undp! Q:

¥ K bebndet sich im Zustand p, die noch zu verarbeitende Ein-
gabe ist u und v ist der Kellerinhalt.

¥ v = | bedeutet, dass gar nichts, nicht einmal das Kellerboden-
zeichen, im Keller steht!

¥ Fallsv® !, dannist v! " &"', d.h., ganz links in v steht das
oberste Kellersymbol.

¥ Entsprechend bedeutet u = !, dass die Eingabe vollsiandig ge-
lesen wurde.

Die tberfYhrungsrelation beim PDA

Debnition 24:

Seienu,u’,v! ", w,w'! ""undz,Z'! Q.
Zwischen Konbgurationen eines KellerautomaterA wird die
Uberf uhrungsrelation (Rechenschritt-, Transitionsrelation)

"# (Q$" $!)S(QS" $!)

debniert durch:

(z,xu,yv) " (Z',u,y'V) gdw. (', y) ! 1(z,x,Y)

Wie ublich bezeichnet" " die reRexive, transitive Halle von "
und wir schreiben" 5, wenn andernfalls unklar ist, zu welchen
PDA diese Oberfahrungsrelation gelert.




Akzeptierten von WSrtern mit PDA

¥ Verwendet werden i.A. Bedingungen an die Konbguratio
eines Automaten.

¥ Zur Erinnerung: Bei endlichen Automaten musste
ein Endzustand erreicht werden.

¥ Beim Kellerautomaten haben wir zwei Maglichkeiten:

— Zustand der Steuerungskomponente
— Speicherzustand

¥ Dies fahrt zur Akzeptierung mit Endzustand und zur
Akzeptierung mit leerem Keller.

mit Endzustand akzeptierte Sprache

Debnition 25:

Dievomdem PDA A = (Q,! ,",!,qo,! ,F) mit Endzustand
akzeptierte Sprache L(A) (Bei Vossen/Witt mit Lg (A) be-
zeichnet) ist
! n
L(A) = w" ' [#p" F:# " " (pw!)$ (0#")

Beispiel: L(A)= {a"d™ |n,m" N %n & 1%n & m}

5 a,cl¢
a,aja

a,¢la¢ b,a|Z
a,alaa b,¢|Z

... for jedes gelesen® muss vorher eina gelesen worden sein!




Beispielrechnung

Start (z,aaabb! ) S a,¢|¢
a,ala @
" (z,aabb,d) ‘

" (z,abb,aa) a,tla¢ b,alZ
" (z,bb,aad ) a,alaa b,¢|Zz
¥ und hier blockiert der PDA.

¥ Eine weitere Rechnung &r aaabb
(z,aaabb) )" (z,aabb,& )" (z,abb,ad )" (z',bb,aad )"
(z',b,ad )" (Z',¢al )

Zwar ist der Keller nicht leer (er enthalt noch ! ), aber es
ist ein Endzustand erreicht! Folglich akzeptieren!

¥ Fuor aabbbexistiert keine Erfolgsrechnung.

mit leerem Keller akzeptierte Sprache

DebPnition 26:

Die vom nichtdeterministischen PDA A mit leerem Keller
akzeptierte Sprache L, (A) ist:
! mn

Li(4) = w! ' |"p! Q:(q,w,#)$ (p,e¢)

Beispiel: L;(A) = {a"b" | n! N,n %1} ...fur jedes geleser

a,ct|¢
a,ala

a,ajaa b,a|s
a,tla¢ b,¢|e

b muss vorher eina gelesen worden sein unddir jedes a muss
spater ein b folgen!




€quivalenz (wie Yblich)

Debnition 27:

Zwei Kellerautomaten A und B heiS8enaquivalent genau dann
wenn ihre mit Endzustand akzeptierten Sprachen gleich sinc
d.h. L(A) = L(B) qilt.

¥ Merke: DieserAquivalenzbegri! vergleicht nur PDAs, die
im Endzustand akzeptieren!

¥ Eine Verallgemeinerung ware aber natrlich meglich:

b bezglich der mit leerem Keller akzeptierten
Sprachen ([, (A) = Li(B))

b AnterdisziplinarO (L(A) = L(B))

Akzeptieren mit Endzustand oder mit leerem Keller?

Satz 17:
Es existiert zu jedem PDA A = (Q,! ,",4,p,! ,F) ein PDA
B:=(Q,!,"", ¢, Otart ,#,F') mit L(A)= L(B)= L(B).
Beweis:
Konstruiere PDA B := (Q',! ,"", 5", Gstart , # , { Gaccept }) Mit

¥ neuem Kellersymbol # , also ' := 1 | {#};

¥ neuen Zustanden Q' := Q! {Gktart , Gempty » Gaccept }

¥ ("#,00) # ' (Gstart ,", #) dnitialisierenO durch Darunterset-
zen des neuen Kellerbodens #.

¥ (", Cempty ) # !'(Qe,",")furallege # F &Pbergange zu dem
den Keller leerenden, Zustand Gempty 'O

¥ (", Cempty ) # !'(Cempty ,",@)fur allea # ! JCeller leeren bis
auf #£0

¥ (", Gaccept ) # ! (Gempy ,",#)  £Endzustand und leerer KellerlO




von der CFG zum PDA

Satz 18:

Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (! ,N, P, S) kann €" ek-
tiv ein Kellerautomat Ag = (Q,! ,#,!, ov,! ,F) konstruiert
werden, far den L, (Ag) = L(Ag) = L(G) qilt.

¥ Beweis: SeiG = (! ,N,P,S) eine CFG.

¥ Konstruiere Ag .= (Q,! ,#,!,q,! ,F) mit drei
Zustanden: Q := {q, th, &b}

¥#=N"1"{#}
a,ale fYrjedesa € X!
e, Alw FYralle Alshw € P

(@ ()

¥ und Kanten:

vom PDA zur CFG

Satz 19:
Fur jeden PDA A ist L(A) eine kontextfreie Sprache.

Hinweis zum Beweis:

SeiB = (Q,!,",!,q,! ,F) der zu A existierende PDA mit
L(A) = L,(B).

Mittels der sog. Tripelkonstruktion wird in Vossen/Witt eine
CFG konstruiert, die megliche Rechnungen des PDAB simu-
liert. Vorab wird der PDA B noch modibziert.

Wir folgen hier dem Beweis von Sipser, der ebenfalls zuerst d
PDA modibziert und dann eine CFG konstruiert:

( 1. der DFA B hat genau einen Endzustand,taccept - )

2. der Keller ist leer zu Beginn und geleert, wennQaccept €r-
reicht ist.

3. auf dem Keller wird stets entweder ein Symbol geschriebe
oder eines geadscht.

%




die Vorbereitung

1. der DFA B hat genau einen Endzustand Qaccept -
2. der Keller ist geleert, wennQuccept €rreicht ist.

( )
Beide Punkte sind durch die Konstruktion (Satz 17) von

B erfullt. Nur um zu erreichen, dass der Keller zu Beginn lee

ist, benatigt man einen extra Startzustand, der dann das Keller

bodenzeichen! ablegt und danach mit dem PDA aus Satz 1
\weiter macht.

J

3. auf dem Keller wird stets entweder ein Symbol geschriebe
oder eines gadscht.

( Fur solche Obergange, die zuerst ein Symboldschen un )

dann etwas Langeres auf den Keller schreiben, werden Zwische

zustande gebildet, die alle Phasen trennen und stets nur einzell

Symbole auf den Keller schreiben.

Ein Obergang, der den Keller unbeshrt | asst, bekommt auct

einen Zwischenzustand, und schreibt zuerst beliebiges Symb
| um es gleich darauf wieder zudschen.

Konstruktion einer CFG ausPDA

Der Kellerautomat startet mit leerem Keller und soll mit leerem Keller
enden. Wenn das erste Mal x auf den Keller kommt, muss es zum Schluss

wieder geloscht werden.

Der Fall, dass zwischendurch der Keller nie leer wurde, wird mit Regeln
der Art ApdS BAD, p,q,r,s3Q behandelt, wobei a das im ersten Schritt
von der Eingabe gelesene Symbol ist, und b das im letzten.

Fir die Falle, in denen der Keller zwischenzeitlich leer wird, sind folgende
Regeln zustdndig ApS AprArg, p,q.rRQ.

Konstruktion:

¥1p,qrs" Q'!lt" ! lab" " #{!}:
wenn (r,t) " "(p,a,!) und (q,!) " "(s,b,t), dann gehere
Apq $% aAsb zu den Regeln vonG.

¥1p,q,r" Qgehare Ayg 6 Ap A zu den Regeln vonG.
¥!p" Q gehare Ay, $ ! zu den Regeln vonG.

Fur eine detailliertere Begrundung siehe das Buch von Sipser!




