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DeÞnition 28:

¥ Eine KlasseL von formalen Sprachen wirdSprachfamilie
genannt, wenn folgende Bedingungen erf¬ullt sind:

1. L != " .

2. Es existiert ein abz¬ahlbar unendlichesAlphabet ! , so
dass f¬ur jede SpracheL # L ein endliches Alphabet
" $ ! existiert mit L $ " ! .

3. %L # L : L != " .

Die Klassealler Wortmengen ist keine Sprachfamilie, da
es f¬ur diese unendlich vielen Sprachen kein gemeinsames
endliches Alphabet " gibt.
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Die Sprachfamilie Cf :

¥ Korollar:

Folgende Aussagen sind¬aquivalent:

1. L ! Cf

2. L = L(A) f¬ur einen PDA A

3. L = L ! (A) f¬ur einen PDA A

¥ Was nun? Eigenschaften deterministischer Kellerautoma-
ten...

Aus den vorangegangene Eergebnisen wissen wir: 
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DeÞnition 29:

Ein Kellerautomat A = ( Q, ! , " , ! , q0, ! , F ) hei§t

• deterministisch , (Abk.: DPDA f ¬ur deterministic push-
down automaton, auch: DKA) genau dann, wenn die fol-
genden Bedingungen erf¬ullt sind:

1. |! (z, x, y)| " 1 f¬ur jedes
(z, x, y) # Q $ (! %{"}) $ " .

2. Falls ! (z, ", y) &= ' ,
so gilt ( x # ! : ! (z, x, y) = ' .

Eine SpracheL hei§t deterministisch kontextfrei, wenn es
einen DPDA A gibt mit L = L(A).
Mit detCf := {L(A) | A ein DPDA } werde die Familie
der deterministisch kontextfreien Sprachen bezeichnet.
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Beispiel:

Für M := { ambn | m, n ! IN : n " m} ist
min(M ) = { anbn | n ! IN } , denn es gibt für n > m mindestens
einen echten Präfix eines Wortes ambn, der wieder als Wort der
Menge M vorkommt. Also muss n = m gelten.

DeÞnition 30:

Eine SpracheL ! ! ! hei§t pr ¬aÞxfrei gdw.

" w # L : " v # ! ! : (wv # L) $ (v = ! ).

DeÞnition 31:

min(L ) := { w ! L | (w = uv " u ! L ) # (v = ! )}

bezeichnet denpr ¬aÞxfreien Anteil der SpracheL .
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Satz 20:

Eine deterministisch kontextfreie SpracheL ! detCf ist pr¬aÞx-
frei gdw. ein DPDA A existiert, mit L = L ! (A).

Beweisidee:
⇒ Ein DPDA für L kann kein Wort akzeptieren, nachdem ein End-

zustand verlassen wurde, weil L präfixfrei ist. Also: Hinzufügen
eines neuen Zustands, der den Keller leert und mit ! -Übergang
genau von den vormaligen Endzuständen erreichbar ist.

⇐ DPDAs können bei leerem Keller (auch ⊥ ist dort nicht!) keine
weiteren Bewegungen vornehmen!

Korrollar Die pr¬aÞxfreien deterministisch kontextfreien Spra-
chen bilden eine echte Teilfamilie der FamiliedetCf .

Beweis: Die Menge { a} ! { b} ! = { an bm | m, n ∈ IN } ist determini-

stisch kontextfrei, aber o! ensichtlich nicht präfixfrei.
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Satz 21:

F¬ur L ! detCf ist auch min(L ) ! detCf .

Beweisidee: Kanten aus Endzust¬anden entfernen.

Satz 22:

detCf " Reg # detCf , d.h., die Familie der deterministisch kon-
textfreien Sprachen ist gegen¬uber Durchschnittsbildung mit re-
gul¬aren Mengen abgeschlossen.

Beweisidee: sog. Produktautomat des DFA Õs f¬ur R mit endlicher
Kontrolle des DPDA Õs

! wird oben als Operator zwischen Sprachfamilien benutzt. Die
Bedeutung ist dann:

L ! K := { L " K | L # L und K # K} .
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Satz 23:

Die kontextfreie Sprache PAL := {wwrev | w ! {a, b}∗} ist
kontextfrei und eindeutig, aber nicht deterministisch.

Beweis:

¥ Eindeutigkeit: S −→ aSa | bSb| a | b | !

¥ Wäre nun PAL ∈ det Cf , dann wäre auch

K := PAL ∩
È
(ab)+ (ba)! (ab)! (ba)+ ∪ (ab)! (ba)+ (ab)+ (ba)!

Ð
∈

det Cf .

¥ Dann ist auch min(K ). deterministisch kontextfrei.

¥ Nun ist:
min(K ) = { (ab)m (ba)n (ab)n (ba)m | 0 ≤ n ≤ m}

¥ Diese Sprache ist nicht einmal mehr kontextfrei, wie man mit
dem uvwxy -Theorem zeigen kann.

¥ Also kann PAL selbst nicht deterministisch kontextfrei gewesen
sein.
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Satz 24:

detCf ist gegen Komplementbildung abgeschlossen, d.h.:
! L " ! ! , L # detCf : L := ! ! \ L # detCf .

Beweisidee: Endzust¬ande mit Nicht-Endzust ¬anden zu vertauschen
reicht hier nicht aus!
Gr¬unde f¬ur das Nicht-Akzeptieren einer Eingabe beim DPDA:

1. Die Rechnung bricht ab, weil der Keller leer ist.

2. Das Wort w wird mangels FolgekonÞguration nicht vollst ¬andig
gelesen.

3. Der DPDA ger ¬at in eine Endlosschleife, ohne weitere Symbole
von der Eingabe zu lesen.

4. Erfolgsrechnung, bei der der DPDA ohne weiteres Lesen der
Eingabe abwechselnd in End- und Nicht-Endzust ¬ande ger¬at.
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Zu 1: Neues Kellerbodenzeichen vor das alte setzen.

Zu 2: Einf ¬uhren einer Senke, in die bisher in anderen Zust¬anden nicht
deÞnierte FolgekonÞgurationen f¬uhren.

Zu 3: Zwei Unter-F ¬alle:

a): In der ! -Schleife wird der Keller nie k ¬urzer, aber ein End-
zustand kommt vor. Neuer Endzustand und Schleifenan-
fangskante dahin

Ó
umbiegenÒ, Keller leeren.

b): Falls die KonÞguration xq der Beginn einer ! -Schleife ist,
in der niemals ein Endzustand vorkommt: Keller leeren.

Fall 4: Zu kompliziert . . .
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L ! detCf

L{|c} ! detCf und pr¬aÞxfrei

jedeRechnung

jedesw|c hat genaueineErfolgsrechnung

L(G) = L{|c}

Linksableitung

genau ein Ableitungsbaum f¬ur w|c

aus G f¬ur L{|c} eindeutigfolgt G! f¬ur L eindeutig

TripelkonstruktionL{|c} = L ! (A) f¬ur DPDA A

Satz 25:

Jede Sprache ausdetCf ist eindeutig.
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Aufbau eines Compilers (1) :
(Lexikalische Analyse )

¥ Das Quellprogramm wird analysiert:

¥ Symbole einlesen, Leerzeichen unterdr¬ucken, Korrektheit
sprachinterner Schl¬usselw¬orter pr ¬ufen undToken ersetzten.

¥ Pointer zu weiteren Informationen (Wert , Tokentyp und
ASCII-Wert ) anlegen

¥ kontextabh¬angige (z.B. nicht deklarierte Variablen) und
syntaktische Fehler suchen.
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<statement>

<v ariable> <expression>

<identiÞer> <simple expression>

<term> <term>

<factor> <factor>

<v ariable>

<identiÞer>

<constant>

[i]

[i]

[:=]

[+]

[1]

Aufbau eines Compilers (2) :
(Syntaktische Analyse )

Einen Ableitungsbaum zu
der von der lexikalischen
Analyse erstellten Token-
Kette erzeugen.
Bsp.: |i | := |i | + |1|
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Aufbau eines Compilers (3) :
(Semantische Analyse und Codegenerierung )

¥ Synthese-Phase: es wird einabstrakter Syntaxbaum
aus dem Ableitungsbaum konstruiert

¥ ¬ahnlich der Baumdarstellung eines arithmetischen Aus-
drucks

¥
Ó
NormalisierungÒ
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Aufbau eines Compilers (4) :
(Codeoptimierung )

¥ Beispiel: Summe
Ó
+Ò mit zwei Operanden.

¥ Statt
Ó
+1Ò einen Befehl

Ó
incrementÒ verwenden.

¥ Vereinfachungen von einfachen Laufschleifen durch Split-
ten, Zusammenfassen, Abwickeln oder Herausziehen von
Anweisungen k¬onnen vorgenommen werden.

Eine einfach CFG fŸr ãExpressionÒ: 

E !" E + T | T

T !" T # F | F

F !" (E ) | i
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Kellerboden ↓
Kellerinhalt

i
F
T
E

+ E
i + E

F + E
T + E

∗ T + E
i ∗ T + E

F ∗ T + E
T + E

E

↓ Vorausschau
zu lesende Eingabe
i + i ∗ i Start

i + i ∗ i shift
+ i ∗ i shift
+ i ∗ i reduce
+ i ∗ i reduce
+ i ∗ i reduce
i ∗ i shift
∗ i shift
∗ i reduce
∗ i reduce *)
i shift

shift
reduce
reduce
reduce
accept
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E ! " E + T | T

T ! " T # F | F

F ! " (E ) | i

einfache LR(1)-Grammatik

einfache LL(1)-Grammatik

E !" TE!

E ! !" + TE! | !

T !" FT !

T ! !" # FT ! | !

F !" (E ) | i
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Kellerboden !

Kellerinhalt
E
E

T E !

F T ! E !

iT ! E !

T ! E !

T ! E !

E !

+ T E !

T E !

T E !

F T ! E !

iT ! E !

T ! E !

T ! E !

" F T ! E !

F T ! E !

F T ! E !

iT ! E !

T ! E !

E !

! Vorausschau

zu lesende Eingabe
i + i " i Start

i + i " i positioning
i + i " i expand
i + i " i expand
i + i " i expand

+ i " i reduce
+ i " i positioning
+ i " i expand (T ! #$ ! )
+ i " i expand

i " i reduce
i " i positioning
i " i expand
i " i expand

" i reduce
" i positioning
" i expand

i reduce
i positioning
i expand

reduce
reduce
accept
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LR-Parsing ist aus folgenden Gründen attraktiv:
¥ Jededeterminist ische kontext freie Sprache kann mit die-

sem Bottom -up Verfahren analysiert und ¬ubersetzt wer-
den

¥ Verfahren kann e! zient implement iert werden.

¥ Syntakti sche Fehler k¬onnen so fr¬uh wie m¬oglich erkannt
werden.

¥ Vi ele exist ierende Compiler-Generatoren bieten Hilfen
an, wenn eine Grammati k keine LR-Grammati k ist, Mehr-
deutigkeiten aufweist und daher ge¬andert werden muss.

¥ Die LR-Parsingmethode ist das am besten ausgebaute
Verfahren, und beinahe jede Programmiersprachensyn-
tax besitzt eine LR(k)-Grammati k.
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¥ Jede LR(k)-Grammatik ist eindeutig.

¥ Folgende drei Aussagen sind¬aquivalent:

1. L ist pr ¬aÞxfreie, deterministisch kontextfreie Sprache

2. L = L (G) f¬ur eine LR(0)-Grammatik

3. L = L ! (A) f¬ur einen DPDA A

¥ Folgende drei Aussagen sind¬aquivalent:

1. L ist deterministisch kontextfrei, d.h. L = L (A) f¬ur einen
DPDA A.

2. L = L (G) f¬ur eine LR(1)-Grammatik G.

3. L = L (G) f¬ur eine LR( k)-Grammatik G f¬ur ein k ! 1.

¥ Zu jedem k ! 1 gibt es eine kontextfreie Grammatik die LR( k)
aber nicht LR( k " 1) ist.
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DeÞnition 32:

Eine Typ 0 Grammatik wird beschrieben durch ein Quadrupel
G = ( ! , N, P, S) mit:

! ist ein endliches Alphabet vonTerminalsymbolen (auch:
Terminalen).

N ist ein mit ! disjunktes endliches Alphabet vonNonter-
minalen (auch: Nichtterminalen, Variablen, metalingui-
stischen Variablen, Hilfszeichen oder syntaktischen Kate-
gorien). N ! ! = " .

P ist eine endliche Menge vonProduktionen oder Regeln .
Es gilt

P # (N $ ! )! áN á(N $ ! )! %(N $ ! )! .

S ist das Startsymbol und es gilt S & N .
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¥ Als Nonterminale werden meistGro§buchstabenverwen-
det (A, B, C, . . . ).

¥ Als Terminale werden meist Kleinbuchstabenverwendet
(a, b, c, . . .).

¥ (v, w) ! P wird ¬ublicherweise alsv "# w geschrieben.

¥ Alternativen werden mit | abgek¬urzt.

¥ Die Mengen N und ! k¬onnen von den Regeln, d.h. der
MengeP abgelesen werden. Es reicht bei Einhalten dieser
Konventionen deshalb meist, dieRegelmenge und das
Startsymbol anzugeben.
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DeÞnition 33:

Die einschrittige Ableitung eines Wortesv aus einem Wortu
mittels der Produktionen einer Typ-0 Grammatik G wird notiert
als:

u =!
G

v

¥ Die Relation =!
G

" (N # ! )! $ (N # ! )! ist deÞniert durch:

u =!
G

v gdw. %u1, u2, wl, wr & (N # ! )! :

%wl '( wr & P : u = u1wlu2 ) v = u1wru2

¥ Als Ableitungsrelation wird die reßexive, transitive H¬ulle
der Relation =!

G
bezeichnet, die als

!=!
G

" (V # ! )! $ (V # ! )! geschrieben wird.
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Mit Typ-0 Grammatiken, kšnnen Sprachen erzeugt 
werden, die nicht mehr kontextfrei sind! Spezielle 
Varianten von Typ-0 Grammatiken sind zwar ebenfalls 
mŠchtiger als CFGÔs, aber doch weniger ausdrucksstark!

DeÞnition 34:

Sei G = ( ! , N, P, S) eine Typ-0 Grammatik. Die von G
generierte oder erzeugte Sprache ist:

L (G) := { w ! ! ! | S !="
G

w} .
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DeÞnition 35:

Sei G = ( ! , N, P, S) eine Typ-0 Grammatik. G hei§t: kontext-
sensitiv, monoton, oder vom Typ-1, wenn

1. S !" ! in P die einzige l¬oschende Produktion ist,

2. |wl| # |wr| f¬ur jede Regel (wl, wr) $ P \ { (S, ! )} gilt,

3. in keiner Regel (wl, wr) kommt S in wr vor.

Woran liegt es, dass jede kontextfreie Sprache immer 
auch kontextsensitiv ist?
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DeÞnition 36:

¥ Die Familie der kontextfreien Sprachen wird mit Cf be-
zeichnet.

¥ Die Familie der kontextsensitiven Sprachen wird mit Cs
bezeichnet.

¥ Die Familie der entscheidbaren Mengen wird mitRec be-
zeichnet.

¥ Die Familie der aufz¬ahlbaren Mengen wird mit Re bezeich-
net.

Partiell wird hier wiederholt:
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S2 kommt auch rechts 

vor und erzeugt •!!: 

erlaubt oder schlimm?

SeienGi := ( { a, b, c} , { Si , A, B, C } , Pi , Si ) f¬ur i ! { 1, 2} Gram-
matiken mit:

P1 : P2 :

S1 "# aS1BC | aBC
CB "# BC
aB "# ab
bB "# bb
bC "# bc
cC "# cc

S2 "# AS2B | !
A "# a
B "# b

¥ Sind G1 und G2 kontextsensitiv?

¥ Falls nicht, sind L(G1) und L(G2) kontextsensitiv?

¥ L(G1) = { an bn cn | n ! IN , n $ 1} und L(G2) =?
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Satz 26:

Sind L 1, L 2 ! Cs kontextsensitive Sprachen, so auch die
SprachenL 1 " L 2, L 1 # L 2, ! ! \ L 1, L 1 áL 2, L +

1 und L !
1.

Beweis:

Es wurde on Szelepcs«enyi (1987) und Immerman gezeigt, dass
die Familie Cs gegen¬uber Komplementbildung abgeschlossen ist.
Daher folgt Durchschnittsabschluss direkt aus dem einfachen Be-
weis f¬ur die Vereinigung. Zur Konkatenation m¬ussen zun¬achst
disjunkte Gesamtalphabete genutzt werden, damit an der Naht-
stelle keine Produktion in einer falschen H¬alfte etwas ver¬andern
kann. ¬Ahnlich umst ¬andlich wird es bei den Kleneeabschl¬ussen.


