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Also:
FGI-1 Klausur am Di. 22.07. ab 13:00-16:00 ESA A und B
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Folgende Beziehungen wollen wir zeigen:

Familie der regul ¬aren Mengen

!/ Familie der kontextfreien Mengen

!/ Familie der kontextsensitiven Mengen

!/ Familie der entscheidbaren Mengen

!/ Familie der aufz ¬ahlbaren Mengen

!/ Familie der abz¬ahlbaren Mengen

"= Familie der ¬uberabz ¬ahlbaren Mengen

Existenz ¬uberabz¬ahlbarer Mengen ist bekannt.
(z.B. aus Diagonalbeweis).
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DeÞnition AbzŠhlbarkeit
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DeÞnition 37:

Eine MengeM hei§t abz¬ahlbar genau dann, wenn sie entweder
endlich ist oder gleich m¬achtig zur Menge IN der nat¬urlichen
Zahlen.

Bemerkung:

F¬ur jede abz¬ahlbare MengeM gilt nach dieser DeÞnition
entweder
M = !
oder
es existiert eine surjektive Abbildung g : IN "# M auf die
MengeM , kurz g(IN ) = M .

Wir nennen g dann eine Abz ¬ahlung von M . Bei abz¬ahlbaren
unendlichen MengenM kann immer auch eine Bijektion zwi-
schenIN und M angegeben werden.
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Nachkommastellen der reellen Zahlen im Intervall [0, 1):
i 0 i 1 i 2 á á á i n á á á

r 0 i 0,0 i 0,1 i 0,2 á á á i 0,n á á á
r 1 i 1,0 i 1,1 i 1,2 á á á i 1,n á á á
r 2 i 2,0 i 2,1 i 2,2 á á á i 2,n á á á
...

...
...

...
. . .

...
...

r n i n, 0 i n, 1 i n, 2 á á á i n,n á á á
...

...
...

...
...

...
. . .

r d i 0,0 + 1 i 1,1 + 1 i 2,2 + 1 á á á i n,n + 1 á á á

W¬aren alle reellen Zahlen abz¬ahlbar, so auch die im Intervall
[0, 1). Da die Zahl

r d := 0 , (i 0,0 + 1)( i 1,1 + 1)( i 2,2 + 1) . . . (i n,n + 1) . . .

reell ist, m¬usste sie f¬ur ein n ! IN in der Aufz¬ahlung als eine Zahl
r n vorkommen. In der Diagonlen unterscheiden sich diese beide
Zahlen jedoch garantiert. (Addition von 1 geschehe modulo 10!)
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Es gilt unter der ¬ublichen linearen Ordnung der Symbole des
lateinischen Alphabetes folgende lexikographische Anordnung:

ABBI ! lex KLAUSUR ! lex PI ! lex UNI ! lex ZOO

DeÞnition 38:

Sei (! , ! ) ein mit ! linear geordnetes Alphabet, dann ist diele-
xikographische Erweiterung ! lex " ! ! # ! ! von ! deÞniert
durch:

1. ! ! lex w f¬ur alle w $ ! + .

2. %x, y $ ! %u, v $ ! ! : (xu ! lex yv) genau dann, wenn
!

(x ! y) oder
(x = y) und (u ! lex v)

& lex := ! lex ' Id ! ! nennen wir lexikographische Ordnung
auf ! ! .
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Die lexikographische Ordnung ! lex ist total, und besitzt kein
Supremum und keine maximalen Elemente!

Die Kette a ! lex aa ! lex aaa ! lex á á ákann unendlich fortge-
setzt werden und jedes Element der ebenfalls unendlichen Kette
b ! lex bb ! lex bbb ! lex á á áist bez¬uglich ! lex gr¬o§er als je-
des beliebige Elementai der ersten unendlichen, aufsteigenden
Kette. Diese Ordnung eignet sich nicht als Grundlage f¬ur eine
Abz¬ahlung aller W¬orter (falls |! | "= 1)!
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Lexikalische (oder kanonische) Ordnung
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DeÞnition 39:

Sei (! , ! ) ein mit ! linear geordnetes Alphabet, dann ist die
lexikalische Erweiterung ! lg ! lex von ! deÞniert durch:
w1 ! lg ! lex w2 gelte f¬ur beliebige W¬orter w1, w2 " ! " genau
dann, wenn

entweder: |w1| < |w2| , oder: |w1| = |w2| # w1 ! lex w2.

$ lg ! lex := ! lg ! lex %Id ! ! hei§t lexikalische Ordnung auf ! " .

In der Literatur wird die lexikalische Ordnung auf ! " manchmal
als kanonische Ordnungbezeichnet. In Vossen/Witt (Seite 248)
wird diese Ordnung benutzt, aber f¬alschlich als lexikographische
Ordnung bezeichnet!!



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

Íì ist in der lexikalischen Ordnung abzŠhlbar!

9

DeÞnition 40:

Die b-adische Darstellung benutzt die Symbole der Zi! ern-
mengeB := { 1, 2, . . . , b} . Ist b = 2, so spricht man von einer
dyadischen Zahlendarstellung.
Eine nat¬urliche Zahl n ! IN , n "= 0 wird zur Basis b = |B | durch
eine Folgeak ak! 1 á á áa0 von Symbolen ai ! { 1, . . . , b} notiert,
wenn

n =
k!

i =0

ai ábi

gilt. Wir notieren dann [ ak ak ! 1 á á áa0]b! adic = n.

Es gilt unter der ¬ublichen linearen Ordnung der Symbole des
lateinischen Alphabetes folgende lexikographische Anordnung:

PI ! lg ! lex UNI ! lg ! lex ZOO ! lg ! lex ABBI ! lg ! lex KLAUSUR
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b-nŠre Zahlen
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DeÞnition 41:

Die b-n¬are Darstellung benutzt die Symbole der Zi! ernmenge
B := { 0, 1, . . . , b} . Ist b = 2, so spricht man von einer bin ¬aren
Zahlendarstellung.
Eine nat¬urliche Zahl n ! IN , n "= 0 wird zur Basis b = |B | durch
eine Folgeak ak! 1 á á áa0 von Symbolen ai ! { 1, . . . , b} notiert,
wenn

n =
k!

i =0

ai ábi

gilt. Wir notieren dann [ ak ak ! 1 á á áa0]b = n.
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F¬ur das Alphabet ! := { x1, x2, . . . , xb} kann die b-adische Dar-
stellung benutzt werden, indem einem Wort w = xi 1 xi 2 á á áxi m

mit xi j ! ! die Zahl [i 1i 2 á á ái m ]b! adic zugeordnet wird.

Satz 27:

Das Wort w ! ! ! , welches in der lexikalischen Ordnung" lg " lex

zu einem geordneten Alphabet ({ x1, x2, . . . , xb} , " ) an n-ter Stel-
le steht ist auch dasn-te Wort in der |! |-adischen Abz¬ahlung
von ! ! !
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i g(i ) 0 1 2 3 á á á n á á á
0 g(0) f 0(0) f 0(1) f 0(2) f 0(3) á á á f 0(n) á á á
1 g(1) f 1(0) f 1(1) f 1(2) f 1(3) á á á f 1(n) á á á
2 g(2) f 2(0) f 2(1) f 2(2) f 2(3) á á á f 2(n) á á á
3 g(3) f 3(0) f 3(1) f 3(2) f 3(3) á á á f 3(n) á á á
...

...
...

...
...

...
. . .

... á á á
n g(n) f n (0) f n (1) f n (2) f n (3) á á á f n (n) á á á
...

...
...

...
...

... á á á
...

. . .

Fdiagonal := ! f 0(0) + 1 , f 1(1) + 1 , f 2(2) + 1 , f 3(3) + 1 , f 4(4) + 1 , . . .",

Wo ist die abzŠhlbare Folge Fdiagonal ?

Satz 28:

Die Menge aller abz¬ahlbar unendlichen Folgen
nat¬urlicher Zahlen ausIN ist nicht abz¬ahlbar.
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Im Theorem sind zwei Aussagen versteckt, die beide bewiesen
werden m¬ussen:

(a) Wenn M nicht endlich ist, so ist die Menge 2M aller Teil-
mengen vonM nicht abz¬ahlbar.

(b) Wenn M endliche Menge ist, so ist 2M abz¬ahlbar.

Zu (b):
F¬ur eine endliche MengeM hat die Potenzmenge vonM gerade
2|M | viele Elemente. Somit ist auch die Menge 2M endlich und
damit per DeÞnition abz¬ahlbar.

Satz 29:

Die Potenzmenge 2M einer abz¬ahlbaren Menge M ist genau
dann abz¬ahlbar, wenn M eine endliche Menge ist.
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zum Beweis von (a)
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Zu (a):
Sei M eine abz¬ahlbare unendliche Menge mit der surjektiven
Abbildung f : IN !" M zur Abz¬ahlung. F¬ur jedes i # IN
bezeichnet alsof (i ) eine bestimmtes Element vonM .

O.B.d.A. d ¬urfen wir annehmen, dass in dieser Abz¬ahlung von
M keines der Elemente doppelt auftritt, dass alsof sogar eine
Bijektion ist!

Falls nun die Potenzmenge 2M ebenfalls abz¬ahlbar ist, so gibt
es auch f¬ur diese Menge eine Abz¬ahlung g : IN !" 2M .

Wir deÞnieren die Diagonalmenge
D := { f (j ) | f (j ) /# g(j ), j # IN } .
O! ensichtlich ist D $ M und also D # 2M . Daher muss es eine
Zahl k # IN mit D = g(k) geben. Auf Grund der DeÞnition der
Menge D bedeutet dies nun aber, dassf (k) # D genau dann
gilt, wenn f (k) /# g(k), also genau dann, wennf (k) /# D gilt.
Also ein Widerspruch und 2M kann nicht abz¬ahlbar sein.
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Alan Mathison Turing (1912Ñ1954)

15

1952

Turing formulierte 1937 die jetzt 
nach ihm benannten Maschinen!

1931 1948
1946

1946
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16

Zustandq

q

q o

o o

o

a

a l l lih h

qÕ

qÕ

Speicher (Band)

endliche Kontrolle

Turing Maschine

Lese-/Schreibkopf

verschiebe den
Lese-/Schreibkopf
nach links

, L)

... ...

) = (( ,

,

,

Programm:
†bergangsfunktion!

!

Maschinen bezeichnen i.d. Regel deterministische  Automaten!
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Turingmaschine: Verhalten
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Zustand
q

q

q o

o o

o

a

a

a

l l lih h

qÕ

qÕ qÕ

Speicher (Band)

endliche Kontrolle

Turing Maschine

Lese-/Schreibkopf

verschiebe den
Lese-/Schreibkopf
nach links

, L)

... ...

) = (( ,

,

,

Programm:
†bergangsfunktion!

!
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DeÞnition 42:

Eine deterministische Turing-Maschine (DTM) [( TA) bei
Vossen/Witt] wird beschrieben durch T := ( Q, ! , " , ! , q0, # , F ),
wobei:

¥ Q endliche Menge (Zust¬ande),

¥ " endliche Menge (Bandalphabet),

¥ ! endliche Menge (Eingabealphabet)
mit ! !/ " , und " " Q = #,

¥ # $ " \ ! (Symbol f¬ur das unbeschriebene Feld),

¥ q0 $ Q (Anfangs- oder Startzustand),

¥ F ! Q (Menge der Endzust¬ande),

¥ ! : (Q %" ) & (Q %" %{ l, r, ' } ) ( ¬Ubergangsfunktion.)



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

Eigenschaften einer DTM und Varianten
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¥ Die ¬Ubergangsfunkti on darf partiell sein
(d.h. sie darf DeÞnition sl¬ucken enthalten)!

¥ Folgezust¬ande/FolgekonÞgurationen sind eindeutig
bestimmt.

¥ Es gibt genaueinen Startzu stand.

Es gibt Varianten, die sich bzgl. der Berechenbarkeit als
¬aquivalent erweisen:

¥ einseitig unendlichesBand

¥ beidseiti g unendlichesBand

¥ mehrere Ar beitsb¬ander
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Zustand 0 1 X Y #
q0 (X, q1, r ) Ñ Ñ ( Y, q3, r ) Ñ
q1 (0, q1, r ) (Y, q2, l ) Ñ ( Y, q1, r ) Ñ
q2 (0, q2, l ) Ñ ( X, q0, r ) (Y, q2, l ) Ñ
q3 Ñ Ñ Ñ ( Y, q3, r ) (# , q4, r )
q4 Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ

! ! ! E I N G A B E ! ! ! ! ! ! !

endliche Steuerung



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

. . .  in graphischer Darstellung
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ZustŠnde:

Startzustand:

EndzustŠnde:

x,y,BKanten: 

mit x,!y!ß!ý und B !ß!{ r, !l, !- }

q3

q2

0,0,l
Y,Y,l

Y,Y,r

q1

0,0,r
Y,Y,r

0,X,r

Y,Y,r

1,Y,l

X,X,r

#,#,rq0 q4

! ! ! E I N G A B E ! ! ! ! ! ! !

endliche Steuerung
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X 0 1 1 Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

q1

0 0 1 1 Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

q0

X 0 1 1 Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

q1

X 0 Y 1 Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

q2

X 0 Y 1 Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

q2

X 0 Y 1 Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

q0

q3

q2

0,0,l
Y,Y,l

Y,Y,r

q1

0,0,r
Y,Y,r

0,X,r

Y,Y,r

1,Y,l

X,X,r

#,#,rq0 q4
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Allgemein wird ein Systemzustand vollst¬andig beschrie-
ben durch:

¥ SpeziÞkation der Stru ktu r desSystems
(die DTM)

¥ Angabe des Systemzustandes
(der Zustand der endlichen Steuerung und die Kopf-
posit ion)

¥ Angabe des Speicherinhaltes
(die Bandinschrif t)

! KonÞguration einer DTM: (u, q, v) " ! ! # Q # ! !

Statt (u,q,v) schreiben wir uqv, was geht da Q!ÿ!̋ !=!º ist. 
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KonÞgurationsrelation
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DeÞnition 43:

w ! ! ! áQ á! + hei§t KonÞguration gdw.

¥ w = upv mit u ! ! ! , v ! ! + und p ! Q:

¥ T beÞndet sich im Zustand p, die Bandinschrift ist uv und der
Kopf steht auf dem ersten Zeichen von v.

¥ Falls v "= #, dann ist v ! ! ! á(! \ { # } ), d.h. ganz rechts in v
steht nicht das Symbol #. In jedem Fall sind rechts von v nur
noch #Õs auf dem Band.

¥ Entsprechend f¬ur u: (u "= ! ) =# (u ! (! \ { # } )! ! ), d.h. u
beginnt nicht mit # und links von u sind nur noch #Õs.
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KonÞgurationsrelation
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Wenn keine Unklarheiten entstehen, wird der Index T bei ! T

weggelassen!

DeÞnition 44:

¥ CONF (T ) bezeichnet die Menge aller KonÞguratio-
nen der Turing-Maschine T.

¥ F¬ur eine DTM T ist die Schrittrelation
! T " CONF (T ) # CONF (T ) erkl¬art durch:

w ! T w! gilt genau dann, wenn f¬ur w = uypxv mit
u, v $ ! " , x, y, z $ ! und p, q $ Q, folgendes gilt:

w! =

!
"

#

uqyzv, falls ! (p, x) = ( q, z, l)
uyzqv, falls ! (p, x) = ( q, z, r)
uyqzv, falls ! (p, x) = ( q, z,%)
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Erfolgsrechnung
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DeÞnition 45:

¥ Mit !!
T wird die reßexive, transitive H¬ulle von !T bezeich-

net.

¥ Folgen von KonÞgurationenk1, k2, k3, . . . , ki , ki +1 , . . . , die
in der Relation k1 ! k2 ! . . . ! ki ! ki +1 ! . . . stehen,
hei§enRechnungen .

¥ Endliche Rechnungenk1 ! k2 ! . . . ! kt hei§en Erfolgs-
rechnungen , wenn k1 ∈ { q0} á ! ! und kt ∈ ! ! áF á! !

ist.

In vielen BŸchern wird das lŠngere Symbol               
benutzt!

!
T ,

!
,
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Rechnungen
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Rechnungen kšnnen:

endlich sein oder niemals aufhšren.

! endliche Rechnungen sind akzeptierend, d.h letzter 
erreichter Zustand ist in F, oder

! nicht akzeptierend, d.h. verwerfend, wenn letzter 
erreichter Zustand nicht in F ist. 

! unendliche Rechnungen kšnnen unendlich viele 
verschiedene KonÞgurationen durchlaufen, oder

! eine letzte KonÞguration nie verlassen und unendlich 
oft durchlaufen (sie sind in einem Fangzustand!)

Wenn unendliche Rechnungen in einem Fangzustand als nicht 
akzeptierend gelten sollen, kann DTM konstruiert werden, die 
dann in einen Zustand geht, fŸr den keine FolgekonÞguration 
existiert! (FŸr Kreise gilt das nicht!) 
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DTM fŸr Addition von 1 (Nachfolgerfunktion)
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Tabelle gedreht:

Die Nachfolgerfunktion
f¬ur nat¬urliche Zahlen
wird beschrieben durch:
Succ(x) := x + 1.

F¬ur z.B. x = 1399 ist
Succ(x) = x + 1 = 1400.

! q0

. . . # 1 3 9 9 # . . .
Zellennummer 0 1 2 3 4 5 6

q0 q1 q2

0 q0, 0, r q2, 1, ! q2, 0, !
1 q0, 1, r q2, 2, ! q2, 1, !
2 q0, 2, r q2, 3, ! q2, 2, !
3 q0, 3, r q2, 4, ! q2, 3, !
4 q0, 4, r q2, 5, ! q2, 4, !
5 q0, 5, r q2, 6, ! q2, 5, !
6 q0, 6, r q2, 7, ! q2, 6, !
7 q0, 7, r q2, 8, ! q2, 7, !
8 q0, 8, r q2, 9, ! q2, 8, !
9 q0, 9, r q1, 0, l q2, 9, !
# q1, # , l q2, 1, ! q2, # , !



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

Arbeitsweise von Succ(1399) 
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Schritt 1 ! q0

. . . # 1 3 9 9 # . . .
Schritt 2 ! q0

. . . # 1 3 9 9 # . . .

Schritt 3 ! q0

. . . # 1 3 9 9 # . . .
! q0

. . . # 1 3 9 9 # . . .

! q0

. . . # 1 3 9 9 # . . .
! q1

. . . # 1 3 9 9 # . . .

! q1

. . . # 1 3 9 0 # . . .
! q1

. . . # 1 3 0 0 # . . .

! q2

. . . # 1 4 0 0 # . . .
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Turingmaschinen
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1. als deterministisches Berechnungsmodell fŸr Funktionen,

2. als deterministische AlgorithmenspeziÞkation

3. als akzeptierende Automaten

3.1. deterministisch

3.2.nichtdeterministisch

Turingmaschinen kšnnen angesehen werden:

Wir betrachten alle Aspekte und deren Zusammenhang 
(gegenseitige Simulation)
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Jede DTM ist spezielle NTM, aber i.A. nicht umgekehrt!

DeÞnition 46:

Ein Tupel M = ( Q, ! , " , ! , q0, # , F ) hei§t nichtdeterministi-
sche Turingmaschine (NTM ), wenn zu jedem Paar (p, y) !
Q " " eine endliche Zahl von¬Uberg¬angen m¬oglich ist:

! : Q " " #$ 2Q! ! ! { l,r, " }

oder als Relation notiert;

! % Q " " " Q " " " { l, r, # }

Alles andere, wie bei der DTM.

(Dabei bezeichnet 2A die Potenzmenge einer MengeA.)
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Nichtdeterminismus, nicht unbekannt

32

. . . zu einem Zustand q und einem Symbol x unter dem Kopf
kann es mehrere verschiedene M¬oglichkeiten f¬ur die FolgekonÞ-
guration geben.

. . . zum Beispiel: ! (q, A) = { (q!, A, R), (q!! , # , H )} f¬uhrt zu ver-
schiedenen erlaubten FolgekonÞgurationen, die wie beiDTM de-
Þniert sind!

q1

0,0,r

1,0,r

0,0,l

# ,!# ,!r

0,1,r

q2q0

M = ( { q0, q1, q2} , { 0, 1} , { 0, 1, # } , ! , q0, # , { q2} )
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von NTM akzeptierte Sprache
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DeÞnition 47:

1. Die von der NTM T akzeptierte Sprache ist:

L (T) := { w ! ! ! | " p ! F " u, v ! " ! : q0w !
T upv}

2. Eine von der NTM T akzeptierte Sprache wird vonT ent-
schieden , wenn alle Rechnungen derNTM endlich sind.

DeÞnition 48:

Die Familie der von NTM Õs akzeptierten Sprachen aus! ! wird
mit TA ! bezeichnet. D.h.,

TA ! := { L ! ! ! | L = L(T), wobei T eine NTM ist. }
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Weitere Modelle von Turingmaschinen
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Die sog. off-line k-Band TM (NTM oder DTM)
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Was verbindet Mengen, die von NTM akzeptiert werden mit 

AufzŠhlbarkeit ? 

Bisher deÞniert war nur, wann eine Menge abzŠhlbar  genannt 
wird! Eine MengeM hei§t abz¬ahlbar genau

dann, wenn M entweder endlich ist,
oder gleich m¬achtig zu IN .

DeÞnition 49:

Eine Menge L ! ! ! hei§t (rekursiv) aufz ¬ahlbar oder be-
weisbar genau dann, wenn
entweder L = " ist, oder eine totale Turing-berechenbare Funk-
tion g : IN # ! ! existiert, f ¬ur die g(IN ) = L ist.

Die Klasse aller aufz¬ahlbaren Mengenwird mit Re (recursively
enumerable sets) bezeichnet.
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DeÞnition 50:

Seien! und " Alphabete.

Eine partielle (Wort-)Funktion f : ! ! ! " ! hei§t Turing-
berechenbar oder partiell rekursiv genau dann, wenn es eine
DTM T = ( Q, ! , #, ! , q0, # , F ) gibt mit:

q0w !
T qev, f¬ur qe " F und v " " ! mit f (w) = v.

. . . der Funktionswert steht ab der Kopfposition auf dem Band
(abgesehen von nachfolgenden #Õs)!

Wenn die DTM T die Eingabe verwirft, oder nie anh¬alt, so soll
f (w) := # die UndeÞniertheit von f anzeigen.
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Satz 30:
Re =

!

! endl. Alphabet

TA !

Unsere DeÞnition von Rekursiv AufzŠhlbar  (Def. 49) steht so 
nicht im Buch von Vossen/Witt, 

ist aber wichtig! 
Speziell im Vergleich und wegen der €hnlichkeit mit den 

DeÞnitionen von AbzŠhlbarkeit und Entscheidbarkeit!

Die nachfolgende Beweisidee ist fŸr wirklich Interesssierte 
hier aufgenommen worden, aber kein Stoff fŸr die Klausur!  
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Beweisidee: L = L(M ) ! " TM Af , zur Berechnung von
f : IN # ! ! mit f (i ) $ L (M ) und f (IN ) = L(M ):

¥ Eingabe von Af sei eine bin¬ar codierte Zahl n.

¥ verwende Z¬ahler z, zu Beginn z = 0.

¥ Generiere sukzessive Paare aus (i, j ) $ IN 2.

¥ Simuliere M auf dem lexikalisch i -ten Wort wi .

¥ Falls M nach j Schritten h¬alt setzez := z+1. Wenn n = z
ist, schreibe wi als Ausgabe, sonst erzeuge n¬achstes Paar
(i, j ).

" TM Af , mit f (IN ) = L ! " TMM : L = L(M )

¥ Verwende Z¬ahler i , beginne mit i = 0.

¥ Berechne mt Af das Wort f (i ) $ L .

¥ Kontrolliere, ob f (i ) das Eingabewort w ist? Ja: akzep-
tiere! Nein: inkrementiere i .

M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

AbzŠhlung von Zahlenpaaren

40

DeÞnition 51:

Eine Funktion pair : IN ! IN "# IN , nennt man Paarfunktion
(pairing function ), wenn:

1. pair surjektiv ist und pair( i, j ) e! ektiv bestimmbar ist, und

2. zwei gleichfalls berechenbare Funktionen

! 1 : IN "# IN und ! 2 : IN "# IN existieren, f¬ur die:

! 1(pair( i, j )) = i , ! 2(pair( i, j )) = j und

pair( ! 1(k), ! 2(k)) = k gilt.
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F¬ur das k-te Tupel ( i, j ) gilt die Gleichung:

k = i +
i + j!

r =0

r

j
i 0 1 2 3 4 5 6 7 á á á
0 0 1 3 6 10 15 21 28 á á á
1 2 4 7 11 16 22 29 á á á
2 5 8 12 17 23 30 á á á
3 9 13 18 24 31 á á á
4 14 19 25 32 á á á
5 20 26 33 á á á
6 27 34 á á á
7 35 á á á
... á á á
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DeÞnition 52:

paar : IN ! IN "# IN sei deÞniert durch

paar(i, j ) := i +
(i + j )( i + j + 1)

2
= i +

!
i + j + 1

2

"

Mit dieser DeÞnition sehen wir, dass auch die Menge 
Ñ˛Ñ 

abzŠhlbar ist. 

Das kann nun iteriert werden, 
paar(i,j,k):= paar(paar (i,j),k) etc., so dass 

Ñk 

fŸr jedes k abzŠhlbar ist!

Bei Gšdelisierungen kommen wir darauf wieder zurŸck!


