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DeÞnition 50:

Seien ! und " Alphabete.

Eine partielle (Wort-)Funktion f : ! ! ! " ! heißt Turing-
berechenbar oder partiell rekursiv genau dann, wenn es eine
DTM T = (Q, ! , #, ! , q0, #, F ) gibt mit:

q0w !
T qev, für qe " F und v " " ! mit f (w) = v.

. . . der Funktionswert steht ab der Kopfposition auf dem Band
(abgesehen von nachfolgenden #’s)!

Wenn die DTM T die Eingabe verwirft, oder nie anhält, so soll
f (w) := # die Undefiniertheit von f anzeigen.

Zur Erinnerung: (Turing-)berechenbare Wortfunktionen: 
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Wie deÞnieren Vossen/Witt (Turing-)berechenbare Zahlenfunktionen? 

DeÞnition 53:

Seienr, s ! IN und r, s " 1.
Eine (partielle) Funktion f : INr # INs hei§t Turingberechenbar
oderpartiell rekursiv gdw. eine DTM T = ( Q, {| , 0} , ! , ! , q0, # , F )
existiert mit

q0|m 1 0|m 2 0. . . |m r !
T p|n 1 0|n 2 0 . . . |n s

mit p ! F , sowie

f (m1, m2, . . . , mr ) = ( n1, n2, . . . , ns)

gdw. der Funktionswert deÞniert ist.
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¥ f : IN → IN mit f (x) := x + 1 (Nachfolger)

¥ f : { 1} ! → { 0, 1} ! mit f (w) := v mit [w]1 = [v]2
(un¬ar −→ bin¬ar Konversion)

¥ f : IN 2 → IN mit f (x, y) := x + y (Summe)

¥ f : IN 2 → IN mit f (x, y) := x áy (Produkt)

¥ f : IN 2 → IN mit f (x, y) := xy

(Exponentiati on)

Die Darstellung der Zahlen (binŠr, unŠr oder dezimal) ist fŸr die 
Turingberechenbarkeit nicht von Bedeutung. Jedoch ist die unŠre 
Darstellung nach Vossen/Witt schlecht gewŠhlt, denn Sie kšnnen 

die Zahl 0 nicht eindeutig codieren! 
Besser ist die Ÿbliche Codierung von n durch |n+1 ! 
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Was ist das Besondere an der Ackermannfunktion?
1. Sie ist total, d.h., Ÿberall deÞniert
2. Sei ist eine der kompliziertesten Funktionen, denn:
3. Sie ist nicht primitiv rekursiv , d.h., man kann sie nicht mit 

Programmen berechnen, die ausschlie§lich ãfor-SchleifenÒ als 
Wiederholungsanweisung kennen, die sog. LOOP-

Programme!

DeÞnition 54:

Die Funktion ack : IN × IN → IN sei erkl¬art durch:

ack (x, y) :=

!
"#

"$

y + 1 , falls x = 0

ack (x − 1, y), falls x ≥ 1, y = 0

ack (x − 1, ack (x, y − 1)), falls x, y ≥ 1
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Diagonalisierungstechnik
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Existenz nicht berechenbarer Funktionen:

¥ DTM als endliche Zeichenkette darstellbar
! Mengealler DTM abz¬ahlbar.

¥ Ist die Menge aller Funktionen f : IN " { 0, 1}
abz¬ahlbar? (Annahme: JA! ! f 1, f 2, f 3, . . .)

¥ DeÞniere g : IN " { 0, 1} durch

g(x) :=
!

0 falls f x (x) = 1
1 falls f x (x) = 0

¥ Dann gilt: #n $ IN : g %= f n Widers pruc h!!!

Also mussesnicht berechenbare Funktion geben!
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Sei r ! IR mit 0 " r " 1 beliebig. DeÞniere Funkti on
fr : IN # IN durch:

fr(n) :=
!

1 falls n Pr¬aÞx des Nachkommateils von r ist,

0 sonst.

Die Menge{ fr | r ! ]0, 1[ , r ir rational } ist nicht abz¬ahlbar.

Die Mengealler Computerprogrammeist jedoch abz¬ahlbar,
weil jedes Programm in endlichem Text notiert .
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Turings che Thes e oder Ch urc hsche Thes e

Jede intu itiv berechenbare Funktion kann auch von einer
Turingmaschine berechnet werden kann.

Was intuitiv berechenbar ist kann nicht deÞniert werden!
Daher ist die Turingmaschine das Standardmodell mit dem 
Berechenbarkeit und der Algorithmusbegriff deÞniert wird!

Ein Algorithmus ist eine pr¬azise, das hei§t in einer festgeleg-
ten Sprache abgefasste endliche Beschreibung eines allgemeinen
Verfahrens unter Verwendung e! ektiv ausf¬uhrbarer, elementarer
Verarbeitungsschritte.
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Ein Algori thmus soll:

¥ schritt weise arbeiten (Diskr et heit ),

¥ nach jedem Schritt eindeutig bestimmen, was der
n¬achste Schri tt ist (Determi niertheit ),

¥ einfache Schri tte enthalten (Elemen tari t ¬at ).

¥ auf eine hinreichend gro§eKl assevon Instanzen an-
wendbar sein (Generali t ¬at ).

¥ sich mit endlichenMit teln beschreibenlassen(endli che
Beschr eibbar keit )

¥ nach endlichen vielenSchri tten zu einer L¬osung f¬uhren
(Konkl usivi t ¬at ). Dies ist nic ht notwendig, aber
oft erw¬unscht!
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Wir werden diese DeÞnition besonders bei der 
Berechnung und Bestimmung der KomplexitŠt 

von Algorithmen benštigen, welche durch 
Turingmaschinen ausgefŸhrt werden!

DeÞnition 55:

Bei der TM wird die Berechnungskomplexit¬at ¬uber ein einfaches
Kostenma§ deÞniert:

¥ Ein Schritt (KonÞgurations¬ubergang) kostet eineZeitein-
heit ;

¥ eine Bandzelle kostet einePlatzeinheit.
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Oft wird nur c!= !1 betrachtet, aber jeder LBA der 
allgemeineren DeÞnition lŠsst sich durch den 
spezielleren simulieren, siehe 2. Teil des Beweises!

DeÞnition 53:

• Ein linear beschr ¬ankter Automat (LBA ) ist eine NTM,
die bei beliebiger Eingabew auf dem Arbeitsband h¬ochstens
c · |w| Felder bis zur Akzeptierung besucht.

• c ! IR + ist eine Konstante, die nicht von w abh¬angt.

• Arbeitet die TM bei gleicher Beschr¬ankung ihres Arbeits-
bandes deterministisch, so wird der linear beschr¬ankte Au-
tomat mit DLBA abgek¬urzt.

DeÞnition 56:

• Ein linear beschr ¬ankter Automat (LBA ) ist eine NTM,
die bei beliebiger Eingabew auf dem Arbeitsband h¬ochstens
c · |w| Felder bis zur Akzeptierung besucht.

• c ∈ IR + ist eine Konstante, die nicht von w abh¬angt.

• Arbeitet die TM bei gleicher Beschr¬ankung ihres Arbeits-
bandes deterministisch, so wird der linear beschr¬ankte Au-
tomat mit DLBA abgek¬urzt.
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Die Familie der von
LBA Õs bzw. DLBA Õs
akzeptierten Sprachen
wird mit LBA bzw.
DLBA bezeichnet.

Satz 31:

LBA = Cs

<- dazu: Šquivalente Typ-1 Grammatik konstruieren!2. LBA ! Cs:
Gegeben ist ein LBA, d.h. eine TM, die mit c · |w| Platz aus-
kommt. Zunächst ”normieren“ wir den LBA auf maximalen Platz-
bedarf |w|.

Wir gehen etwas genauer vor, als Vossen/Witt, 
aber prinzipiell nach der selben Idee!

Beweis:

1. Cs ⊆ LBA :

Eine NTM kann auf einem zweiten Arbeitsband (Spur) die Ab-
leitung eines Wortes mit den Produktionen der Grammatik durch-
f¬uhren. Wird die Eingabel¬ange¬uberschritten: Abbruch.
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¥ F¬ur 0 ! c ! 1 ist nichts zu tun.

¥ Ansonsten. Vergr¬o§erung der Bandalphabets und
Blockbildung.

Ð Blockl¬anger " IN ;

Ð Bandbedarf nur noch c
r á |w|;

Ð F¬ur r := min( n " IN | n # c) sind das h¬ochstens
|w| Felder.
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x

y

$

q

1. Spur

2. Spur

3. Spur

4. Spur

Eingabesymbol

Bandsymbol

Anfang-/Ende-Marker
Zustand/Kopfposition

ErklŠrung der verwendeten Nonterminale:

Die Anfangs-Konfiguration q0w f¬ur ein beliebiges Wort
w ! ! ! wird aus S mit folgenden Regeln erzeugt:

S ! " A

2

6
6
4

x
x
|c
#

3

7
7
5 , A ! " A

2

6
6
4

x
x
#
#

3

7
7
5 und A ! "

2

6
6
4

x
x
e
q0

3

7
7
5 ,

f¬ur alle x ! ! .
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Linksschritt: F¬ur x1, x2, x3 ! ! , y1, y2 ! " und f¬ur
(q, z, l) ! ! (p, y), folgende Regeln inG:
2

6
6
4

x1

y1

#
#

3

7
7
5

2

6
6
4

x2

y
#
p

3

7
7
5 !"

2

6
6
4

x1

y1

#
q

3

7
7
5

2

6
6
4

x2

z
#
#

3

7
7
5 ,

2

6
6
4

x1

y1

e
#

3

7
7
5

2

6
6
4

x2

y
#
p

3

7
7
5 !"

2

6
6
4

x1

y1

e
q

3

7
7
5

2

6
6
4

x2

z
#
#

3

7
7
5

2

6
6
4

x1

y1

#
#

3

7
7
5

2

6
6
4

x2

y
|c
p

3

7
7
5 !"

2

6
6
4

x1

y1

#
q

3

7
7
5

2

6
6
4

x2

z
|c

#

3

7
7
5 ,

2

6
6
4

x1

y1

e
#

3

7
7
5

2

6
6
4

x2

y
|c
p

3

7
7
5 !"

2

6
6
4

x1

y1

e
q

3

7
7
5

2

6
6
4

x2

z
|c

#

3

7
7
5
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Rechtsschritt: F¬ur x1, x2, x3 ∈ ! , y1, y2 ∈ " und f¬ur
(q, z, r) ∈ ! (p, y), folgende Regeln inG:
2

6
6
4

x2

y
#
p

3

7
7
5

2

6
6
4

x3

y2

#
#

3

7
7
5 !"

2

6
6
4

x2

z
#
#

3

7
7
5

2

6
6
4

x3

y2

#
q

3

7
7
5 ,

2

6
6
4

x2

y
#
p

3

7
7
5

2

6
6
4

x3

y2

|c
#

3

7
7
5 !"

2

6
6
4

x2

z
#
#

3

7
7
5

2

6
6
4

x3

y2

|c
q

3

7
7
5

2

6
6
4

x2

y
e
p

3

7
7
5

2

6
6
4

x3

y2

#
#

3

7
7
5 !"

2

6
6
4

x2

z
e
#

3

7
7
5

2

6
6
4

x3

y2

#
q

3

7
7
5 ,

2

6
6
4

x2

y
e
p

3

7
7
5

2

6
6
4

x3

y2

|c
#

3

7
7
5 !"

2

6
6
4

x2

z
e
#

3

7
7
5

2

6
6
4

x3

y2

|c
q

3

7
7
5
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Bei Erreichen eines Endzustands des LBA m¬ussen alle Nonter-
minale in entsprechende Terminalsymbol¬uberf¬uhrt werden.

F¬ur alle x, z ! ! , y ! " und & ! { # , e , |c} folgende Regeln:
2

6
6
4

x
y
&
q

3

7
7
5 !" x falls q # F,

2

6
6
4

x
y
&
#

3

7
7
5 z !" xz, z

2

6
6
4

x
y
&
#

3

7
7
5 !" zx
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. . . leider steckt ein Fehler in diesem Satz von Regeln!

¥ Es k¬onnen nur W¬orter w mit |w| ! 2 generiert werden!

¥ Warum? |c und e sind keine echten Begrenzer!

¥ Abhilfe: alle W ¬orter bis zur L ¬ange 2 daraufhin untersuchen,
ob sie vom LBA akzeptiert werden!

Zus¬atzliche RegelnS "# x f¬ur diejenigen x $ { ! } %! , die dazugeh¬oren
m¬ussen! Warum ist x $ L (LBA ) entscheidbar?

• Es gibt nur endlich viele Rechnungenohne Schleifenf¬ur
ein Wort!
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Vorteile der LBA-Darstellung
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Mit den Produktionen kann ein terminales Wort erzeugt werden,
gdw. es eine Erfolgsrechnung f¬ur w im LBA mit |w| Speicherplatz
gibt.

¥ Mit Hilfe der Charakterisierungen von Sprachfamilien durch
Automaten, lassen sich h¬auÞg Abschlusseigenschaften leich-
ter beweisen als mit Grammatiken.

¥ Die Familie Cs = LBA ist gegen Durchschnittsbildung ab-
geschlossen.

¥ Beweisidee: Spurenbildung und Kombination der beiden
LBA Õs
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Satz 32:

Re = L0

Beweis:

1. L 0 ! Re:

Eine NTM kann auf einem zweien Arbeitsband (Spur) die
Ableitung eines Wortes mit den Produktionen der Gram-
matik durchf ¬uhren.

2. Re ! L 0:
Die Simulation eines LBA durch eine kontextsensitive
Grammatik kann abgewandelt werden für beliebige Ein-
band NTM ’s und erfordert Typ-0 Grammatik.
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DeÞnition 57:

Sei M ! C, dann ist die charakteristische Funktion von M
die auf ganzC deÞnierte Funktion ! M : C "# { 0, 1} mit

! M (x) :=
!

1 falls x $ M

0 sonst.

Unter Benutzung des IversonÕschen Pr¬adikates k¬onnte man auch
dies schreiben:

! M (x) := [ x $ M ].

charakteristische Funktion

21

Diese Funktion, gibt Auskunft Ÿber das Vorhandensein von Elementen 
in einer Menge:

Was ist das denn?
!
!2M

!
! = 2 |M |

Beweis: Es gibt genau 2|M | viele Bin¬arzahlen mit |M | vielen
Stellen. Jeder Stelle ist ein Elementm aus M zugeordnet und
enth¬alt 1 gdw. m ∈ M gilt.
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IversonÔsches PrŠdikat
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DeÞnition 59:

Ist p ein Pr¬adikat, so ist [p] (also das Pr¬adikat p in eckigen
Klammern), folgenderma§en deÞniert:

[p] :=
! 1 falls p wahr ist

0 falls p nicht wahr ist.

Bei spiel :

Es sind
Ó
3á2 = 6Òund

Ó
! = 3, 14Òzwei Pr¬adikate f¬ur die

gem¬a§ DeÞnition gilt:

1 = [3 á2 = 6] und 0 = [! = 3, 14]
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Es gibt viele Šquivalente DeÞnitionen dazu, wann eine Menge  
ãentscheidbarÒ genannt wird, diese ist oft die BasisdeÞnition: 

Daraus folgt, dass jede endliche Menge entscheidbar ist:
Die endliche Kontrolle der DTM ist im Wesentlichen ein DFA 
der die endliche Menge akzeptiert! Die DTM prŸft bei jeder 
Eingabe, ob diese in dieser endlichen Menge vorkommt. 

Wenn ja, so wird 1 ausgegeben, sonst 0.  

DeÞnition 58:

Eine MengeL ! ! ! hei§t (relativ zu ! ! )
entscheidbar oder rekursiv gdw. ihre charakteristische Funk-
tion ! L : ! ! " { 0, 1} berechenbar ist.

Die Klasse aller entscheidbaren Mengenwird mit Rec (recursive
sets) bezeichnet.
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RekursivitŠt von …è‡ = !cs
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Der Beweis ist am leichtesten 
mit Grammatiken zu fŸhren:

Satz 33:

Cs ! Rec

¥ F¬ur jedesL ! Cs und jedes Wort w ! ! ! kann entschieden
werden, obw ! L gilt.

Ð Es gibt endlich viele W¬orter v mit |v| " | w|.

Ð Es gibt eine kontextsensitive GrammatikG = ( ! , N, P, S)
mit L (G) = L .

Ð Keine Regel verk¬urzt die Satzform!

Ð Ohne Satzformwiederholungen gibt es nur endlich vie-
le Ableitungsschritte, bis die Satzform zu lang ist!!
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!cs "  ‘ec
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Satz 34:

Cs !/ Rec !/ Re

Diagonalbeweis:

¥ Die Menge der kontextsensitiven Grammatiken ist abzähl-
bar: G1, G2, . . .

¥ Sei f : { 0, 1} ∗ ! IN eine berechenbare Bijektion, mit:
f(w) = i gdw. w ist i-tes Wort in der lexikalischen Ord-
nung auf { 0, 1} ∗.

¥ Le := { w | w /" L(Gf (w ) )} ist entscheidbar!

¥ ABER: Le ist nicht kontextsensitiv!
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Beweisfortsetzung
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Annahme: ! n mit L (Gn ) = L e.

F¬ur das n-te Wort u der lexikalischen Aufz¬ahlung von { 0, 1} !

mit f (u) = n ergibt sich ein Widerspruch f¬ur beide m¬oglichen
F¬alle u " L e und u /" L e:

u " L e
="

(Def. von L e )u /" L (Gn ) ="
(Annahme)u /" L e.

Andererseits ergibt sich auch:

u /" L e
="

(Def. von L e )u " L(Gn ) ="
(Annahme)u " L e.
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Diese Menge H ist nicht entscheidbar, 
was wir im nŠchsten 

Vorlesungstermin zeigen werden!

DeÞnition 60:

Sei H :=
!

!A "! w " # { 0, 1} !
"
"
"

die TM A h¬alt bei Eingabe von w # ! ! an
#

.

Hierbei ist !A " eine Bin¬arzahlcodierung (genauer: Godelisie-
rung) der TM A.
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Hierarchie
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Folgende Beziehungen hatten wir bisher gezeigt:

Klasseder regul ¬aren M engen

! Klasseder kontextf r eien Mengen

! Klasseder kontextsens i tiv en M engen

!/ Klasseder entscheidbaren M engen

!/ Klasseder aufz ¬ahlbaren Mengen

!/ Klasseder abz¬ahlbaren Meng en

"= Klasseder ¬ub erabz¬ahlbaren Mengen

Existenz ¬uberabz¬ahlbarer Mengen ist bekannt.
(z.B. aus Diagonalbeweis).

Das 
kommt 
noch:
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Jede Typ-1 Grammatik 
ist zugleich vom Typ-0;

!
Jede Typ-2 Grammatik 
ohne e-Produktion ist 
zugleich vom Typ-1;

!
Jede Typ-3 Grammatik 
ist zugleich vom Typ-2;

Typ-3 = regulŠre Sprachen
(DFA, NFA, rationale AusdrŸcke, 

rechtslineare Grammatiken)

Typ-2 = kontextfreie Sprachen
(NPDA, CFG)

Typ-1 = kontextsensitive Sprachen
(NLBA, CSG, monotone 

Grammatiken) 

Typ-0 = rekursiv aufzŠhlbare Sprachen
(NTM, DTM, 

Phrasenstrukturgrammatik)

!

!

!

ist 
noch 

zu 
zeigen!


