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DeÞnition: rekursiv

Ist x Element der 
Menge L ?

x ß ê *

JA NEIN

Entscheidbarkeit/Beweisbarkeit
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DeÞnition: rekursiv aufzŠhlbar

Ist x Element der 
Menge L ?

x ß ê *

JA
Stopp

ohne 
Halten

oder
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einseitiges Turingband

a

endliche Kontrolle

Lese-/Schreibkopf

Arbeitsband

* kann nicht Ÿberschrieben werden
* kann nicht "nach links" überschritten werden

DTM mit linksseitig beschrŠnktem Band

KontrollzustŠnde !†bergangsfunktion
Programm:

ab ba$

Begrenzungssymbol ($)

...
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-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-1 -2 -3 -4 -5 -6

0 1 2 3 4 5 6

*

beidseitig / einseitig unendliches Arbeitsband

¥ DeÞnition 64:

Zwei Turingmaschinen A und B heißen genau dann ¬aqui-
valent , wenn sie die gleiche Sprache akzeptieren, d.h. L (A) =
L (B ) gilt.

¥ Satz 41:

Zu jeder DTM A mit beidseitig unendlichem Arbeitsband
gibt es eine äquivalente DTM B mit einseitig unendlichem
Arbeitsband und umgekehrt.

Beweisidee:

”Spuren
-bildung“
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Spurenbildung anschaulicher

b c c cb ba a a$ ...

...

b

b

ba

a b b a c

b a cc

c

c

c

a

a

...

-4

Arbeitsband der DTM

wird zerlegt in

linksseitig beschrŠnktes Arbeitsband

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

...

...

6



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

1-Band mit Spurenbildung oder gleich Mehrband

# # # A I B E I T E # # # # # # #

endliche      

Steuerung

$ E I N G A B E # # # # # # #

# # # 4 G # # $ B ¢ # # # # # # #

# # # A R B E I T # # # # # # # #

A U S G A B E # # # # # # # #

nur Lesen

nur Schreiben
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weitere Modelle

Ein Kellerautomat azeptiert nur kontextfreie Sprachen, aber 
mit zwei Kellerspeichern ausgestattet schon alle aufzählbaren 
Sprachen!
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endliche      
Steuerung

$ E I N G A B E # # # # # # #

nur Lesen

a
b
c
a

¢
a

b
a
a
c

¢
b
a
b

Zugriff nur oben
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TM-Simulation mit 2 Kellern
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a
b
c
a

¢
a

b
a
a
c

¢
b
a
b a

b
c

a

¢
a b

a
a

c

¢
b

a
b

¢ a a b c a c a a b b a b ¢

¢ a a b c a

c a a b b a b ¢

¢ a a b c a c a a b b a b ¢
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TM-Simulation mit 2 ZŠhlern
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Ein Zähler ist ein Keller, der nur ein einziges Kellersymbol 

enthält, aber dessen Leerheit festgestellt werden kann.

Also ist das Kellerbodenzeichen nur einmal und stets am 

Kellerboden vorhanden, sollte es noch ein zweites Symbol 

„zum Zählen“ geben! 

Es gibt deterministische und nichtdeterministische 

Zählerautomaten.

Satz 42:

Jede Turingmaschinen kann durch einen 2-Zählerautomaten
simuliert werden.
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NTM versus DTM

. . . ein kurzer R¬uckblick:

¥ SpracheL wird durch eine TM ( DTM oder NTM ) M ak-
zeptiert, gdw. nur W¬orter aus L eine Erfolgsrechnung auf
M haben.

¥ Funktion f wird von DTM M berechnet, gdw.M f¬ur je-
de Eingabe w in einer EndkonÞguration qef (w) h¬alt bzw.
nicht h¬alt, falls w !" Def(f ).

¥ Unterscheiden sich nun deterministische und nichtdetermi-
nistische Turingmaschinen prinzipiell in ihren M¬oglichkeiten?
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NTM durch DTM simulieren

Da jedeDTM auch eineNTM ist, bleibt nur noch zu zeigen, wie

eine beliebigeNTM A := ( Q, ! , " , ! , q0, # , F ) durch eine DTM

B := ( Q!, ! , " ! , ! B , q!
0, # , F !) simuliert werden kann.
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Satz 43:

Deterministische und nichtdeterministische Turingmaschinen sind
äquivalent, kurz:

NTM ! DTM
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Der KonÞgurationsbaum

k1á1á1á1

!! ""
k1á1á1

k1á1á1á2

k1á1

"
"

!
!

"
"!! ""!

!

k1

k1á2

k!

k2

k2á1!! """
"

!
!

k2á1á1 k2á1á2

"
"!! ""!

!

Die DTM B hat drei Arbeitsb ¬ander, wovon das erste die Ein-

gabe vonA enth¬alt und auf dem zweiten Band W¬orter w ! IN i

(in Punktschreibweise) in der lexikalischen Ordnung auf
!

i! 1
IN i

generiert werden.
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Beweis-Ende

Nach jeder auf dem zweiten Band erzeugten Numerierung

w ∈ IN i simuliert B die Rechnung vonA auf dem dritten Band,

indem sie die durchw vorgegebenen¬Uberf¬uhrungen vornimmt,

sofern dies in der TMA ¬uberhaupt m¬oglich ist. Erreicht B dabei

eine EndkonÞguration vonA, so akzeptiert B . Da jede endliche

Rechnung vonA auf diese Weise irgendwann einmal vorkommt,

wird von B nat¬urlich genau die SpracheL(A) akzeptiert.
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Wir betrachten nun noch die 

primitiv-rekursiven Funktionen 

und die 

µ-rekursiven Funktionen !

weitere BerechenbarkeitsdeÞnitionen
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Pr¬azisierungen des Begri! es Berechenbarkeit gab es, viele ver-

schiedene:! -DeÞnierbarkeit, berechenbare arithmetische Funk-

tionen, µ-rekursive Funktionen, Markov-Algorithmen, PostÕsche

Systeme und eben die Turing-Berechenbarkeit.
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primitiv-rekursive Funktionen (BasisÉ)
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DeÞnition 65:

Die Menge PR der primitiv-rekursiven Funktionen besteht aus

den folgenden Basisfunktionen und den sich daraus durch pri-

mitive Rekursion ergebenden Funktionen:

1. Basisfunktionen:

Basisfunktionen sind die folgenden Funktionen:

a) Nachfolgerfunktion: S : IN ! IN = { 0, 1, 2, . . .} mit

S(n) := n + 1.
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primitiv-rekursive Funktionen (BasisÉ)
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b) konstante Funktionen: Cr
q : IN r ! IN f¬ur r, q " IN

mit:

Cr
q (n1, n2, . . . , nr) := q

f¬ur alle r -Tupel (n1, n2, . . . , nr) " IN r. Die nullstellige

Konstante q " IN wird nun so ausgedr¬uckt: C0
q := q.

c) Projektionsfunktionen: Ur
i : IN r ! IN mit:

Ur
i (n1, n2, . . . , nr) := ni

f¬ur alle r -Tupel (n1, n2, . . . , nr) " IN r.
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primitiv-rekursive Funktionen (Substitution)
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2. Substitution:

Sind f : IN r ! IN und g1, g2, . . . , gr : IN m ! IN in PR ,

so ist auch die Funktion h : IN m ! IN mit

h(n1, n2, . . . , nm) := f (g1(n1, . . . , nm), . . . , gr(n1, . . . , nm))

in PR .
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primitiv-rekursive Funktionen (prim. Rekursion)
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3. primitive Rekursion:

Sind f : IN r ! IN und g : IN r +2 ! IN in PR , so ist auch

die folgende Funktion h : IN r +1 ! IN , die den folgenden

Rekursionsgleichungen gen¬ugt:

a) h(0, n1, n2, . . . , nr ) := f (n1, . . . , nr ),

b) h(S(n), n1, . . . , nr ) := g(n, h(n, n1, . . . , nr ), n1, . . . , nr ),

in PR .

Man sagt: Òh entsteht durch primitive Rekursion aus f

und gÓ.

4. Andere Funktionen sollen nicht zu PR geh¬oren.
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primitiv-rekursive Funktionen = Loop Programme
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Mit Programmiersprachen verglichen, entspricht die „primitive 

Rekursion“ einer sog. „for-Schleife“ oder „Loop“, deren 

Endebedingung vor deren Eintritt bekannt ist. und während 

ihres Ablaufs nicht geändert wird!

In Vossen/Witt sind das die „LOOP-Programme“

Dort werden auch „While“-Programme erklärt, die zur  

Schleifentermination ein Prädikat besitzen, dessen Wert sich 

während der Schleifendurchgänge ändern darf.

Solchen Programmen entsprechen die µ-rekursiven  Funktionen.
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Eigenschaften
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Jede primitiv-rekursive Funktion f ∈ PR ist eine totale Funk-

tion, d.h. sie ist überall definiert. Außerdem ist f (x) stets ein-

deutig bestimmt.

Auch die Ackermannfunktion ist total, 
jedoch nicht primitiv-rekursiv!

M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

Beispiele primitiver Rekursion
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Beispiele:

1. Addition in IN : Die Addition in IN ist durch die fol-

genden Rekursionsgleichungen deÞniert:add : IN 2 ! IN

mit

add (0, n) := U1
1 (n),

add (S(m), n) := g(m, add (m, n), n)

g(x, y, z) := S(U3
2 (x, y, z)) .

¬Ubliche Kurzform:

0 + n := n,

(m + 1) + n := ( m + n) + 1 .
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Beispiele primitiver Rekursion
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Beispiele:

2. Multiplikation in IN : Die Multiplikation in IN , mult :

IN 2 ! IN , ist definiert durch:

mult (0, n) := C1
0 (n),

mult (S(m), n) := g(m, mult (m, n), n)

g(x, y, z) := add(U3
2 (x, y, z), U3

3 (x, y, z)).

Kurzform:

0 án := 0,

(m + 1) án := m án + n.
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Beispiele primitiver Rekursion
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Beispiele:

3. Exponentialfunktion: exp(n) = 2n ist in PR -Darstellung:

exp(0) := S(C0
0 ),

exp(S(n)) := g(n, exp(n)),

g(x, y) := mult (C2
2 (x, y), U2

2 (x, y)).

oder alternativ auch

g(x, y) := mult (S(S(C0
0 )), U2

2 (x, y)).

Etwas einfacher, und durch abkürzende Schreibweisen auf

das Wesentliche verkürzt, kann diese primitive Rekursion

auch so dargestellt werden:

exp(0) := 1,

exp(n + 1) := 2 áexp(n).
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eine nicht primitiv-rekursive Funktion:
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DeÞnition 66:

Die Ackermann-Funktion ist deÞniert durch:

a) f (0, n) := n + 1,

b) f (m + 1 , 0) := f (m, 1),

c) f (m + 1 , n + 1) := f (m, f (m + 1 , n)).
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µ-rekursiven Funktionen
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DeÞnition 67:

Eine Funktion f hei§t µ-rekursiv (partiell-rekursiv ), wenn f

entweder

1. eine primitiv-rekursive Grundfunktion ist oder

2. durch Substitution aus µ-rekursiven Funktionen entsteht

oder

3. durch primitive Rekursion aus µ-rekursiven Funktionen

entsteht oder

4. durch Anwendung der Minimalisierung aus µ-rekursiven

Funktionen entsteht.
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der µ-Operator
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Sei f : IN n +1 ! IN eine beliebige partielle (im allgemeinen also

nicht totale) Funktion und ( x1, x2, . . . , xn ) ein beliebiges, festes

n-Tupel aus IN n . Dann betrachten wir die Folge von existieren-

den (!) Funktionswerten:
y0 := f (x1, x2, . . . , xn, 0),

y1 := f (x1, x2, . . . , xn, 1),
...

yk := f (x1, x2, . . . , xn, k),
...

Wenn dann f (x1, x2, . . . , xn , i ) f¬ur alle i mit 0 ! i < k deÞniert

ist, dann setzen wir:

! (x1, x2, . . . , xn ) := µy[f (x1, x2, . . . , xn , y) = 0] := k
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der µ-Operator (Forts.)
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Die Funktion ! (x1, x2, . . . , xn ) sei dann nicht deÞniert, wenn in

der Folge f (x1, x2, . . . , xn , i ), 0 ! i niemals der Wert 0 auftritt

oder wenn zwar f (x1, x2, . . . , xn , i ) = 0 erstmalig f ¬ur ein i zu-

tri ! t, aber f (x1, x2, . . . , xn , k) f¬ur ein k < i nicht deÞniert ist.

! ist eine arithmetische Funktion mit ! : IN n " IN und wir

sagen:! wird durch den µ-Operator angewandt auf f de-

Þniert oder ! entsteht aus f durch Minimalisierung .
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Zusammenfassung
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Satz 44:

Für eine n-stellige Zahlenfunktion f : IN n ! IN sind folgende

Aussagen äquivalent:

1. f ist durch eine 1-Band DTM berechenbar,

2. f ist durch eine k-band DTM berechenbar,

3. f ist µ-rekursiv (partiell-rekursiv),

4. f ist durch einen 2-Zählerautomaten berechenbar,

5. f ist durch einen 2-Kellerautomaten berechenbar,

6. f ist durch eine RAM berechenbar,

...

RAM kommt in FGI-2 dran!


