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Definition von Komplexitat

Welcher Aufwand an Rechenzeit und Speicherplatz ist erforderlich, um
ein gegebenes Problem zu I1Ssen?

Mvindestens benstigter Rechenaufwand sind untere Schranken
fYr ein Problem!

Beweise oft sehr schwer! Daher ging man in der
KomplexitStstheorie dazu Yber, verschiedene Probleme
miteinander zu vergleichen, um so wenigstens eine Aussage
Yber deren relative KomplexitSten zu bekommen.
KomplexitStsklassen statt Chomsky-Hierarchie!

YObere Schranke ist jeder bekannte Algorithmus.
[A Strukturelle KomplexitStstheorie

Dkonkrete KomplexitStstheorie (Konstruktion konkreter
Algorithmen)

DAIgorithmik (Analyse und Konstruktion guter Algorithmen)




Chomsky Hierarchie

(Typ 0 Sprachen = aufzShibare Mengen )

Typ-0

(Typ 1 = kontextsensitive Sprachen ) Grammatik,
Turingmaschine
(Typ 2 = kontextfreie Sprachen A (NTM/DTM)

onotone Granjmatl R
linear beschrSnkter
Automat (LBA)

(Typ 3 = regulSre Mengen )

kontextfreie Grammati
Kellerautomat (PDA)

regulSre Grammati
L ( endlicher Automat

L N\ (NFA/DFA)

Debnition aus FGI Vorlesung:

Eine endliche Rechnungk; — ky — ... Kk; hei8t
Erfolgsrechnung , wennk; € {q} - I und k; € T* - F - T"* gilt.

Es ist also erlaubt, dass auf k: eine weitere Konbguration folgt,
die Rechnung also noch weitergehen kSnnte!

For die DTM A = (Z,!,",!, 0, #,Zenqg) bezeichnetL(A) die von A
akzeptierte Sprache:

L(A):= {w! I'"

"u,v! gl Zeng © QoW H— ugv}

Auch hier kSnnte die Rechnung also noch weitergehen!

Eine (D)TM hSlt, wenn es bei der vorliegenden Bandinschrift keine
Folgekonbguration gibt!




Randbedingungen fiir Schranken

Platzbedarf wird gemessen in benutzten Bandfeldern,
Zettbedarf wird gemessen in Anzahl von Schritten!

¥ Wenn eine TM mit der Platzbeschrankung s(n) arbeitet,
dannist s(n) ! 1 fur jedesn " N, denn die TM muss sicl
wenigstens ein Feld auf dem Arbeitsband ansehen!

b TM arbeitet mit Platzbeschr  ankung s(n), wenn
sie maxX 1, s(n)}-platzbeschrankt ist.

¥ Es ist ebenfalls mtzlich anzunehmen, dass eine TM ih
re Eingabe stets vollsandig liest und ein weiteres Fel
vorruckt, um deren Ende festzustellen.

D TM arbeitet mit Zeitbeschr ankung t(n) , wenn
sie maXn +1,t(n)}-zeitbeschankt ist.

Wie definiert man Komplexitatsklassen?

e Zusammenfassenahnlicher Eingaben

b uber die Art des Problems (Semantik) ist in der Regel nur
sehr schwer eine Aussage zu machen

b Kategorisierung nach Lange des Eingabewortes

DePnition 68:
Seiens:R! R, t:R! R.Eine NTM T ist

e t-zeitbeschr ankt gdw. sie fur jedes akzeptierte  Eingabe-
wort der L ange n mit der Zeitbeschr ankung t(n) arbeitet, d.h.,
hechstens max('t(n)#, n + 1) viele Konbgurationen durchl auft.

e s-platzbeschr ankt genau dann, wenn sie &r jedes akzep-
tierte Eingabewort der Lange n mit der Platzbeschrankung
s(n) arbeitet, d.h., h achstens$s(n)%t 1 viele Konbgurationen
durchlauft.




wichtige Komplexititsklassen

Debnition 69:

P ist die Klasse der Sprachen (algorithmischen Probleme), di
man deterministisch in Polynomialzeit erkennen (lbsen) kann.

PSpaceist die Klasse der Sprachen (algorithmischen Probleme)
die man mit polynomiell viel Platz erkennen (lesen) kann.

e Obige Klassen sind unablangig vom verwendeten Modell
(DTM , Registermaschine, Programmiersprache, ...).
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Debnition 70

Firt,s: N ! N mit"n# N :t(n) $ n und s(n) $ log(n),

sowie K $ 1 sei:

DTimek(t) := {L %! *| es existiert eine k-Band DTM M mit L =L (M),
die auf allen Eingaben der Lange n nach hochstens
max(t(n),n + 1) Schritten halt.}

NTimeg(t) := {L %! *| es existiert eine k-Band NTM M mit L =L (M),
die auf allen Eingaben der Liange n und bei allen
Rechnungen nach héchstens max(t(n), n + 1)

Schritten halt.}
DSpaca(s) := {L %! ™| es existiert eine k-Band DTM M mit L =L(M ),
die auf allen Eingaben der Liange n héchstens

8(n)" + 1 Arbeitsbandfelder benotigt.}
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DePnition 71:

!

DTime (1) := DTimey (t)
k! 1
!

N Time (t) := N Timey (t)
k! 1
!

DSpace(s) := DSpace(s)
kl'1
!

N Space(s) := N Space(s)
ki1

Zusammenhang von Zeit- und Platzkomplexitit

¥ Eine TM, die t(n) Zeit (d.h. Schritte) zur Verfiigung hat,
kann nicht mehr als t(n) Bandzellen besuchen.

— Umgekehrt gilt dies nicht!
¥ Platz kann wiederverwendet werden, Zeit nicht!

¥ Kann man trotzdem eine maximale Rechenzeit in Abangig-
keit vom verbrauchten Platz angeben?

— Jal Idee: Sobald eine Konfiguration ein zweites Mal
besucht wird, befinden wir uns in einer Endlosschleife!

— Bleibt zu berechnen, wieviele verschiedene Konfi-
gurationen bei einer gegebenen Platzbeschriankung
moglich sind.




Anzahl der Konfigurationen

¥ Wovon hangt die Anzahl der maglichen unterschied-
lichen Konbguationen ab?
— maximal verbrauchter Platz

I Kopfpositionen auf den Arbeitsbandern
I Lange maglicher Bandinsdhriften

— Anzahl der Bandsymbole
I Permutationen von Bandsymbolen
— Langeder Eingabe
I Kopfpositionen auf dem Eingabeband

— Anzahl der Zustande in der endichen Steue-
rung

I aktueller Zustand einer Konbguration

Maximalzahl moglicher Konfigurationen

Eine KonbPguration hat die Schreibweisek = uqv.
Es gibt |Q| viele Zustande und |uv| + 1 = n + 1 verschiedens
Werte fur die Position des Symbolsq vor, hinter oder in der
Bandinschrift uv. Ist maximal s(n) Platz vorhanden, wird stets
luv| ! s(n) gelten. i jedem Feld ein Symbol'

Es gibt maximal |! | viele verschiedene Inschriften.

Insgesamt kann die DTM M also in s(n) Platz maximal

(n+1) 4c,S(M = 21082(n+1) g s(n) = (P9 10T (03T (M)

¢z og,(n+1)+ s(n)
Cy

viele Konbgurationen beim Akzeptieren durchlaufen.




Zeit versus Platz 1
O! ensichtlich gilt ja

DTime (f(n)) C DSpace(f(n)),

weil keine TM mehr Felder benutzen kann, als ihr Schritte zul
Verfagung stehen!

Tber den gerichteten Graphen aller Folgekonbgurationen, von
denen maximal s(n) viele zum Akzeptieren durchlaufen
werden mYssen erhalten wir auch fYr NSPACE ein Ergebnis:

Insgesamt gab es Cl09(n+1)+s(n) yiele KonPgurationen, die

YberprYft werden mYssen (und auch kSnnen)! Es folgt so:

N Space(s(n)) € DTime ~k'e9(n)+ s(n)

wichtige Folgerung

Azeptiert eine Turingmaschine eine Sprache L mit einer
Turing-berechenbaren ZeitbeschrSnkung t(n)
oder mit einer
PlatzbeschrSnkung s(n),
so ist L eine entscheidbare Menge!

Die Familen
P, NP, PSpace N PSpace
und ALLE Yber KomplexitStsbeschrSnkungen
debnierte Sprachfamilien sind Teil der Familie der
entscheidbaren Sprachen!
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Es gilt sogar:

NTime (f(n)) ! DSpace(f(n))

Beweisidee:

SeiM1eine k-NTM die L in f(n) Zeit akzeptiert. DTM M 2 erzeugt
eine der msglichen Konbgurationsfolgen derlNTM M als f(n) lange
Folge von natYrlichen Zahlen aus{0,1,...d}, den Adressen eines imag-
inSren Konbgurationsbaumes ¢ ist Maximalzahl von Verzweigungen
in einem Zustand). Das tberprYfen einer erzeugten Rechnung auf
Akzeptanz benstigt nur f(n) Zeit und Platz. Es mYssen expaentiell
viele Rechnungen YberprYft werden, was durch erneute Verwendung
des benutzten Platzes nicht mehr Platz braucht. Jede Zahlenfolge
kann in immer wieder genutztem Platz notiert werden, der maximal
cd(n) viele Felder enthSlt! (vergl. Simulation von NTM durch DTM)

Arten von Problemen

Je nach Aufgabenstdlung lassen sich verschiedene
Grundtypen von Problemen unterscheiden:

1. Entscheidungspr obleme

Suchpr oble me
Optim ierun gsprobleme

Abz ahlungsp roblem e

a & W Db

Anzahl problem e




Notation von Problemen

Darstellung von Problemen grundsStzlich so:

Gegeben: ! Angabe aller verwendbaren Eingabedaten.

Frage: ! Problemstellung mit geforderter Ausgabe.

Antwort: | Gewiinschte, erwartete Antwort(Moglichkeit)en. "

NICHT:
dHat die aussagenlogische Formel(x v (y * Ax)) eine erfYllende
Belegung?0

SONDERN:

aHat eine beliebig vorgegebene aussagenlogische Formel eine
erfYllende Belegung?0O

Probleminstanzen
In der Formulierung eines Problems kommen i.A. gewisse Para-

meter vor. Fiir die Bestimmung von
ggT(m,n)

sind dies m,n! N.
Werden alle vorkommenden Parameter durch konkrete Werte
ersetzt, so erhélt man eine konkrete Aufgabenstellung, eine In-
stanz des Problems.

Setzen wir in unserem Beispiel m = 125 und n = 35, so bedeutet
ggT (125, 35)

die konkrete Aufgabe, den grofiten gemeinsamen Teiler der bei-

den Zahlen 125 und 35, also 5, zu bestimmen




Problem losen versus Sprache akzeptieren

Problem Prim?

Gegeben:  Die Binardarstellung einer natarliche Zahl n !
N.

Gesucht: Ist n eine Primzahl?

Antwort: JA oder NEIN

Problem Prim? ist|Entscheidungsproblem d.h., Die Lasunger

kennen nur aus der Menge{ JA , NEIN } stammen.

Die zum Problem Prim? geharende Sprache \are:
! " #
Lorim = Ww! {0,1} "[w], ist Primzahl

Suchprobleme

...Zum Beispiel:

Gegeben: ungerichteter Graph
G =(V,E)mt E! V" V und Knoten

V1, V2 #V.
Gesucht: ein Weg vonv; hach v,
Antwort: Kantenfolge eines Pfadesder

AEs gibt keinen!O




Optimierungsprobleme

...zum Beispiel:

Gegeben: gerichteter, bewerteter Graph
G=(V,E)mit E! V" N" V und Knoten

Vi,Vo # V.
Gesucht: ein ganstigster Weg vonv; nach v,
Antwort: Kantenfolge eines Pfades (evtl. mit Kosten)

oder Es gibt keinen!O

Abzihlprobleme

...zumBeispiel :

Gegeben: endliche Menge von Objekten

Gesucht: alle binaren Suchlaume fur diese Objekte

Antwort: Aufzahlung der binaren Suchkaume

Gebiete konkreter Algorithmen und deren Programmierung
wird das Modul
dAlgorithmen und Datenstrukturen (AD)O
(Jjedes Wintersemester)
behandeln!




Notationsvarianten

In der Literatur wird bisweilen
TIME(t) anstelle von DTIME(t)
und
SPACE(s) anstelle von DSPACE(S)
notiert!
Unsere Schreibweise mit dem Anfangsbuchstaben in
Skript, ist in der Literatur eher selten.

Beispiele

{a®*c | ke N} € DSpace(logn)

{w$w |we!'} € DSpace(logn)

{p! {1 0,1}' | [p]. ist Primzahl} ! DSpace(n)

{p! {1}{ 0,1} | [p]> ist Primzahl} ! DTime (n!?)

Wie zeigenwir/Sie die ersten drei Aussagen?




Speed up und Kompression

Satz 45:

Zu jeder t(n)-zeitbeschrankten TM mit ri]r|1"f (@) =1 und je-
demc" IR mit c > 0 gibt es eineaquivalente c-t(n)-zeitbeschrank-
te TM.

Satz 46: Konstruktionen
Shnlich wie bei der
Zu jeder s(n)-platzbeschrankten TM L BA-Konstruktion
und jeder reellen Zahlc! IR mit ¢> 0 | zur kontextsensitiven
. ) ) : Grammatik!
ibt es eineaquivalente TM, die )
J . (Blockbildung zu
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Wegen der Kompressions- und speed up- SStze folgt:

P = DTime n' = D Time (p(n))
i1 p" POLY
! " # !
NP = NTime n' = N Time (p(n))
it p" POLY
! " H !
PSpace = DSpace n' = DSpace (p(n))
it p" POLY
! " H !
NPSpace = N Space n' = N Space (p(n))
it p" POLY

Hierbei bezeichnet POLY die Klasse aller Polynome aus R ;!




einfache Inklusionen

Diese Inklusionen folgen aus den Debnitionen und der
Beobachtung, dass inf(n) Zeit nicht mehr als f(n) Platz
verbraucht werden kann!

P! NP ! PSpace! NP Space

Wegen der Kompressions- und Speed-up Theoreme, sind
konstante Faktoren keine wirkliche Unterscheidung
zwischen den Funktionen.

Daher werden wir Funktionen nach der

aGr38enordnung O klassibzieren!




