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Definition von Komplexität

¥Mindestens benštigter Rechenaufwand sind untere Schranken 
fŸr ein Problem!

Beweise oft sehr schwer! Daher ging man in der 
KomplexitŠtstheorie dazu Ÿber, verschiedene Probleme 
miteinander zu vergleichen, um so wenigstens eine Aussage 
Ÿber deren relative KomplexitŠten zu bekommen. 
KomplexitŠtsklassen statt Chomsky-Hierarchie!

¥Obere Schranke ist jeder bekannte Algorithmus. 

Strukturelle KomplexitŠtstheorie 

konkrete KomplexitŠtstheorie (Konstruktion konkreter 
Algorithmen)

Algorithmik (Analyse und Konstruktion guter Algorithmen)
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Welcher Aufwand an Rechenzeit und Speicherplatz ist erforderlich, um 
ein gegebenes Problem zu lšsen? 
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Chomsky Hierarchie
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Typ 0 Sprachen = aufzŠhlbare Mengen
Typ-0 

Grammatik, 
Turingmaschine 
(NTM/DTM)

monotone Grammatik, 
linear beschrŠnkter 

Automat (LBA)

Typ 1 = kontextsensitive Sprachen

kontextfreie Grammatik
Kellerautomat (PDA)

Typ 2 = kontextfreie Sprachen

regulŠre Grammatik
endlicher Automat 

(NFA/DFA)

Typ 3 = regulŠre Mengen
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DeÞnition aus FGI Vorlesung:

Es ist also erlaubt, dass auf  kt  eine weitere KonÞguration folgt, 
die Rechnung also noch weitergehen kšnnte!

Eine (D)TM hŠlt, wenn es bei der vorliegenden Bandinschrift keine 
FolgekonÞguration gibt!

F¬ur die DTM A = ( Z, ! , " , ! , q0, # , Zend ) bezeichnet L (A) die von A
akzeptierte Sprache:

L (A) := {w ! ! ∗ | " u, v ! " ∗ " q ! Zend : q0w ∗ uqv}

Auch hier kšnnte die Rechnung also noch weitergehen! 

Eine endliche Rechnungk1 k2 . . . kt hei§t

Erfolgsrechnung , wenn k1 ∈ {q0} ·Γ∗ und kt ∈ Γ∗ · F ·Γ∗ gilt.
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Randbedingungen für Schranken
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¥ Wenn eine TM mit der Platzbeschr¬ankung s(n) arbeitet,
dann ist s(n) ! 1 f¬ur jedesn " IN, denn die TM muss sich
wenigstens ein Feld auf dem Arbeitsband ansehen!

Ð TM arbeitet mit Platzbeschr ¬ankung s(n), wenn
sie max{ 1, s(n)} -platzbeschr¬ankt ist.

¥ Es ist ebenfalls n¬utzlich anzunehmen, dass eine TM ih-
re Eingabe stets vollst¬andig liest und ein weiteres Feld
vorr¬uckt, um deren Ende festzustellen.

Ð TM arbeitet mit Zeitbeschr ¬ankung t(n) , wenn
sie max{ n + 1 , t(n)} -zeitbeschr¬ankt ist.

Platzbedarf wird gemessen in benutzten Bandfeldern,
Zeitbedarf wird gemessen in Anzahl von Schritten!
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Wie definiert man Komplexitätsklassen?
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• Zusammenfassen¬ahnlicher Eingaben

Ð ¬uber die Art des Problems (Semantik) ist in der Regel nur
sehr schwer eine Aussage zu machen

Ð Kategorisierung nach L ¬ange des Eingabewortes .

DeÞnition 68:

Seiens : IR ! IR, t : IR ! IR. Eine NTM T ist

• t -zeitbeschr ¬ankt gdw. sie f¬ur jedes akzeptierte Eingabe-
wort der L ¬ange n mit der Zeitbeschr ¬ankung t(n) arbeitet, d.h.,
h¬ochstens max(" t(n)#, n + 1) viele KonÞgurationen durchl ¬auft.

• s-platzbeschr ¬ankt genau dann, wenn sie f¬ur jedes akzep-
tierte Eingabewort der L ¬ange n mit der Platzbeschr ¬ankung
s(n) arbeitet, d.h., h ¬ochstens$s(n)%+ 1 viele KonÞgurationen
durchl¬auft.
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wichtige Komplexitätsklassen
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DeÞnition 69:

P ist die Klasse der Sprachen (algorithmischen Probleme), die
man deterministisch in Polynomialzeit erkennen (l¬osen) kann.

PSpaceist die Klasse der Sprachen (algorithmischen Probleme),
die man mit polynomiell viel Platz erkennen (l¬osen) kann.

• Obige Klassen sind unabh¬angig vom verwendeten Modell
(DTM , Registermaschine, Programmiersprache, . . . ).
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grundlegende Komplexitätsklassen I
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DeÞnition 70

Für t, s : IN ! IN mit " n # IN : t(n) $ n und s(n) $ log(n),

sowie k $ 1 sei:

DT imek (t) := { L % ! ∗ | es existiert eine k-Band DTM M mit L = L (M ),

die auf allen Eingaben der Länge n nach höchstens

max(t(n), n + 1) Schritten hält.}

N T imek (t) := { L % ! ∗ | es existiert eine k-Band NTM M mit L = L (M ),

die auf allen Eingaben der Länge n und bei allen

Rechnungen nach höchstens max(t(n), n + 1)

Schritten hält.}

DSpacek (s) := { L % ! ∗ | es existiert eine k-Band DTM M mit L = L (M ),

die auf allen Eingaben der Länge n höchstens

&s(n)' + 1 Arbeitsbandfelder benötigt.}
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grundlegende Komplexitätsklassen II
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DeÞnition 71:

DTime (t) :=
!

k ! 1

DT imek (t)

N Time (t) :=
!

k ! 1

N T imek (t)

DSpace(s) :=
!

k ! 1

DSpacek (s)

N Space(s) :=
!

k ! 1

N Spacek (s)
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Zusammenhang von Zeit- und Platzkomplexität
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¥ Eine TM, die t(n) Zeit (d.h. Schritte) zur Verfügung hat,
kann nicht mehr als t(n) Bandzellen besuchen.

– Umgekehrt gilt dies nicht!

¥ Platz kann wiederverwendet werden, Zeit nicht!

¥ Kann man trotzdem eine maximale Rechenzeit in Abh¬angig-
keit vom verbrauchten Platz angeben?

– Ja! Idee: Sobald eine Konfiguration ein zweites Mal
besucht wird, befinden wir uns in einer Endlosschleife!

– Bleibt zu berechnen, wieviele verschiedene Konfi-
gurationen bei einer gegebenen Platzbeschränkung
möglich sind.
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Anzahl der Konfigurationen
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¥ Wovon h¬angt die Anzahl der m¬oglichen unterschied-
lichen KonÞgurationen ab?

– maximal verbrauchter Platz

! Kopfpositionen auf den Ar beitsb¬andern
! Länge m¬oglicher Bandinschrif ten

– Anzahl der Bandsymbole

! Permutationen von Bandsymbolen

– L¬angeder Eingabe

! Kopfpositionen auf dem Eingabeband

– Anzahl der Zust¬ande in der endlichen Steue-
rung

! aktueller Zustand einer KonÞguration
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Maximalzahl möglicher Konfigurationen
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in jedem Feld ein Symbol! 

Eine KonÞguration hat die Schreibweisek = uqv.

Es gibt |Q| viele Zust¬ande und |uv| + 1 = n + 1 verschiedene

Werte f¬ur die Position des Symbolsq vor, hinter oder in der

Bandinschrift uv. Ist maximal s(n) Platz vorhanden, wird stets

|uv| ! s(n) gelten.

Es gibt maximal |! |s(n ) viele verschiedene Inschriften.

Insgesamt kann die DTM M also in s(n) Platz maximal

(n + 1) ác1
s(n ) = 2 log 2 (n +1) c1

s(n ) = c
log c1

(2) log 2 (n +1)+ s(n )
1 =

cc2 log 2 (n +1)+ s(n )
1

viele KonÞgurationen beim Akzeptieren durchlaufen.
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Zeit versus Platz I
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†ber den gerichteten Graphen aller FolgekonÞgurationen, von 

denen maximal s(n) viele zum Akzeptieren durchlaufen 

werden mŸssen erhalten wir auch fŸr NSPACE ein Ergebnis: 

Insgesamt gab es  clog(n+1)+ s(n)  viele KonÞgurationen, die 

ŸberprŸft werden mŸssen (und auch kšnnen)! Es folgt so:

O! ensichtlich gilt ja

DTime (f (n)) ⊆ DSpace(f (n)) ,

weil keine TM mehr Felder benutzen kann, als ihr Schritte zur

Verf¬ugung stehen!

N Space(s(n)) ⊆ DTime
!
klog( n )+ s(n )

"
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Die Familen 

und ALLE Ÿber KomplexitŠtsbeschrŠnkungen 

deÞnierte Sprachfamilien sind Teil der Familie der 

entscheidbaren Sprachen!

P, NP, PSpace, NPSpace

wichtige Folgerung
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Azeptiert eine Turingmaschine eine Sprache L  mit einer 

Turing-berechenbaren ZeitbeschrŠnkung t(n)  

oder mit einer 

PlatzbeschrŠnkung s(n),

so ist  L  eine entscheidbare Menge!
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Zeit versus Platz II
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Es gilt sogar:

Beweisidee:
Sei M 1 eine k-NTM  die L  in f(n)  Zeit akzeptiert. DTM  M 2 erzeugt 

eine der mšglichen KonÞgurationsfolgen der NTM M 1 als f(n) lange 

Folge von natŸrlichen Zahlen aus {0,1,...d}, den Adressen eines imag-

inŠren KonÞgurationsbaumes (d ist Maximalzahl von Verzweigungen 
in einem Zustand). Das †berprŸfen einer erzeugten Rechnung auf 

Akzeptanz benštigt nur f(n)  Zeit und Platz. Es mŸssen exponentiell 
viele Rechnungen ŸberprŸft werden, was durch erneute Verwendung 
des benutzten Platzes nicht mehr Platz braucht. Jede Zahlenfolge 
kann in immer wieder genutztem Platz notiert werden, der maximal 

cáf(n)  viele Felder enthŠlt! (vergl. Simulation von NTM  durch DTM )  

NTime (f (n)) ! DSpace(f (n))
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Arten von Problemen
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Je nach Aufgabenstellung lassen sich verschiedene
Grundtypen von Problemen unterscheiden:

1. En t schei du ngspr obl eme

2. Suchpr oble me

3. Optim ierun gspr obl eme

4. Abz ¬ahlungsp roblem e

5. Anzahl pr oblem e

keine Suchtprobleme!
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Notation von Problemen
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Darstellung von Problemen grundsŠtzlich so:

Gegeben: ! Angabe aller verwendbaren Eingabedaten. "

Frage: ! Problemstellung mit geforderter Ausgabe. "

Antwort: ! Gewünschte, erwartete Antwort(Möglichkeit)en. "

Ein Problem beschreibt eine Klasse von gleichartigen 
Fragestellungen, nicht nur eine einzelne Frage:

NICHT: 
ãHat die aussagenlogische Formel (x v  (y  ^  Âx)) eine erfŸllende 

Belegung?Ò
SONDERN:
ãHat eine beliebig vorgegebene aussagenlogische Formel eine 
erfŸllende Belegung?Ò
 

das ist doch kein Problem!
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Probleminstanzen
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In der Formulierung eines Problems kommen i.A. gewisse Para-

meter vor. Für die Bestimmung von

ggT(m, n)

sind dies m, n ! IN .

Werden alle vorkommenden Parameter durch konkrete Werte

ersetzt, so erhält man eine konkrete Aufgabenstellung, eine In-

stanz des Problems.

Setzen wir in unserem Beispiel m = 125 und n = 35, so bedeutet

ggT(125, 35)

die konkrete Aufgabe, den größten gemeinsamen Teiler der bei-

den Zahlen 125 und 35, also 5, zu bestimmen



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

Problem lösen versus Sprache akzeptieren
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Problem Prim?

Gegeben: Die Bin¬ardarstellung einer nat¬urliche Zahl n !

N.

Gesucht: Ist n eine Primzahl?

Antwort: JA oder NEIN

Problem Prim? ist Entscheidungsproblem, d.h., Die L¬osungen

k¬onnen nur aus der Menge{ JA , NEIN } stammen.

Die zum Problem Prim? geh¬orende Sprache w¬are:

L prim :=
!

w ! {0, 1}!
"
"
"[w]2 ist Primzahl

#
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Suchprobleme
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. . . zum Beispiel:

Gegeben: ungerichteter Graph
G := ( V,E) mit E ! V " V und Knoten
v1, v2 # V .

Gesucht: ein Weg von v1 nach v2

Antwort: Kantenfolge eines Pfadesoder

Ó
Es gibt keinen!Ò
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Optimierungsprobleme
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. . . zum Beispiel:

Gegeben: gerichteter, bewerteter Graph
G := ( V, E) mit E ! V " IN " V und Knoten
v1, v2 # V .

Gesucht: ein g¬unstigster Weg von v1 nach v2

Antwort: Kantenfolge eines Pfades (evtl. mit Kosten)
oder

Ó
Es gibt keinen!Ò
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Abzählprobleme
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. . . zumBeispiel :

Gegeben: endliche Menge von Objekten
Gesucht: alle bin¬aren Suchb¬aume f¬ur diese Objekte
Antwort: Aufz¬ahlung der bin¬aren Suchb¬aume

Gebiete konkreter Algorithmen und deren Programmierung 

wird das Modul 

ãAlgorithmen und Datenstrukturen (AD)Ò

(jedes Wintersemester) 

behandeln!
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In der Literatur wird bisweilen 

TIME(t)  anstelle von DTIME(t) 

und 

SPACE(s) anstelle von DSPACE(s)

notiert!

Unsere Schreibweise mit dem Anfangsbuchstaben in 

Skript, ist in der Literatur eher selten.

Notationsvarianten
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Beispiele
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Letzteres Ergebnis vom 10. Juli 2002 stammt von Manindra Agrawal 

und den Bachelor-Studenten Neeraj Kayal und Nitin Saxena!

Wie zeigen wir/Sie  die ersten drei Aussagen?

{ p ! { 1}{ 0, 1} ! | [p]2 ist Primzahl } ! DSpace(n)

{ p ! { 1}{ 0, 1} ! | [p]2 ist Primzahl } ! DTime
(
n12

)

{ ak bk ck | k ∈ IN } ∈ DSpace(log n)

{ w$w | w ∈ ! ! } ∈ DSpace(log n)
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Speed up und Kompression
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Konstruktionen 
Šhnlich wie bei der 
LBA-Konstruktion 

zur kontextsensitiven 
Grammatik! 

(Blockbildung zu 
neuen Symbolen) 

Satz 45:

Zu jeder t(n)-zeitbeschr¬ankten TM mit inf
n !"

( t (n )
n ) = ! und je-

demc " IR mit c > 0 gibt es eine¬aquivalentec·t(n)-zeitbeschr¬ank-

te TM.

Satz 46:

Zu jeder s(n)-platzbeschr¬ankten TM

und jeder reellen Zahlc ! IR mit c > 0

gibt es eine¬aquivalente TM, die

c ás(n)-platzbeschr¬ankt ist.
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grundlegende Komplexitätsklassen III
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Wegen der Kompressions- und speed up- SŠtze folgt:

Hierbei bezeichnet POLY die Klasse aller Polynome aus IR [x]!

P =
!

i ! 1

DTime
"
ni

#
=

!

p" POLY

DTime (p(n))

NP =
!

i ! 1

NTime
"
ni

#
=

!

p" POLY

NTime (p(n))

PSpace =
!

i ! 1

DSpace
"
ni

#
=

!

p" POLY

DSpace (p(n))

NPSpace =
!

i ! 1

NSpace
"
ni

#
=

!

p" POLY

NSpace (p(n))
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einfache Inklusionen
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Diese Inklusionen folgen aus den DeÞnitionen und der 

Beobachtung, dass in f(n)  Zeit nicht mehr als f(n)  Platz 

verbraucht werden kann!

Wegen der Kompressions- und Speed-up Theoreme, sind 

konstante Faktoren keine wirkliche Unterscheidung 

zwischen den Funktionen.

Daher werden wir Funktionen nach der 

ãGrš§enordnung Ò klassiÞzieren!

P ! N P ! PSpace ! N P Space


