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DeÞnition 76:

¥ Seien A ! ! ! und B ! " ! .

¥ Man sagt ”A ist polynomial reduzierbar auf B“

(A " pol B ), wenn es eine Polynomialzeit beschränkte

DTM gibt, die eine totale, berechenbare Funktion

f : ! ! # " !

berechnet, für die

$x %! ! : x %A &' f (x) %B

gilt.
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Definition 77:

• Eine Menge A ! ! ! heißt hart (oder besser: schwer)
für eine Klasse K gdw. " B # K : B $ pol A

• Eine Menge A ! ! ! heißt vollständig für eine
Klasse K gdw. A # K % "B # K : B $ pol A

von speziellem Interesse:

Polynomialzeitreduktion (≤pol ),

Ist von DTM in Polynomialzeit berechenbar.
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K K

schwer vollstŠndig
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Definition 78: (N P -Vollständigkeit)

¥ besonders interessannter Spezialfall der Vollständigkeit:

¥ Eine Menge A ! ! ! heißt N P -vollständig gdw.

A " N P # $B " N P : B %pol A

¥ Ein N P -vollständiges Problem ist somit eines der
schwersten bzw. umfassendsten Probleme inner-
halb der Klasse N P .

¥ Wichtige Eigenschaft: Transitivität von %pol .

¥ Ist A ein N P -vollständiges Problem und gilt
A %pol B , so ist B auch N P -vollständig.
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w DTM f(w)

DTM

flBflA flC

g(f(w))DTM

A!̄ B B¯C

A¯C

Polynomialzeitreduktion:
|f(w)| ist maximal p(|w|) fŸr ein Polynom p !  O(tf).
Platz auf ArbeitsbŠndern ist nicht begrenzt.
g(f(w)) wird in Polynomzeit (in AbhŠngigkeit von |f(w)|) 
berechnet, also existiert Polynom q !  O(tg) und insgesamt wird 
q(p(|w|)) Zeit benštigt.
Dies ist letztlich wiederum ein Polynom!

Generelles Problem bei 

KomplexitŠtsbeschrŠnkung 

fŸr die Reduktion:

Wie groß wird das 
Zwischenergebnis?

M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2008: 

NP-VollstŠndigkeit (Stephen A. Cook 1971)

8

¥ Bisher nur Definition der N P -Vollständigkeit

¥ Aber: Gibt es überhaupt solche Probleme?

Ð Diese Frage war lange Zeit ungeklärt!
Ð Nach dem ersten folgten aber sofort viele N P -

vollständige Probleme.
Ð Warum?!

¥ Idee für ein erstes N P -vollständiges Problem:

Ð Codierung aller Polynomialzeit-TM-Rechnungen
als boolesche Formel (SAT)

Ð als Kachelproblem (2D-Domino) und viele an-
dere ...
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Definition 79:

SAT := { 〈w 〉 ∈ { 0, 1} ! | w ∈ X ! ist ein erfüllbarer boolescher
Ausdruck } ist das Erfüllbarkeitsproblem:

Gegeben: Eine Menge V von Variablen und eine boole-
sche (aussagenlogische) Formel B ∈ X ! mit
X := V ∪ { 0, 1,∨,∧, Â, (, )} .〈 〉 ist übliche Ko-
dierung.

Gesucht: Gibt es eine Belegung der Variablen mit
TRUE (1) und FALSE (0), so dass B zu
TRUE (1) evaluiert?

Antwort: JA oder NEIN
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DeÞnition 80:

Das Erfüllbarkeitsproblem boolescher Formeln in konjunktiver
Normalform dargestellt als Sprache:
KNF := { 〈w 〉 ∈ { 0, 1} ∗ | w ist eine erfüllbare boolesche Formel
in konjunktiver Normalform }

Satz 48:

KNF ist N P -vollst¬andig.
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DeÞnition 81:

Die Sprache 3-SAT !/ KNF !/ SAT ist gegeben durch:
3 -SAT := { "w # $ { 0, 1} ∗ | w ist erf¬ullbare boolesche Formel in
konjunktiver Normalform mit genau 3 Literalen pro Klausel } .

Satz 49:

3-SAT ist N P -vollst¬andig.
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Beweisidee:

¥ Es ist einfach zu sehen, dass SAT ∈ N P gilt.

Ð Zu einer gegebenen Formel B mit den Variablen x1, x2, . . . xn

wird in Linearzeit nichtdeterministisch eine Belegung
der Variablen mit TRUE oder FALSE geraten.

Ð Es wird geprüft, ob B mit dieser Belegung den Wert
TRUE bekommt. Dies ist in Polynomzeit möglich.

¥ Bleibt zu Zeigen, dass jedes andere Problem aus N P in
Polynomialzeit auf SAT reduzierbar ist.

Satz 50:

SAT ist N P -vollst¬andig.
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Zu jeder NTM , wird boolesche Formel gebildet, die ihre Rech-

nungen kodiert! Arbeitet die NTM in polynomieller Zeit, wird

die Formel nicht zu groß und ist erfüllbar genau dann, wenn die

NTM eine Erfolgsrechnung besitzt!

Da die Formel aus jeder NTM in polynomieller Zeit erstellt wer-

den kann, ist die Konstruktion eine Reduktion JEDER Sprache

aus N P auf SAT .

Wenn SAT schnell gelöst werden kann, so auch jedes andere

Problem aus N P !
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¥ FELD( i , j , t) ö= In KonÞguration kt steht das Zei-
chen xj in Feld i .

¥ ZUSTAND( r, t) ö= In der KonÞguration kt beÞndet
sich die TM AL im Zustand zr.

¥ KOPF(i , t) ö= In der KonÞguration kt steht der LSK
auf dem Feld i .

¥ Anzahl dieser Variablen in O(p(n)2), wenn p(n) die
Zeitschranke ist.
¬Ahnlich wird komplizierte Formel erkl¬art , deren L¬ange
von der Ordnung O(r 2) ist.

¥ Die Formel Fw hat die Form Fw := A ! B ! C ! D !
E ! F ! G.
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¥ Es ist A := A1 ! A2 ! . . . ! Ap(n ) und
" t # p(n) : At := $ (K OPF(1, t), KOPF(2, t), . . . , KOPF(p(n), t))

¥ Auch B und C sind zusammengesetzte Formeln:

B :=
!

1! i,t ! p(n )

B(i, t) mit

B(i, t) := $ (FELD( i, 1, t), . . . , FELD( i, m, t)) , m := |Y |

C :=
!

1! t ! p(n )

Ct mit

Ct := $ (ZUSTAND(1 , t), . . . , ZUSTAND( s, t)) ,

s := |Z|
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Beweis: Die Aussage folgt direkt aus der DeÞnition vonN P -
Vollst¬andigkeit und der Transitivit ¬at der Polynomzeitreduktio-
nen.

¥ typisches BeispielKNF ist N P -vollst¬andig.

¥ KNF := { w ! X ! | w ist eine erf¬ullbare boolesche Formel
in konjunktiver Normalform }

Satz 51:

Sei L NP-vollst¬andig, L ≤pol M und M ∈ NP.

Dann ist M gleichfallsNP-vollst¬andig.
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Korollar 52:

F¬ur eine N P -vollst¬andige MengeL gilt:

L ! P "# P = N P .

Beweis:

• L ist NP-vollständig, also folgt ! M " NP : M # pol L .
Wegen L " P folgt nun sofort M " P.

• Weil L NP-vollständig ist, gilt L " NP. Aus P = NP
folgt sofort L " P.
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Da die Simulation einer NTM durch eine DTM auf die 

bekannte Weise exponentiell viel mehr Schritte benštigt 

als die NTM, ist dadurch fŸr die NP-vollstŠndigen 

Probleme nichts gewonnen!

Viele vermuten            , aber bewiesen ist es nicht!

Bisher ist die Frage:

  ã           Ò   bzw.   ã             Ò 

nicht beantwortet. 

P = N P ? P != N P ?

P != N P
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Einige N P -vollständige Probleme:

¥ Das Hamilton-Kreis Problem Hc ist N P -vollständig.

¥ Das Problem L w (”Längster Weg zwischen zwei Knoten“)

ist NP-vollständig.

¥ Das Rucksackproblem ist N P -vollständig.

¥ Das Partitionierungsproblem von Graphen ist N P -vollständig.

¥ Das Problem CLIQUE ist N P -vollständig.
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Es gibt auch für andere Sprachklassen, wie P , PSpace und viele

weitere Komplexitätsklassen vollständige Probleme!

Das Studium dieser Zusammenhänge ist Thema von Vertiefungs-

veranstaltungen zur (strukturellen) Komplexitätstheorie und erst

im Masterstudium von Bedeutung.


