Aussagenlogik: Grundbegriffe, Syntax

Aussagen der natYrlichen Sprache
I sind SSze, die wahr ode falsch sein k§nnen,
(auch wenn wir nicht wissen, ob sie wahr ode falsch sind)

Beispiele
I Hamburg ist die deutsche Stadt mit der zweitgrs$8ten Einwohnezahl. wahr
I Hamburg liegt sYdich vonMYnden. falsch
I Am 6. April 1299fielenin Hamburg 17,5 mm Niederschlag. 7?
I Am 5. April 2007schien in Hamburg die SonnelShge a's 4 Stunden. ?
I Am 6. April 2299wird der Pegd der Elbedie 7m-Marke Ybesteigen. 7
keine Aussagen sind z.B.

I Fragen: Liegt Hamburg n3rdlich von MYnden?

I Aufforderungen, Befehle: Fahr nach Kigl!

I InhSent widersprYchlicheSSre:  Dieser Satz ist falsch.
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Zum Selbststudium: Aussagen DDie BassfYr Logik-Systeme

Aussage, Fragen & Befehle
I Die Untersuchungvon Fragen kann systematisch auf die Untersuchungvon
Aussagen zurY&kgef Yht werden.
I Liegt Hamburg nsrdlich von MYndhen?
besitzt zwei korresponderende Antworten:
Jal ! Hamburg liegt nsrdlich von MYnden.
Nein! ! Hamburyg liegt nicht ndrdlich von MYnden.
I Die Untersuchungvon Befehlen kann auf die Untersuchungvon Aussagen
zurY &kgef Yhit werden.
I Begib Dich nach Kiel!
I VerShdee Deinen Aufenthdtsort derart, dass Duin Kiel bist.
# Voraussetzungder BefehlsausYhung:
aDu bist nicht in KielQist wahr.
# Der Befehl ist erfolgreich ausgef Yhit:
aDu bist in KielQist wahr.
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Zum Selbststudium

InhSrent wider spr Ychliche SStze

I sind SSze, denen man Ybehaupt keinen Wahrhetswert zuordnen kann, ohnein
Probleme zu kommen.

(1) Dieser Satzist falsch.
I Die Annahme, dass (1) wahr ist, fYht automatisch dazu, dass er auch falsch ist.
| Die Annahme, dass (1) falsch ist, fYhtt automatisch dazu, dass er auch wahr ist.

I Eine Wahrhdtswertzuordnurg macht also keinen Sinn.

Kontradiktionen
I sind SQze, die auf jeden Fall falsch sind.

(2) Esregnd undesregnd nicht.
I (2)ist ganzeinfach falsch undausde Anneéhme, dass (2) falsch ist, ergibt sich
kein weiteres Problem.
I Der durch (2) auggedrYdte Widerspruch ist einer, mit dem die Logik umgehen
kann. Die Logik ist gewisserma8en dafYrda, solche WidersprY die aufzudecken.
I Mit dem durch (1) ausyedrY ten Widerspruch kann die Logik nicht umgehen, und
deshdb werden solche SSze von der Betrachtungin der Logik ausgeschlossen.
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Die symbolische L ogik

Formeln der symbolischen Logik sind Zeichenketten,

I dieausden Symbolen eines speziellen Alphabets zusammengesetzt sind,

1 undbestimmte Bedingunge erfYlen (Wohlgeformthetsbedingunge).
# Siehedasvorigen Kapitel "Sprachen & Grammatiken: EinfYhung"

Objektsprache

I die Mengede Zeichenketten, Ybe die wir sprechen

I auf Folien undin pdf-Dateien in dieser Schrift dargestellt

I DieZeichenF, G, H, E verwenden wir als Variablen, die Zeichenketten als Wert
haben kSnnen.

Metagorache

I eine Fachgprache, mit der wir Ybe die Objektsprachen sprechen

I Deutsch plus Fachterminologie (definierte neue AusdrY de, wie Vokabdn zu
lernen)

I dagestellt in schwarzer Schrift

FGI-1, Habel / Eschenbach Kap 2. AussagenlogikESyntax [4]



Form-Bezogenheit der L ogik

Formeln der symbolischen Logik
I machen dogische MugerGin der Sprache explizit

L ogische M uster, die die Aussagenlogik behandelt
I Wiederholungeine (Tell-)Aussage

I Gewisse Verwendunga von symbolisiert durch
anichtO A
aund® A
soda0 v
avennE, dannEO =
ZenaudannE, wennEQ | <

L ogische Muster, die die PrSdkatenlogik behandelt
I Wiederholungvon Namen, Nomen, Verben, Adjektiven
I Gewisse Verwendunge von &inQainiged §ederQ &1 eQ &einQ(&QuantorenQ
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Repr Sentation von Aussagen durch (aussagenlogische) Formeln (1)

1 ber setzungsschl Yssel
I A : 734ist durch 3tellbar
I B : Die Quasummevon74ist durch 3teilbar.

Formel Aussage

AA 734 ist nicht durch 3 teilbar. wahr
AB Die Quersumme von 74 ist nicht durch 3 teilbar. wahr
(A A B) | 734ist durch 3 teilbar und die Quersumme von 74 ist durch 3 teilbar. falsch
(A v B) |734istdurch 3 teilbar oder die Quersumme von 74 ist durch 3 teilbar. falsch

(A= B) |Wenn 734 durch 3 teilbar ist, dann ist die Quersumme von 74 durch 3 teilbar. | wahr

(A = B) |734ist genau dann durch 3 teilbar, wenn die Quersumme von 74 durch 3 teilbar | wahr

ist.

(B AA) Die Quersumme von 74 ist durch 3 teilbar und 734 ist durch 3 teilbar. falsch
(A AA) | 734ist durch 3 teilbar und 734 ist durch 3 teilbar. falsch
(A v AA) | 734ist durch 3 teilbar oder 734 ist nicht durch 3 teilbar. wahr
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Repr Sentation von Aussagen durch Formeln (2)

1 ber setzungsschl Yssel
I A : 44ist durch 11telba
I B : Die Quasummevon44ist durch 11teilbar.

Formel Aussage

AA 44 it nicht durch 11 teilbar. falsch
AB Die Quersumme von 44 ist nicht durch 11 teilbar. wahr
(A A B) |a4ist durch 11 teilbar und die Quersumme von 44 ist durch 11 teilbar. falsch
(A v B) |44ist durch 11 teilbar oder die Quersumme von 44 ist durch 11 teilbar. wahr
(A= B) |Wenn 44 durch 11 teilbar ist, dann ist die Quersumme von 44 durch 11 teilbar. | falsch
(A <= B) |44ist genau dann durch 11 teilbar, wenn die Quersumme von 44 durch 11 falsch

teilbar ist.

(B AA) Die Quersumme von 44 ist durch 11 teilbar und 44 ist durch 11 teilbar. falsch
(A AA)  |44ist durch 11 teilbar und 44 ist durch 11 teilbar, wahr
(A v AA) | 44ist durch 11 teilbar oder 44 ist nicht durch 11 teilbar. wahr
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Repr Sentation von Aussagen durch Formeln (3)

1 ber setzungsschl Yssel
I A : Abiane sagen immer die Wahrhat.
| B : Bebianea IYger immer.

Formel Aussage

AA Abianer sagen nicht immer die Wahrheit.

AB Bebianer 1'Ygen nicht immer.

(A A B) | Abianer sagen immer die Wahrheit und Bebianer |Ygen immer.

(A v B) | Abianer sagen immer die Wahrheit oder Bebianer 1Ygen immer.

(A = B) |Wenn Abianer immer die Wahrheit sagen, dann |Ygen Bebianer immer.

(A = B) | Abianer sagen genau dann immer die Wahrheit, wenn Bebianer immer [Ygen.

(B A A) | Bebianer IYgen immer und Abianer sagen immer die Wahrheit.

(A A A) | Abianer sagen immer die Wahrheit und Abianer sagen immer die Wahrheit.

(Av AA) Abianer sagen immer die Wahrheit oder Abianer sagen nicht immer die wahr

Wahrheit.
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Aussagenlogik und PrSdkatenlogik

Ver schiedene Objektsprachen
I La|: DieObjektspracheder Aussagenlogik

I Beispide: A, AA, (A v C),(A=B), (A= (A v Q)

I Diekleingen Einhaten (atomaren Formeln) sind Aussagensymbole (A, B, C)

I Ausihnen werden mit Junktoren (v, A, A =, <) komplexe Formeln gebildet.
I Lpp: DieObjektspracheder PrSlikatenlogik

I Anreicherungde Aussagenlogik

I Atomare Formeln haben eineinterne Struktur: P(a), P(x), R(a, b)

Sie werden aus Pr&dikatssymbolen (P, R) und Termen (a, b, x) gebildet
I Quantoren bilden zus3zliche Formeln: Vx (R(x, 8 = P(x)), 3x (P(x) A Q(X))

Gemeinsamkeiten in der M etasprache

I Viele Fachbeayriffe der Logik werden an Hand der Aussagenlogik einge Yht.

I Siewerden dann an die reichere Struktur der Pr&ikatenlogik angepasst in
entsprechende Art angevendd.
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Alphabet der symbolischen Aussagenlogik

Definition 2.1

Das Alphabe der (symbolischen) Aussagenlogik besteht aus

I einer abzShlbaren Mengevon Aussagensymbolen (Gl ementaraussagen® Gtomaren
Ausssgen): A,B,C,D, A, B, C,D,A", B",C", D" E
Die Mengeder Aussagensymbole bezeichnen wir mit A sa |

I den Junktoren: A A v, =, <

I und Klammern: ), (

Die Junktoren und Klammern gehSren alle nicht zu den Aussagensymbolen.

Die Aussagensymbole stehen stellvertretend fYreinfache Aussagen, z.B.
I 734ist durch 3teilbar. ! Abiane sagen immer die Wahrhat.

Die Junktoren | Symbol | offizieller Name | deutsche T bersetzung
eingellig A Negaion nicht ...

zweistellig A Konjunktion .. und...

zweistellig v Digunkion .. ode ...

zweistellig = Implikation wenn ..., dam ...
zweistellig < Biimplikation ... genaudann,wenn ...
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Zum Selbststudium

Aussagensymbole

I FYrdie Mengede Aussagensymboleist eigentlich nurfolgendes wichtig:

I Essind hdchagensabzShibar viele, d.h. nicht 'mehr' as naYiicheZahlen

I Siesindklar unterschedba

I Siesind auch von den Junktoren und Klammern klar unterscheidba.

I Ob diese Symbole eineinterne Struktur haben, ode nicht, interessiert die
Aussagenlogik nicht, oder ande's ausgedrY &t: dieinterne Struktur der atomaren
Aussagen wird in der Aussagenlogik nicht berYsichtigt.

I Wir kSnnten also auch folgendeZeichen as Aussagensymbole verwenden: $ ,
%,&," ,(,).,*,+,, ,-,.,/,0,1,2,3,4,5,6,7,89,:,;,
<,=,>,?,@A,B,C,D,E

I ode 'WSrter' wie: BENISTSOHNVONHANS, HANSISTVATERVONPETER,
ABIANERSAGENDIEWAHRHEIT, E

1 A,B,C,D,A,B,C,D,A", B", C", D", E habenden Vorteil, des sie nicht viel
Platz brauchen und gut auszusprechen sind.
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Formeln der symbolischen Aussagenlogik

I F,G,H, E,Fq, Fp,E verwenden wir as Variablen, die Formeln als Wert haben.
| A1,A2 E, Aj,Aj, E sndVariablen, die Aussagensymbole al's Wert haben.

Definition 2.2
Die wohlgeformten AusdrYde der Aussagenlogik (Formeln) sind indukiv definiert:
1. Alle Aussagengymbole sind (stomare) Formeln. Beispidle: A, B, C, D,E
2. FalsFundG Formeln sind,so snd (F A G), (Fv G), (F= G) und(F < G)
(komplexe) Formeln.
Beispidle: (A A A),(Av C),(A=B),(A<= (AvC),(A=B)vC),E
3. FallsF eineFormel ist, so ist auch AF eine (konplexe) Formel.
Beispide: AA, A(A A A), A(A = B) v C), AAA, AAAA, (AA = B)
4. Esgibt keineandaen Formeln, asdie, die durch endliche Anwendungder
Schritte 1E8 erzeugt werden.
I Die Mengealler aussagenlogischen Formeln bezeichnen wir alsL | .

I Gleichhét von Formeln verstehen wir immer als buchgSliche T bereingimmung
I A=B)=(A=1B), aba(AArA)zA
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Zur Sprache der Aussagenlogik

DasAlphabet (vgl. Def. 2.1)
AL =Asal U{A A, v, =, <=,), (}

Die
|

Sprache der Aussagenlogik
Die indukive Definition der wohlgeformten Formeln (Def. 2.2) stellt eine
Methodedar, eineSpracheLa| C ! A" zu spezifizieren.
Eineandee MethodefYr die SpezifikationvonL 5| bestehtin der Verwendung
vonformalen Grammatiken (! voriges Kapitel und Teil 3 der Vorlesung).
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Zum Selbststudium: Dialekte der Logik

Die symbolische Darstellung der Logik weist viele Varianten auf
Variationen entstehen durch

I Klammerkonventionen

I Mengeder Aussagensymbole

I Junktorenbasis (also die Mengede Junkioren)

z.B. k8nnte man darauf verzichten, die Implikation als Junktor einzufYhen, ode
man k3nnte weitere Junktoren (z.B. exklusves ode) einfYtren

I Symbole fYrdie einzelnen Junktoren

z.B. wShit Sch3ning zur Darstellung der Junktoren an Stelle von=> das Symbol
— undan Stelle von < das Symbol <=. [Diese Junktoren sind be Schsning
nicht Teil des Basisvokabulars, sie sind a's 3AbkYzungenOanzusehen.

z.B. wShit Salmon zur Darstellungder Junktoren an Stelle von = das Symbol D
undan Stelle von < das Symbol =. FYrdie Relation, die wir spSer durch =
symbolisieren, fYht Salmon dagegen kein Symbol ein. .

Entsprechend trifft man manchmal die Balkennottion IX andelle der Negation
AA an. Auch dieses Symbol werden wir spSer mit eéinem etwas andeaen Sinn
verwenden.
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I Um zu zeigen, dass undin welchem Sinndie verschiedenen Logik-Dialekte
gleichwertig sind, benstigt man das formale Insrumentarium, das wir in dieser
Vorlesungvorstellen werden.

I Die Beschrshkungauf einen einhdtlichen Logik-Dialekt erleichtert die Vorstellung
dieser Prinzipien, die dann auf weitere Dialekte Yhertragba sind.

I Verwenden Sie bitte ba der Bearbatungde T bungsaufgaben den Logik-Dial ekt
der Vorlesung. Dieser Dialekt stimmt (weitgenend) mit dem Dialekt in den BYdern
von Sch3ning und Spies Ybeein.

I Wenn sie weitere LogikbY her lesen, dann achten Sie auf die Dialektvariationen.

Zu abzSHbar unendlichen Mengen (von Aussagensymbolen, Formeln)
I vgl. BiggsKapitel 2.5
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Formeln und andere Zeichenketten

Formeln Zeichenketten, diekeine Formeln sind
A A

AB YA AB(

(A AB) (n AB)

((A A B) v (A A AC)) (AABvVAAAC

(AAB)=0C) AA)

Eine Vereinfachung: Das Qu§aste Klammerpaar kann weggedassen werden
Formeln Zeichenketten, diekeine Formeln sind
AArB (AABvAAAC

A < (CvB) ((A A B))

Zeichenketten, die keineFormeln sind, gehSren nicht zu L | .
Aufgabe zum Sebststudium: Beweisen Sie fYr die beiden "grauunterlegen Zeicherketten',
dass diein der Tabkelle vorgenrommene Zuordnung korrekt ist.
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Zum Selbststudium

Voraussetzung: Definitionen 2.1, 2.2
Behauptung: ((A A B) = C) ist eineFormel.
Beweis

Man muss zeigen, dass diese Zeichenkette durch die Schritte 1E8 der Definition von
aormelOkondruierbar ist. In aler AusYhtichket sieht das dann so aus

A (atomare) Formel nach 1, daAussagensymbol.

B (atomare) Formel nach 1, daAussagensymbol.

(A AB) Formel nach 2, woba wir F := A undG := B setzen.
Dass A undB Formeln sind, haben wir schongezeigt.

C (atomare) Formel nach 1, daAussagensymbol.

((AAB)=0C) Forme nach 2, woba wir F:=(A A B) undG := C setzen.
Dass (A A B) undC Formeln sind, haben wir schon gezeigt.
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Zum Selbststudium

Voraussetzung: Definitionen 2.1, 2.2

Behauptung: H:= (A A B v A A AC) ist keineFormel.

Beweis

Wir nehmen an, dass H eine Formel ist, undfYheen dies zum Widerspruch.

Wenn H eineFormel ist, dann muss der letzte Kongruktionsschritt Nr. 2 gewesen sein,
denndas erste Zeichen von H ist eine Klammer (.

Esgibt drei MSglichketen, H an einem Junktor zu zerlegen:

Fi=A G:=BvAAAC GiskeineForme, denn G ist kein Aussagen-
symbol undbeginntweder mit ( noch mit A. Also
kann auch G nicht durch 188 kondruiert sein.

F:=AAB G:=AArAC F und G sind keine Formeln. (BegrYndungwie
vorher.)
F=AABVA G:=AC F ist keine Formel. (BegrYndungwie vorher.)

Wichtig: Die Klammerersparnisregd dYifen wir hier nicht verwenden, dasie nur auf
das u§aste Klammerpaar von H anwendba ist.
Es gibt also keine Zerlegungvon H, die den Aufbauregdn fYrFormeln gehorcht.
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Tellformeln und Hauptoper atoren

Definitionen 2.3

I EineFormel, die beam Aufbau einer Formel F verwendé wird, hasst Tellformel von
F. Ausserdem werden wir auch F als (unagentliche) Teilformel von F bezeichnen.
| Beispid: F:=A((A A B) v AC)
I Teilformeln: A((A A B) v AC), (A A B) v AC), (A AB),A,B,AC, C
I keineTeilformeln: D, B) v AC), (C= (A A B)), (B A A)

I Der Junktor, der im letzten Kongruktionsschritt einer komplexen Formel F
verwendd wurde, heisst Haupbpeator von F.

I Komplexe Formeln benennen wir auch nach ihrem Hauptopeaator

Formel Hauptopeator offizieller Name
AC A Negaion
(A A AC) A Konjunktion
(AAB)V(AAAC) |v Digunktion
(AAB)=(Av Q) = Implikation
(A < B) < Biimplikation
C < kein Hauptopeator > | Aussagensymbol
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StrukturbSume

Obwonhl die Formeln der Logik (lineare) Zeichenketten sind, kSnnen wir seauch in einer
(hierarchischen) Baumstruktur (mit Wurzel) darstellen. (vgl. Biggs Kapitel 8.5 und9.1)

Aussagesymbole Blatt-Knoten des Baumes

Junktoren innae Knoten des Baums @ @ @ E

komplexe Formeln  BSume

A(A AB) v C) I Hauptopeaator markiert die Wurzel.
I Teilformeln entsprechen TeilbSumen.
! Die Relhenfolgeder Tellformeln wird
babehdten.

I Die Bume werden mit der Wurzel oben und den BIStern unten gezeichne.

I A ha einen Nachfolger, die andeen Junktor-Knoten haben zwei Nachfolger.

1 Klammern kommen in den Bumen nicht vor.

I Kommt eine Teilformel mehrfach in der Formel vor, dann kommt der entsprechende
Teilbaum auch mehrfach (als Kopie) vor.
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StrukturbSume: Beispiele

Reihenfolge (A A B) (B A A)
-
B B]

Klammerung ((AAB)AC) (A A(BACQ)

doppelte Tellformeln
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Relhenfolge

StrukturbSume:
L ogische Formeln " Arithmetische Ausdr Ycke
(A=B) (5/2)
-
B
((AAB)AC) (5+2)" 3)

Klammerung

Doppelte
Zeichenketten

FGI-1, Habel / Eschenbach
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" K ontextfreie Grammatik" fYr Formeln der Aussagenlogik

Vokabular der terminalen Symbole
(Symbole, diein der Formel vorkommen):

I ={A,B,C,D,E, A A, v,=,=,)(
nicht-terminales Symbol

(Symbole, die fYr die Erzeugungder Formeln
benstigt werden, aber nichtin der Formel
vorkommen):

N={S}

Startsymbol: S

Anmerkung:

Diese Grammatik verwendd im Gegensatz zu
einer KGF, ein abzShlbares Alphabet der
atomaren Formeln und eine abzShibare Menge
von Regen des TypsS — Aj (Aj E Asal).

Regdn (Produktionen):

P={S—>A
S-»B
s-Cc
S-»D
E,

S—AS

S—>(SAS
S—>(Svy
S—(S=9
S—»(S<9 }

FGI-1, Habel / Eschenbach
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" Kontextfreie Grammatik" fYr AL-Formeln:
Ableitungen und StrukturbSume

Komplexe Formel A(A A B) v C)

Ableitung:

S = AS

A(Sv S
A(SA9VvS)
A((AAS)v Y
A(AAB)vYS)
A((AAB)vC)

byl

Anmerkung:
Die Reithenfolge der Ableitungvon A, B undC
ist nicht zwingend "von links nach rechts’

S v S )
TR
AS ) C,
l

FGI-1, Habel / Eschenbach
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K FG-StrukturbSume: Designvarianten

Komplexe Formel A((A A B) v C)

S S
| RN
S - S
/[\
S (S vooS )
ZON TR
S S ('S A~ S ) C
ﬁ((l/\ll)v ) L]l

FGI-1, Habel / Eschenbach
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Vergleich der StrukturbSumef¥r A((A A B) v C)

L o Spezifikation mit KF-Regdn

Induktive Spezifikationvon L a |

S

S
A

Junktor-Knoten sind strukturell nicht-
augyezeichnee BlSter

Junktor-Knoten sind strukturell

augyezeichnd

FGI-1, Habel / Eschenbach
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Aussagenlogik: Polnische Notation

¥ Geht zurYd auf Jan #ukasiewicz

¥ 1aL=AspaL U{N,K,AC E } keineKlammern!!

S PN Standad- | Produkions

-Symbol | Symbol |regd
A S—NS
A S—KSS
Vv S—ASS
= S—CSS
= S—ESS

mo>» X Z2

NAKABCE A(AAB)vC

FGI-1, Habel / Eschenbach
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Vergleich der StrukturbSume

Polnische Notation NAKA B C

Standardnotation A(A A B) v C)

S

A B

Junktor-Knoten sind strukturell ausgezeichnet:
Linkeste TSchter eines nicht-un3$en S-Knotens

Junktor-Knoten sind strukturell
auggezeichnd

Pr&ix-Notation der Junktoren

Infix-Notation der bin$en Junktoren

FGI-1, Habel / Eschenbach
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Prinzip der strukturellen Induktion

Der Aufbau von komplexen Formeln auseinfacheren Formeln dient als Grundlage, um
Eigenschaten von Formeln nachzuwei sen:

Um zu beweisen, dass eine Behauptung B (F) fYrjedeFormel FT Lo gilt, genYgtes,
folgende Schritte durchzufYhen:
Indukionsanfang (indudion bass): Man zeigt, dass B (F) fYr jede atomare Formel F
gilt, also fYrdie Aussagensymbole (A saL) A, B, C, D,E
Indukionsannahne (indudion hypothesis): Man nimmt an,
dass F und G Formeln sind, fYrdie B (F) undB (G) gdten.

Indukionsschritt: Man zeigt, dass dann auch
B(AF), B((F A G)), B((Fv G)), B((F= G)) undB((F = G)) gdten.

# Die Bedingung4 der Definition von Formeln legitimiert die strukturelle Indukion.
4. Esgibt keineandaen Formeln, asdie, die durch endliche Anwendungder
Schritte 1E8 erzeugt werden.

# Diedtrukturelle Indukionist eine (beweisbare) Verallgemeinerungder
vollstShdigen Induktion (vgl. Biggs Kapitel 1.4)
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Zum Selbststudium

In fr Yheren Semestern

I wurdedarum gebeten, den Beweis fYrdas Prinzip der strukturellen Indukion
vorzufYhen.

I Der Beweisfolgt auf den n&hsten Folien. Ob sie prSsentiert werden, hShgtvon den
WYnghen der HSrerlnnen ab.

| Der Beweiswird nicht Teil der Pr¥fungsein, das Prinzip der strukturellen Indukion
undseine Anwendungkann aber sehr wohl in der Klausur vorkommen!

| Der Beweisist ein einfaches Beispiel dafYr, wie Yhker Abschlussbedingunge
argumentiert werden kann. Diese Beweisform trifft man in der Informatik hSufiger
an.
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Zum Selbststudium: Die Mengeder aussagenlogischen Formeln

Definition 2.4
Wir bilden folgendeMengen von Zeichenketten Ybe dem Alphebet der Aussagenlogik
(Def. 2.2):
I Fo:=AsaL
fYraleil ! gsei
! Fij+1:=F; U{AF|FI Fj}
U{(FAG)|F, GI Fj}
U{(FvG)|FGIT Fj}
U{(F=G)|F GI Fj}
U{(F= G)|F,GI Fj}
All diese Mengen fassen wir zusammen:
1 F ::nTU|OFn ={ F|esgibteinni ! g, sodassF1 Fp}
Beobachtung 2.5
F=LaAL
BegrYndungDie Mengenkongruktion bildet die (informelle) Beschreibungin Def. 2.2
formal ab.
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Zum Selbststudium: Abschlussbedingung

Definition 2.6
EineMengeM von Zeichenketten hei 8t genau dann abgeschlossen bzgl. der Regen
zur Formelbildung wenn gilt:
[A1]Asp €M (die Aussagensymbole gensSren zu M)
undfYralleF, GT M gilt
[A2] AF, (FAG),(FVG),(F=G),F=G I M

Essal K :={ M | M ist abgeschlossen bzgl. de Regen zur Formelbildung}.

Hilfssatz (Lemma) 2.7

L AL ist abgeschlossen bzgl. der Regdn zur Formebildung.(Lap T K )
Voraussetzung: Def. 2.2,2.6

Beweis

Nach Def. 2.2.1ist Asp| CLa|, dsoist Bedingung[A1] von Def. 2.6 erf Yt
Nach Def. 2.2.2und2.2.3giltfYralleF, GT Ly :
AF,(FAG),(FVG),(F=G),(F=G)1 LaL,

also ist auch Bedingung[A2] von Def. 2.6 erfYit.

Nach Def. 2.6 ist also L po | ist abgeschlossen bzgl. der Regen zur Formelbildung.
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Zum Selbststudium: Zusammenhang zwischen K und F

Hilfssatz (Lemma) 2.8
Jede Menge die abgeschlossen bzgl. der Regdn zur Formelbildungist, umfasst alein
Definition 2.4 definierten Mengen F .
(FYrjedesM T K undjedesni! ggilt FhbCM.)
Voraussetzung: Def. 2.4,2.6
Beweis
Esseé M T K bdiebig gewshlt.
Der Beweis erfolgt durch vollstShdige Indukion Yoer den Index.
Indukionsanfang Fg=A saL (Def. 2.4) und
AspalL €M (Def. 2.6 [A1]) damit dennauch Fg C M.
Indukionsannahne:Essei i T ! o, sodassFj C M.
Indukionsschritt
Fi+1=Fij U{AF|FT FJU{ (FAG)|F,GT Fi} U{ (FvG)|F GI Fj}
U{(F=G)|F,GI F}U{(F=G)|F,GI Fj} CM,
(Def. 2.4), (Annghmen F; CM T K ), (Def. 2.6.[A2)])
Also gilt nach dem Prinzip der vollstShdigen IndukionfYrallenT! g: FnC M.
Dadie Wahl vonM T K nicht eingeschrnkt war, gilt die BehauptungfYraleM T K .
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Zum Selbststudium: Zusammenhang zwischen K und L A

Konsequenz (Korollar) 29 (von 24,25, 2.7 und 2.8)
L oL ist die kleinge Menge die abgeschlossen bzgl. der Regen zur Formelbildungist.

(FYraleM T K gilt: Lol €M)

ErlSuerung

I Wiein der formelleren Variante deutlich wird, ist @lie kleinge Mengebhier bezogen
auf Mengeninkluson gemeint. Man beachte, dassL p | nicht endlich ist.

I Das Korollar ergibt sich daraus dassjedes Element vonL ao inirgendeanem Fp,
enthdten sein muss unddie F  wie eben gezeigt allein M enthdten sind.
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Zum Selbststudium: Prinzip der strukturellen Induktion

Satz (Theorem) 2.10

Essa B eineEigenschdt, die Zeichenketten haben kSnnen (ode auch nicht).
Wenn
[V1] jedeatomare Formel F die Eigenschat B ha (Indwktionsanfang) und

[V2] fYrdle Formeln F undG, die die Eigenschaft B haben, auch gilt, dass die
hieraus gebildeten Formeln AF, (F A G), (F v G), (F = G) und(F < G) die
Eigenschat B haben (Indukionsannahne und-schritt),

dann ha jede Formel ausL p| die Eigenschéat B.

Voraussetzung: Def. 2.2,2.4, 2.6, Kor. 2.9

Bewels

| Essel B eineEigenschdt, die[V1] und[V2] erfYilt.

I Essael Mp die Mengealler Zeichenketten, die die Eigenschat B haben.

(Mp wird auch als die Extenson der Eigenschaft B bezeichnd.)
I [V1] und[V2] sagen (entsprechend Def. 2.6) aus, dass M g abgeschlossen bzgl. der
Regdn zur Formelbildungist unddamit, dessMpg 1T K .

I Mit Korollar 2.9 giltdannauchL ] S Mg,

Also: jede Formel gehsrt zu Mg, also ha auch jede Formel die Eigenschaft B.
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Beispiel fYr einen induktiven Beweis

Satz (ohne Nummer) Voraussetzung: Definitionen 2.1, 2.2, Satz 2.10
Behauptung: Jede aussagenlogische Formel ha endlich viele Aussagensymbole als
Tellformeln.

Beweis

Indukionsanfang

Nach Def. 2.2 ha jede atomare Formel genau ein Aussagensymbol als Teilformel,
nSnlich sich selbg.

Indukionsannahne

Es sdlen F und G Formeln mit endlich vielen Aussagensymbolen. Die Anzahl der
Aussagensymbole von F sai n, die Anzahl da Aussagensymbolevon G sai m.
Indukionsschritt

Danach Def. 2.1 Akein Aussagensymbol ist, ha die Formel AF genauso viele
Aussagensymbole wie F, nach Indukionsannehme also n.

Danach Def. 2.1 A, v, =, <, (, ) keine Aussagensymbole sind, haben die Formeln
(FAG),(FvG),(F= G) und(F < G) hSchdensso viele Aussagensymbole wie F
und G zusammen, nach Indukionsanneéhme aso hSchdensm + n Aussagensymbole.
ResYnee: GemSg dem Prinzip der strukturellen Induktion hat jede Formel der

Aussagenlogik endlich viele Aussagensymbole als Tellformeln.
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Struktur von Beweisen nach dem Prinzip der strukturellen Induktion

Voraussetzung: Def. 2.1, 2.2, Satz 2.10, z.B. Definition der Eigenscheft B
Behauptung: Jede Formel der Aussagenlogik ha die Eigenschaft B.
Beweis
Indukionsanfang
# TeilbeweisfYr. Jedeatomare Formel hat die Eigenschaft B.
Dieser Teilbeweis greift auf die Voraussetzungen zurY .
Indukionsannahne
Esseien F und G Formdl, die die Eigenschat B haben.
# Kein Beweis erforderlich, keine EinschrShkungerlaubt
# ErgShzendeDefinitionen sind hier m3glich.
Indukionsschritt
# Teilbeweise fYr. Die Formeln AF, (F A G), (F v G), (F = G) und(F < G) haben
die Eigenschat B.
Diese Teilbeweise greifen auf Voraussetzungen und Indukionsannahme zurY .
ResYnee
GemS8 dem Prinzip der strukturellen Indukion hat jede Formel der Aussagenlogik die
Eigenschat B.
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Prinzip der strukturellen Rekursion

Der Aufbau von komplexen Formeln aus einfacheren Formeln dient auch als
Grundlage, um Funktionen Ybe die Formelmengezu definieren.

Essei D eine(bdiebige) Menge Um eine Funktion A,die Formeln in D abbildet, zu
definieren, genYgtes, folgende(einfache) Funktionen festzulegen:
1. eineAbbildungAn g der Aussagensymbole auf Elemente von D:
AnsiAspL—D )
2. eineAbbildungAa vonD nach D: Ai: D — D
3. vier Abbildungen von Paaren von Elementen von D auf Elemente von D, dieden
Junktoren zugeordne werden: A,, A,,A,,A..:DUD—D
Dann existiert genau eine Funktiion A:L o| — D, so dass gilt:
Rekursiondasis: FYrjedes Aussagensymbol AT A sp| ist AQ) = A g(A).
Rekursionsschritt: FYralle Formeln F, GT L gilt:
AQF) = AA(AF)), A(F A G)) = A (AF), AG)),
A(Fv @) =AA(F),AQ), A(F= 0))=A.(AF),AG))
A(F = G)) = A=(AF), AG)).
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Zum Selbststudium: Funktionen

Vgl. BiggsKapitel 2

Funktionen

| ordnen Objekten eines Definitionsereiches (DomSng (M)

I Objekte eines Wertebereichs (M,,) zu.

I Definitiondereich und Wertebereich eine Funktion sind Mengen.

I Symbolisch stellen wir das wiefolgt dar A:My— M,

I Die Art undWeise wie diese Zuordnungerfolgt, kann durch eine
Abbildungsorschrift beschrieben werden.

I Abbildungsorschriften werden Ybicherweise wie folgt notiert:
AK) = E undhier kommt eine Spezifikation des Wertes E
X ist hier eine Variable, die ale Elemente des Definitiondereichs M als Wert
annehmen kann, A) liegt aber in M,,, dem Wertebereich der Funkton.

Beispiele

I Der Ausdruck &enetischer VaterQsteht fYreine Funktion, die allen Menschen einen
Menschen mSnlichen Geschlechts zuordné.

1 &Gewicht in GrammOsteht fYreine Funktion, die allen materiellen Objekten eine
Zahl zuordnd.
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Beispiel: Rekursive Definition vom Grad einer Formel

Definition 2.11 (Grad einer Formel)
Es seien folgende Funktionen gegeben:

gradp s Aspl — ! o, gradp g(A)=0 fYralleAT AspL

grada; ! o —! o, grada(n)=n+1 fYralen ! |

grad,:! ,i! ;—=!, grad,(nmy=n+m+1 fYralen,mi !,

grad, =grad_, =grad., =grad,

Dann existiert genau eéine Funktiongrad: La| —! ,, sodassgilt:
Rekursiondasis: FYrA T A sp| ist grad(A) = gradp s(A)=0.
Rekursionsschritt: FYralle Formeln F, GT L | gilt:

grad(AF) = gradz(grad(F)) =grad(F) + 1

grad((F A G)) =grad,(grad(F), grad(G)) =grad(F)+grad(G)+1
grad((F v G)) =grad,(grad(F), grad(G)) =grad(F)+grad(G)+1
grad((F = G)) =grad_(grad(F), grad(G)) =grad(F)+grad(G) +1
grad((F = G)) =grad.(grad(F), grad(G)) =grad(F) +grad(G) +1

Jede Formel ha elnen eindautig bestimmten Grad.
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Beispiel: grad(A((A A B) v C))

grad(A(A A B) v O)) @
=grad((AAB)vC)+1

=(grad((A A B)) +grad(C) +1) +1
=((grad(A) + grad(B) + 1) + grad(C) +1) +1

=((0+0+1)+0+1)+1

0 [
A B
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Beispiel: Rekursive Definition von der Tiefe einer Formel

Definition 2.12 (Tiefe einer Formel)
Es seien folgende Funktionen gegeben:

tiefep ss Asal — "o tiefep g(A)=0 fYralleAT AspL
tiefea: ! o —! o, tiefea(n)=n+1 fYralen ! |
tiefe ;! (0! o =1, tiefe,(n,m)=max(n,m)+1 fYralen,mi !
tiefe,, = tiefe_, =tiefe., =tiefe,
Dann existiert genau eine Funktontiefe: Lao| —! ,, so dassgilt:
Rekursiondasis: FYrA T A sp| it tiefe(A) =tiefep g(A) =0.
Rekursionsschritt: FYralle Formeln F, GT L | gilt:
tiefe(AF) = tiefe A(tiefe(F)) = tiefe(F) + 1
tiefe((F A G)) =tiefe,(tiefe(F), tiefe(G)) = max(tiefe(F), tiefe(G)) + 1
tiefe((Fv G)) =tiefe (tiefe(F), tiefe(G)) = max(tiefe(F), tiefe(G)) +1
tiefe((F= G)) =tiefe_(tiefe(F), tiefe(G)) = max(tiefe(F), tiefe(G)) +1
tiefe((F = G)) =tiefe_ (tiefe(F), tiefe(G)) = max(tiefe(F), tiefe(G)) +1
Jede Formel ha eine eindeutig bestimmte Tiefe.
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Zum Selbststudium: Beispiel: tiefe(A(A A B) v C))

tiefe(A((A A B) v C))
=tiefe((AAB)vC)+1 a
= (max(tiefe((A A B)), tiefe(C)) +1)+ 1
= (max(max(tiefe(A), tiefe(B)) + 1, tiefe(C)) + 1) + 1 o
=(max(max(0,0)+1,0)+1)+1
=(max(1,0) +1)+1

=(1+1D+1 0 C

=3
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Zum Selbststudium: Unterschied von grad und tiefe

Vergleichen Sie die Funktionen grad undtiefe an Hand der Berechnunge fYrdie
Formel ((A A B) v (A = B)) mit dem Strukturbaum
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Zum Selbststudium:
Unter schied zwischen den Folien und Schsning

Schining fYht die AusdrYke (F = G) und(F < G) ds AbkYrzunge ein.
Damit sind = und < eigentlich keine Junktoren.

(Der Grundvon Schningist wahrschenlich, dass damit die strukturelle Indukion
etwas einfacher wird.)

Wir verzichten hier auf die EinfYhungvon AbkYrzungen, dadie AbkYrzungen in
frYheen Semestern zu Unklarheiten gef Yt haben. Stattdessen benutzen wir ein
reicheres Junktoreninventar und machen unsbe den Beweisen etwas mehr Arbat.

GrundsSSzlich gilt: Die Form des Indukionsanfangsund des Indukionsschrittes hShgt
mit der Definition der Syntax der gewShiten Sprache zusammen.
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FAQ: Zur Definition von Formeln

Ist esein Fehler, wenn wir in T bungsaufgaben zu viele oder zu wenig
Klammern schreiben?
I Eskommt drauf an.
I Ja, wennesin de T bungsufgabe gezielt um die Klammerung geht.
I Ja, wenn dadurch Mehrdeutigketen entstehen (— zu wenig Klammern).
I Nein, bd YbeflYsigen Klammern, wenn es nicht um die Klammerunggeht.
I Eswerden auch noch weitere Klammerersparnisregdn eingef Y ht.

Wozu dient die Definition der Formeln?

I Siedientim Wesentlichen dazu, festzulegen, welche Dingewir zu berYdsichtigen
haben, wenn wir Behauptungen Ybe Formeln aufstellen und diese beweisen wollen.

I Die Prinzipien der Strukturellen Indukion undder Strukturellen Rekursion greifen
auf diese Definition zurY k.

| Sieist die Basis eines Formel-Parsers, also eines Programms, das Formeln einliest
undihre syntaktische Struktur andysiert.

I http://logik.phl.univie.ac.at/~chris/gateway/formular-zentral.html (8.4.07)
Verarbatungsnodus "Augdrucksbaum als Graphik"
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