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Grenzen der CFG ?
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Zur Beantwortung der ersten Frage benštigen wir  
Eigenschaften, die fŸr jede kontextfreie Sprache gelten 

und fŸr formale Sprachen leicht falsiÞzierbar sind!
Einige Abschlusseigenschaften und Entscheidbarkeitsfragen
sind schon bekannt und auch die letzte Frage wird positiv 

beantwortet werden!

¥ Wo sind die Grenzen von Cf ?

¥ Was für Abschlusseigenschaften hat Cf ?

¥ Was für Entscheidbarkeitsresultate kennen wir?

¥ Gibt es ein Automatenmodell für Cf ?
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Abschlusseigenschaften der Familie Cf
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Es gibt noch einige Abschlusseigenschaften mehr, 
aber diese sind die Wichtigsten!

Einfacher Beweis mit Kellerautomaten!

+ Vereinigung

+ Durchnittsbildung mit regulären Mengen

– Durchnittsbildung

– Komplement

+ Konkatenation (richtiger: Komplexprodukt)

+ Kleeneabschluss (+-Bildung/! -Bildung)

+ Homomorphismen

+ kontextfreie Substitutionen
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1. L (G3) = L 1 " L 2: P3 := P1 # P2 # { S3 $% S1 | S2} ,

2. L (G4) = L 1 áL 2: P4 := P1 # P2 # { S4 $% S1S2} ,

3. L (G5) = L +
1 : P5 := P1 # { S5 $% S1S5 | S1} ,

4. L (G6) = L ∗
2: P6 := P2 # { S6 $% S2S6 | ! }

Beweis:

Seien Gi := (Σi , Ni , Pi , Si ), i & { 1, 2} , CFG’s mit L i = L (Gi ).

Gk := (Σ1" Σ2, N1# N2, Pk , Sk ), k & { 3, 4, 5, 6} , erzeugt L 1" L 2,
L 1 áL 2, L +

1 und L ∗
1 mit passender Regelmenge Pk :

Im Einzelnen:

4

Satz 15:

Sind L 1, L 2 & Cf so sind auch die Sprachen L 3 := L 1 " L 2,
L 4 := L 1 áL 2, L 5 := L +

1 und L 6 := L ∗
1 kontextfrei.
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fehlende Abschlusseigenschaften bei Cf
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¥ Die Familie der kontextfreien Sprachen ist nicht ab-
geschlossen gegenüber folgenden Operatoren:

1. Durchschnittsbildung
2. Komplementbildung
3. Bildung einer Mengendifferenz

¥ Den Beweis führen wir indirekt:

– L 1 := {an bn | n ∈ IN } wie auch
L 2 := {bm cm | m ∈ IN } sind kontextfrei.

– L 3 := L 1 · {c}∗ und L 4 := {a}∗ · L 2 ist kontextfrei.

– L 5 := L 3 ∩ L 4 = {an bn cn | n ∈ IN } ∈C f . L 5 ist
aber nicht kontextfrei!

• 2. und 3. folgen somit direkt!
tzen FG

| n
Dies zeigt man mit dem uvwxy-Theorem!
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Wie sehen Ableitungen aus?
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¥ Eine kontextfreie Grammatik besitzt nur endlich vie-
le Nonterminale, z.B.: n.

¥ Ist in einem Ableitungsbaum ein Pfad länger als n,
so kommt ein Nonterminal doppelt vor.

¥ Daraus ergeben sich weitere Ableitungsbäume, die
ebenfalls zu Terminalwörtern führen!

¥ Ableitungsbäume von CNF -Grammatiken haben be-
sonders schöne Eigenschaften.
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großer Ableitungsbaum
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Ableitungsbaum mit Wiederholung
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Wiederholung entfernen
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Wiederholung öfter einsetzen
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uvwxy-Theorem
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Satz 14:

Für jede kontextfreie Sprache L & Cf gibt es eine Zahl
n & IN , so dass jedes Wort z & L mit |z| ' n eine Zerlegung
z = uvwxy besitzt, für die folgendes gilt:

(i) |vx| ' 1
(ii) |vwx| ( n

(iii) ) i ' 0 : uvi wxi y & L

¥ Mit dem uvwxy-Theorem, kann NICHT gezeigt werden,
dass eine Sprache kontextfrei ist!!!
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Anwendung des uvwxy-Theorems
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¥ L := { an bn cn | n & IN } ist nicht kontextfrei.

¥ Angenommen L wäre kontextfrei, dann gäbe es ein k & IN
für das die Folgerung aus dem uvwxy-Theorem zutrifft.

¥ Wähle z := ak bk ck .

¥ Da z & L und |z| ' k gelten, muss eine Aufspaltung z =
uvwxy mit |vwx| ( k und |vx| ' 1 existieren, so dass
uvi wxi y & L für alle i & IN .

¥ Alle Aufspaltungen führen zum Widerspruch:

Ð v oder x enthält a’s und b’s
Ð v oder x enthält b’s und c’s
Ð v oder x enhält nur a’s, nur b’s oder nur c’s
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noch eine Anwendung
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Beispiel: { an bm cn dm | n, m & IN } :
Sei k die Zahl aus dem Pumping-Lemma.
Für z := ak bk+1 ck dk+1 gibt es keine Aufspaltung
z = uvwxy mit ) i & IN : uvi wxi y & L .

¥ ak
︸︷︷︸ bk+1 ck dk+1 , d.h. vwx besteht nur aus a’s.

¥ ak bk+1
︸ ︷︷ ︸ ck dk+1 , d.h. vwx besteht aus a’s und b’s.

¥ ak bk+1
︸︷︷︸ ck dk+1 , d.h. vwx besteht nur aus b’s.

¥ ak bk+1 ck
︸ ︷︷ ︸ dk+1 , d.h. vwx besteht aus b’s und c’s.

¥ ak bk+1 ck
︸︷︷︸ dk+1 , d.h. vwx besteht nur aus c’s.

¥ ak bk+1 ck dk+1
︸ ︷︷ ︸, d.h. vwx besteht aus c’s und d’s.

¥ ak bk+1 ck dk+1
︸︷︷︸, d.h. vwx besteht nur aus d’s.
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Das spezielle Wortproblem fŸr kontextfreie Sprachen kann auch mit polynomiellem 
zeitlichen Aufwand entschieden werden! Der Algorithmus von Cocke, Younger und 

Kasami tut dies, steht aber weder im Sipser noch in Vossen/Witt.

Entscheidbarkeit bei Cf !

144

Satz 16:

Das spezielle Wortproblem für kontextfreie Sprachen ist ent-
scheidbar, d.h. es gibt ein Verfahren, das zu einer durch eine
CFG G spezifizierten Sprache L = L (G) für jedes beliebige w
feststellt, ob w & L gilt.

Beweisidee:
O.B.d.A. liege G in GNF vor. Da in einer Ableitung S ∗

=⇒v in jedem
Schritt ein weiteres Terminal erzeugt wird, brauchen nur die endlich
vielen Ableitungen der Länge |w| daraufhin überprüft zu werden, ob
eine darunter ist, die das Wort w generiert.

• Das Verfahren benötigt exponentiellen Aufwand!

• Dieses Entscheidungsverfahren des allgemeinen Wortpro-
blems erfordert zusätzlich die Konstruktion einer äquivalenten
GNF .
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Kellerautomat (informal)
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K
E
L
L
E
R
I
N
H
A
L
T

E I N G A B E W O R T

nur Lesen

¢

Lesen und
Schreiben nur

am oberen 
Kellerende

q0 

endliche Steuerung

¢ ist KellerbodenÐ
symbol
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Kellerautomat (formal)
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DeÞnition 22:

¥ Ein nichtdeterministischer Kellerautomat
(PDA für push down automaton) ist ein Tupel
A := (Q, Σ,Γ, ", q0, * , F ), wobei gilt:

– Q ist endliche Menge von Zuständen.

– Σ ist endliches Eingabealphabet.

– Γ ist endliches Kelleralphabet.

– ! : Q × (Σ ∪ {"}) × Γ → 2Q×Γ!
ist die endliche

Zustandsüberführungsfunktion.

– q0 ∈ Q ist der Startzustand.

– ⊥ ∈ Γ ist das Kellerbodenzeichen oder Kellerstart-
symbol.

– F ⊆ Q ist die Menge der Endzustände.

auch hier  Q statt  S  

      und q0 statt  s0

     wie es von 

    Vossen/Witt   

   benutzt wird!
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Konfigurationen
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u,v|wz1 z2

Diese Form der Kanteninschrift  kommt so nicht in Vossen/Witt vor, aber bei Sipser Šhnlich: u,v ö w !

¥ Wichtige Notation: Der Kellerinhalt wird durch ein Wort
v & Γ∗ so beschrieben, dass das oberste Zeichen des Kelle-
rinhaltes in v ganz am Anfang, d.h. links, steht.

¥ Beispiel: abab* bedeutet, dass a das oberste und * das
unterste Zeichen im Keller ist.

¥ KonÞgurationen sind Elemente aus Q + Σ∗ + Γ∗.

¥ Zunächst eine weitere Notation: Zustandsüberführungen
werden als beschriftete Kanten im Zustands(übergangs)diagramm
gezeichnet. Für (z2, w) & " (z1, u, v):
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Übergangsrelation zwischen Konfigurationen
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Beispiel PDA:

¥ O!ensichtliche Frage:

Ð Was ist die akzeptierte Sprache eines PDA?
Ð . . . dazu benötigen wir folgende Begriffe:

! Rechnung/Erfolgsrechnung eines PDA
! Konfiguration eines PDA
! Überführungs- oder Transitionsrelation ei-

nes PDA

a,¢|¢
a,A|A

b,A|è
b,¢|è

a,A|AA
a,¢|A¢

z z'
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Konfiguration eines PDA
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€hnlich wie bei endlichen Automaten erklŠren wir eine 
Relation fŸr KonÞgurationen und deren †bergŠnge.

DeÞnition 23:

Für einen PDA K heißt w & Q + Σ∗ + Γ∗ KonÞguration gdw.
• w = (p, u, v) mit u ∈ Σ∗, v ∈ Γ∗ und p ∈ Q:

• K befindet sich im Zustand p, die noch zu verarbeitende Ein-
gabe ist u und v ist der Kellerinhalt.

• v = " bedeutet, dass gar nichts, nicht einmal das Kellerboden-
zeichen, im Keller steht!

• Falls v )= ", dann ist v ∈ Γ · Γ∗, d.h., ganz links in v steht das
oberste Kellersymbol.

• Entsprechend bedeutet u = ", dass die Eingabe vollständig ge-
lesen wurde.
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Die Überführungsrelation beim PDA
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DeÞnition 24:

Seien u, u′, v & Γ∗, w, w′ & Σ∗ und z, z′ & Q.
Zwischen Konfigurationen eines Kellerautomaten A wird die
¬Uberf ¬uhrungsrelation (Rechenschritt-, Transitionsrelation)

, - (Q + Σ∗ + Γ∗) + (Q + Σ∗ + Γ∗)

definiert durch:

(z, xu, yv′) , (z′, u, y′v′) gdw. (z′, y′) & " (z, x, y)

Wie üblich bezeichnet , ∗ die reflexive, transitive Hülle von ,
und wir schreiben , A , wenn andernfalls unklar ist, zu welchem
PDA diese Überführungsrelation gehört.
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Akzeptierten von Wörtern mit PDA
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¥ Verwendet werden i.A. Bedingungen an die Konfiguration
eines Automaten.

¥ Zur Erinnerung: Bei endlichen Automaten musste
ein Endzustand erreicht werden.

¥ Beim Kellerautomaten haben wir zwei Möglichkeiten:

Ð Zustand der Steuerungskomponente
Ð Speicherzustand

¥ Dies führt zur Akzeptierung mit Endzustand und zur
Akzeptierung mit leerem Keller .
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mit Endzustand akzeptierte Sprache
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DeÞnition 25:

Die vom dem PDA A := (Q, Σ,Γ, ", q0, * , F ) mit Endzustand
akzeptierte Sprache L (A) (Bei Vossen/Witt mit L F (A) be-
zeichnet) ist

L (A) :=
{

w & Σ∗ | . p & F : . # & Γ∗ : (q0, w, * ) , ∗ (p, !, #)
}

Beispiel: L (A) = { an bm | n, m & IN / n ' 1 / n ' m}

. . . für jedes gelesene b muss vorher ein a gelesen worden sein!

a,¢|¢
a,A|A

b,A|è
b,¢|è

a,A|AA
a,¢|A¢

z z'
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Beispielrechnung
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a,¢|¢
a,A|A

b,A|è
b,¢|è

a,A|AA
a,¢|A¢

z z'
Start (z, aaabb,* )

, (z, aabb, A* )

, (z, abb, AA* )

, (z, bb, AAA* )

¥ und hier blockiert der PDA.

¥ Eine weitere Rechnung für aaabb:
(z, aaabb,* ) , (z, aabb, A* ) , (z, abb, AA* ) , (z′, bb, AA* ) ,
(z′, b, A* ) , (z′, !, * )

Zwar ist der Keller nicht leer (er enthält noch * ), aber es
ist ein Endzustand erreicht! Folglich akzeptieren!

¥ Für aabbb, jedoch, existiert keine Erfolgsrechnung.
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mit leerem Keller akzeptierte Sprache
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DeÞnition 26:

Die vom nichtdeterministischen PDA A mit leerem Keller
akzeptierte Sprache L ! (A) ist:

L ! (A) :=
{

w & Σ∗ | . p & Q : (q0, w, * ) , ∗ (p, !, ! )
}

Beispiel: L ! (A) = { an bn | n & IN , n ' 1} . . . für jedes gelesene

b muss vorher ein a gelesen worden sein und für jedes a muss
später ein b folgen!

a,¢|¢
a,A|A

b,A|è
b,¢|è

a,A|AA
a,¢|A¢

z z'
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Äquivalenz (wie üblich)
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DeÞnition 27:

Zwei Kellerautomaten A und B heißen ¬aquivalent genau dann,
wenn ihre mit Endzustand akzeptierten Sprachen gleich sind,
d.h. L (A) = L (B ) gilt.

¥ Merke: Dieser Äquivalenzbegriff vergleicht nur PDAs , die
im Endzustand akzeptieren!

¥ Eine Verallgemeinerung wäre aber natürlich möglich:

Ð bezüglich der mit leerem Keller akzeptierten
Sprachen (L ! (A) = L ! (B ))

Ð ”interdisziplinär“ (L (A) = L ! (B ))
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Akzeptieren mit Endzustand oder mit leerem Keller?
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Satz 17:

Es existiert zu jedem PDA A := (Q, Σ,Γ, ", q0, * , F ) ein PDA
B := (Q′,Σ,Γ′, " ′, qstart , #, F ′) mit L (A) = L ! (B ) = L (B ).

Beweis:
Konstruiere PDA B := (Q′,Σ,Γ′, " ′, qstart , #, { qaccept } ) mit

• neuem Kellersymbol #, also Γ′ := Γ * {#};
• neuen Zuständen Q′ := Q * {qstart, qempty, qaccept}
• (⊥#, q0) ∈ ! ′(qstart, ", #)

”
Initialisieren“ durch Darunterset-

zen des neuen Kellerbodens #.

• (", qempty) ∈ ! ′(qe, ", " ) für alle qe ∈ F
”
Übergänge zu dem,

den Keller leerenden, Zustand qempty!“

• (", qempty) ∈ ! ′(qempty, ", a) für alle a ∈ Γ
”
Keller leeren bis

auf #.“

• (", qaccept) ∈ ! ′(qempty, ", #)
”
Endzustand und leerer Keller!“

26Donnerstag, 18. Juni 2009



M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2009: 

von der  CFG  zum  PDA
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é,¢|S¢ é,¢|éq0 q1

é,A|w   für alle A ö w fl P 
a,a|é   für jedes a fl Í 

q2

Satz 18:

Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (Σ, N, P, S) kann effek-
tiv ein Kellerautomat AG := (Q, Σ,Γ, ", q0, * , F ) konstruiert
werden, für den L ! (AG ) = L (AG ) = L (G) gilt.

¥ Beweis: Sei G = (Σ, N, P, S) eine CFG .

¥ Konstruiere AG := (Q, Σ,Γ, ", q0, * , F ) mit drei
Zuständen: Q := { q0, q1, q2}

¥ Γ := N " Σ " {*}

¥ und Kanten:
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vom  PDA  zur  CFG
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Satz 19:

Für jeden PDA A ist L (A) eine kontextfreie Sprache.

Hinweis zum Beweis:

Sei B := (Q, Σ,Γ, ", q0, * , F ) der zu A existierende PDA mit
L (A) = L ! (B ).
Mittels der sog. Tripelkonstruktion wird in Vossen/Witt eine
CFG konstruiert, die mögliche Rechnungen des PDA B simu-
liert. Vorab wird der PDA B noch modifiziert.
Wir folgen hier dem Beweis von Sipser, der ebenfalls zuerst den
PDA modifiziert und dann eine CFG konstruiert:

1. der PDA B hat genau einen Endzustand, qaccept .

2. der Keller ist leer zu Beginn und geleert, wenn qaccept er-
reicht ist.

3. auf dem Keller wird stets entweder ein Symbol geschrieben
oder eines gelöscht.
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die Vorbereitung
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1. der PDA B hat genau einen Endzustand, qaccept .
2. der Keller ist geleert, wenn qaccept erreicht ist.

Beide Punkte sind durch die Konstruktion (Satz 17) von
B erfüllt. Nur um zu erreichen, dass der Keller zu Beginn leer
ist, benötigt man einen extra Startzustand, der dann das Kel-
lerbodenzeichen * ablegt und danach mit dem PDA aus Satz 17
weiter macht.

3. auf dem Keller wird stets entweder ein Symbol geschrieben
oder eines gelöscht.

Für solche Übergänge, die zuerst ein Symbol löschen und
dann etwas Längeres auf den Keller schreiben, werden Zwischen-
zustände gebildet, die alle Phasen trennen und stets nur einzelne
Symbole auf den Keller schreiben.
Ein Übergang, der den Keller unberührt lässt, bekommt auch
einen Zwischenzustand, und schreibt zuerst beliebiges Symbol,
um es gleich darauf wieder zu löschen.
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Konstruktion einer CFG aus PDA
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Der Kellerautomat startet mit leerem Keller und soll mit leerem Keller 
enden. Wenn das erste Mal x auf den Keller kommt, muss es zum Schluss 

wieder gelšscht werden. 
Der Fall, dass zwischendurch der Keller nie leer wurde, wird mit Regeln 
der Art  Apq öaArsb, p,q,r,sflQ behandelt, wobei a das im ersten Schritt 

von der Eingabe gelesene Symbol ist, und b das im letzten. 
FŸr die FŠlle, in denen der Keller zwischenzeitlich leer wird, sind folgende 

Regeln zustŠndig Apq öAprArq, p,q,rflQ.

Konstruktion:

¥ ) p, q, r, s & Q ) t & Γ ) a, b& Σ " { ! } :
wenn (r, t ) & " (p, a, !) und (q, !) & " (s, b, t), dann gehöre
Apq $% aArs b zu den Regeln von G.

¥ ) p, q, r & Q gehöre Apq $% Apr Arq zu den Regeln von G.

¥ ) p & Q gehöre App $% ! zu den Regeln von G.

FŸr eine detailliertere BegrŸndung siehe das Buch von Sipser!
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