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Definition von Komplexitét

Welcher Aufwand an Rechenzeit und Speicherplatz ist erforderlich,
um ein gegebenes Problem zu losen?

eMindestens benotigter Rechenaufwand sind untere Schranken
fur ein Problem!

Beweise oft sehr schwer! Daher ging man in der
Komplexitatstheorie dazu uber, verschiedene Probleme
miteinander zu vergleichen, um so wenigstens eine Aussage
Uber deren relative Komplexitaten zu bekommen.
Komplexitatsklassen statt Chomsky-Hierarchie!

eObere Schranke ist jeder bekannte Algorithmus.

[A strukturelle Komplexitdtstheorie

Dkonkre’re Komplexitatstheorie (Konstruktion konkreter
Algorithmen)

[JAlgorithmik (Analyse und Konstruktion guter Algorithmen)
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Chomsky Hierarchie

(Typ 0 Sprachen = aufzahlbare Mengen

Typ-0

(Typ 1 = kontextsensitive Sprachen

Grammatik,
Turingmaschine

(Typ 2 = kontextfreie Sprachen

(NTM/DTM)

onotone GrammatiR

(Typ 3 = regulare Mengen

~

linear beschrankter
Automat (LBA)

kontextfreie Grammarti
Kellerautomat (PDA)

regulare Grammati

endlicher Automat

-

(\\ (NFA/DFA)

Montag, 6. Juli 2009

Rechnungen (Wiederholung)

Definition aus FGI Vorlesung:

Eine endliche Rechnung k1 —— ko — ...— k; heif}t
Erfolgsrechnung, wenn k1 € {qo} -I'* und k; € I'* - F' - T'* gilt.

Es ist also erlaubt, dass auf k: eine weitere Konfiguration folgt,
die Rechnung also noch weitergehen konnte!

Fir die DTM A = (Z,%,1,0,qo,#, Zena) bezeichnet L(A) die von A

akzeptierte Sprache:

L(A) :={w e " | Ju,v €T* 3¢ € Zena : qow —— uqu}

Auch hier konnte die Rechnung also noch weitergehen!

Eine (D)TM halt, wenn es bei der vorliegenden Bandinschrift keine

Folgekonfiguration gibt!
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Randbedingungen fiir Zeit-Schranken

Platzbedarf wird gemessen in benutzten Bandfeldern;
Zeitbedarf wird gemessen in Anzahl von Schritten!

e Es ist niitzlich anzunehmen, dass eine TM ihre Eingabe
stets vollstandig liest und ein weiteres Feld vorriickt, um
deren Ende festzustellen.

— TM arbeitet mit Zeitbeschrinkung t(n), wenn
die kleinste Zahl der in einer w akzeptierenden Rech-
nung benutzten Konfigurationswechsel hchsten #(|w|)
ist, und das Wort vollstindig gelesen wurde. Man
sagt, dass die NTM dann max{n+1, t(n)}-zeitbeschréinkt
ist.

Montag, 6. Juli 2009

Randbedingungen fiir Platz-Schranken

Platzbedarf wird gemessen in benutzten Bandfeldern;
Zeitbedarf wird gemessen in Anzahl von Schritten!

e Wenn eine NTM mit der Platzbeschriankung s(n) arbei-
tet, dann sollte s(n) > 1 fiir jedes n € IN sein, denn die
TM muss sich wenigstens ein Feld auf dem Arbeitsband
ansehen!

— Eine NTM arbeitet mit Platzbeschrinkung s(n),
wenn die kleinste Zahl der in einer w akzeptierenden
Rechnung besuchten Bandzellen hochsten s(|w]) ist,

die NTM somit max{1, [s(n)]}-platzbeschréinkt ist.
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Wie definiert man Komplexitatsklassen?

e Zusammenfassen dhnlicher Eingaben

— iiber die Art des Problems (Semantik) ist in der Regel nur
sehr schwer eine Aussage zu machen

— Kategorisierung nur nach Linge des Eingabewortes.

Definition 68:
Seien s : IR — IR, t : IR — IR. Eine NTM T ist

o t-zeitbeschrankt gdw. sie fiir jedes akzeptierte Eingabe-
wort der Linge n mit der Zeitbeschriankung ¢(n) arbeitet.

e s-platzbeschrinkt genau dann, wenn sie fiir jedes akzep-
tierte Eingabewort der Lénge n mit der Platzbeschriankung
s(n) arbeitet.
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wichtige Komplexitatsklassen

Definition 69:

P ist die Klasse der Sprachen (algorithmischen Probleme), die
man deterministisch in Polynomialzeit erkennen (l6sen) kann.

P Space ist die Klasse der Sprachen (algorithmischen Probleme),
die man mit polynomiell viel Platz erkennen (l6sen) kann.

e Obige Klassen sind unabhéngig vom verwendeten Modell
(DTM , Registermaschine, Programmiersprache, . ..).
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Zusammenhang von Zeit- und Platzkomplexitit

e Eine TM, die t(n) Zeit (d.h. Schritte) zur Verfiigung hat,
kann nicht mehr als ¢#(n) Bandzellen besuchen.

— Umgekehrt gilt dies nicht!
e Platz kann wiederverwendet werden, Zeit nicht!

e Kann man trotzdem eine maximale Rechenzeit in Abhdngig-
keit vom verbrauchten Platz angeben?

— Ja! Idee: Sobald eine Konfiguration ein zweites Mal
besucht wird, befinden wir uns in einer Endlosschleife!

— Bleibt zu berechnen, wieviele verschiedene Konfi-
gurationen bei einer gegebenen Platzbeschrankung
moglich sind.
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Anzahl der Konfigurationen

e Wovon hingt die Anzahl der méglichen unterschied-
lichen Konfigurationen ab?
— maximal verbrauchter Platz

x Kopfpositionen auf den Arbeitsbindern
x Lange moglicher Bandinschriften

— Anzahl der Bandsymbole
x Permutationen von Bandsymbolen
— Léange der Eingabe
x Kopfpositionen auf dem Eingabeband

— Anzahl der Zustiande in der endlichen Steue-
rung

x aktueller Zustand einer Konfiguration

10
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Maximalzahl moglicher Konfigurationen

Eine Konfiguration hat die Schreibweise £ = uqu.

Es gibt |Q| viele Zustdnde und |uv| +1 = n 4 1 verschiedene

Werte fiir die Position des Symbols ¢ vor, hinter oder in der

Bandinschrift wv. Ist maximal s(n) Platz vorhanden, wird stets
s mbol!

luv| < s(n) gelten. in jedem Feld ein SY

Es gibt maximal \F\S(n) viele verschiedene Inschriften.

Insgesamt kann die DTM M also in s(n) Platz maximal
(n+1)- c15(M) = gloga(nt+1) . s(n) — Cllogcl(2) log, (n4+1)+s(n) _

c2 logy(n+1)+s(n)
€1

viele Konfigurationen beim Akzeptieren durchlaufen.

1
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Zeit versus Platz 1
Offensichtlich gilt ja

DTime (f(n)) C DSpace (f(n)),

weil keine TM mehr Felder benutzen kann, als ihr Schritte zur

Verfiigung stehen!

Uber den gerichteten Graphen aller Folgekonfigurationen,
von denen maximal s(n) viele zum Akzeptieren durchlaufen

werden mussen erhalten wir auch fur NSPACE ein Ergebnis:
Insgesamt gab es cl09(n+1)+ 5(n) viele Konfigurationen, die

uberprift werden mussen (und auch konnen)! Es folgt so:

N Space (s(n)) C D Time (k'os(m)+s(n)

12
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wichtige Folgerung

Azeptiert eine Turingmaschine eine Sprache L mit

einer Zeitbeschrankung¢(n)
oder mit einer
Platzbeschrankung s(n),

so ist L eine entscheidbare Menge!

Die Familen
P, NP, PSpace, N'PSpace
und ALLE Uber Komplexitatsbeschrankungen
(mit berechenbaren Funktionen) definierte
Sprachfamilien sind Teil der Familie der

entscheidbaren Sprachen!

13
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Zeit versus Platz 11

Es gilt sogar:

N Time (f(n)) C DSpace (f(n))

Beweisidee:

Sei M eine k-NTM die L in f(n) Zeit akzeptiert. DTM M> erzeugt
eine der moglichen Konfigurationsfolgen der NTM M als f(n) lange
Folge von natiirlichen Zahlen aus {0,1,...d}, den Adressen eines imag-
inaren Konfigurationsbaumes (d ist Maximalzahl von Verzweigungen

in einem Zustand). Das Uberpriifen einer erzeugten Rechnung auf
Akzeptanz benotigt nur f(n) Zeit und Platz. Es miissen exponentiell
viele Rechnungen tuberprift werden, was durch erneute Verwendung

des benutzten Platzes nicht mehr Platz braucht. Jede Zahlenfolge

kann in immer wieder genutztem Platz notiert werden, der maximal

c-f(n) viele Felder enthalt! (vergl. Simulation von NTM durch DTM)

14
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Arten von Problemen

Je nach Aufgabenstellung lassen sich verschiedene
Grundtypen von Problemen unterscheiden:

1. Entscheidungsprobleme
2. Suchprobleme

3. Optimierungsprobleme
4. Abzihlungsprobleme

5. Anzahlprobleme

15
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Notation von Problemen

Darstellung von Problemen grundsatzlich so:

Gegeben: ( Angabe aller verwendbaren Eingabedaten. )
Frage: ( Problemstellung mit geforderter Ausgabe. )
Antwort: ( Gewiinschte, erwartete Antwort(Moglichkeit)en. )

Ein Problem beschreibt eine Klasse von gleichartigen
Fragestellungen, nicht nur eine einzelne Frage:

NICHT:
,1st die Formel (x V (yA —x)) erfillbar?"

SONDERN:
,Hat eine beliebig vorgegebene aussagenlogische Formel eine
erfiillende Belegung?"

16
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Probleminstanzen

In der Formulierung eines Problems kommen i.A. gewisse Para-

meter vor. Fiir die Bestimmung von

ggT(m,n)

sind dies m,n € IN.
Werden alle vorkommenden Parameter durch konkrete Werte
ersetzt, so erhdlt man eine konkrete Aufgabenstellung, eine In-
stanz des Problems.

Setzen wir in unserem Beispiel m = 125 und n = 35, so bedeutet
ggT(125, 35)
die konkrete Aufgabe, den gréfiten gemeinsamen Teiler der bei-

den Zahlen 125 und 35, also 5, zu bestimmen

17
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Problem losen versus Sprache akzeptieren

Problem Prim?

Gegeben: Die Bindrdarstellung einer natiirliche Zahl n € N.

Gesucht: Ist n eine Primzahl?

Antwort: JA oder NEIN

Problem Prim? ist Entscheidungsproblem, d.h., Die Losungen

konnen nur aus der|Menge { JA , NEIN }|stammen.

Die zum Problem Prim? gehorende Sprache wiére:

Lyrim = {w e {0, 1}*‘[@0]2 ist Primzahl}

18
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Suchprobleme

...zum Beispiel:

Gegeben: ungerichteter Graph
G = (V,E) mit E C V x V und Knoten
v1,v9 € V.

Gesucht: ein Weg von v nach v

Antwort: Kantenfolge eines Pfades oder
,Es gibt keinen!“

19
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Optimierungsprobleme

...zum Beispiel:

Gegeben: gerichteter, bewerteter Graph
G:=(V,E) mit E CV x IN x V und Knoten
v1,v9 € V.

Gesucht: ein giinstigster Weg von v nach vo

Antwort: Kantenfolge eines Pfades (evtl. mit Kosten)
oder . Es gibt keinen!“

20
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Abzahlprobleme

...zumBeispiel :

Gegeben: endliche Menge von Objekten

Gesucht:

alle bindren Suchbdume fiir diese Objekte

Antwort: Aufzédhlung der bindren Suchbdume

Gebiete konkreter Algorithmen und deren Programmierung

wird das Modul
.Algorithmen und Datenstrukturen (AD)"
(jedes Wintersemester)

behandeln!

21
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Notationsvarianten

In der Literatur wird bisweilen
TIME(t) anstelle von DTIME(t)
und
SPACE(s) anstelle von DSPACE(s)
notiert!
Unsere Schreibweise mit dem Anfangsbuchstaben in

Skript, ist in der Literatur eher selten.

22
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Beispiele

{a*b*c* |k € IN} € DSpace(logn)

{wSw |w e ¥*} € DSpace(logn)

{p € {1}{0,1}* | [p]2 ist Primzahl} € DSpace (n)

{p € {1}{0,1}* | [p]2 ist Primzahl} € DTime (nlz)

Letzteres Ergebnis vom 10. Juli 2002 stammt von Manindra Agrawal
und den Bachelor-Studenten Neeraj Kayal und Nitin Saxena!

Wie zeigen wir/Sie die ersten drei Aussagen?

23
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Speed up und Kompression

Satz 45: Speed S

Zu jeder t(n)-zeitbeschriankten TM mit inf (@) = oo und je-

n—oo
dem ¢ € IR mit ¢ > 0 gibt es eine dquivalente c-t(n)-zeitbeschrank-

te TM.

i Konstruktionen
on
Satz 46:  Kompres> dhnlich der
Zu jeder s(n)-platzbeschrankten TM LBA-Kons.’rruk’rlon
ZU elner
und jeder reellen Zahl ¢ € IR mit ¢ > 0 Kontextsensitiven
gibt es eine dquivalente TM, die Grammatik!
¢ - s(n)-platzbeschriankt ist. (Blockbildung zu
neuen Symbolen)

24
24
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grundlegende Komplexitatsklassen 111

Wegen der Kompressions- und Speed Up- Satze folgt:

P = UDTz'me (n’): U D Tuime (p(n))

i>1 peEPOLY

NP = U/\/Time (n') = U N Time (p(n))

i>1 pEPOLY
PSpace = U DSpace (n*) = U DSpace (p(n))
i>1 pePOLY

NPSpace = UNSpace (n') = U N Space (p(n))

i>1 pEPOLY

Hierbei bezeichnet POLY die Klasse aller Polynome aus IR[,;!

25
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einfache Inklusionen

Diese Inklusionen folgen aus den Definitionen und der
Beobachtung, dass in f(n) Zeit nicht mehr als
f(n) Platz verbraucht werden kann!

P C NP C PSpace € N'PSpace

Wegen der Kompressions- und Speed-up Theoreme,
sind konstante Faktoren keine wirkliche
Unterscheidung zwischen den Funktionen.
Daher werden wir Funktionen nach der
,Grofsenordnung” klassifizieren!

26
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Wachstumsvergleich

US[]

G-IU-

IOI‘.[J

IDI[]

10°

10"
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Landau Notation

Definition 72:

Eine Funktion f : IN — IR wdchst mit der Ordnung g(n) bzw.
g, notiert durch(f(n) S O(g(n))} falls

g : N — IR eine Funktion ist und eine Konstante ¢ € IR™ :=
{z € R | z > 0} existiert, so dass ﬂf(n)\ <c- |g(n)Dfiir alle, bis
auf endlich viele n € IN gilt.

Etwas knapper notiert liest sich das so:

Ogm) = {f N—R|
(3e € R¥)(Ing € N)(¥n > no)[|£(n)] < clg(n)| 1}

Kurz: f wachst nicht schneller als ¢!

M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2009: 28
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Beispiel

Als weitere Beispiele seien f und g definiert durch:
f(n) :=12n* — 11n? + 1993 und g(n) := ™3> — n.
Dann ist g € O(f) aber nicht f € O(g).

Auch gilt f € O(n*) oder f € O(12000n* — 30000).

Andere Schreibweisen fiir f € O(g) sind in der Literatur
auch f = O(g) oder sehr selten f ~ O(g).

Rechenregeln

n™ e Om™) fallsm<m (1)

fn) € O(f(n)) (2)

cO(f(n)) = O(f(n)) (3)
O(0(f(n))) = O(f(n)) (4)
O(f(n)) +0(g(n)) = O(f(n)]+ |g(n)]) (5)
O(f(n))O(g(n)) = O(f(n)g(n)) (6)
O(f(n)g(n)) = [f(n)O(g(n)) (7)




Weiteres aus der O-Notation

Definition 73:

Wir definieren neben O( f(n)) noch weitere asymptotische Funk-
tionenklassen:

o(g(n)) ("klein oh”),

Q(g(n)) ("groB Omega ™),
w(g(n)) ("klein Omega”) und
O(g(n)) (" Theta”,

was in diesem Zusammenhang nur als Gro3buchstabe
auftritt),

und sagen dann:

eine Funktion f(n) ist von der Ordnung O(g(n)), wenn sie fiir
O € {0,0,9,w,0} zur Menge O(g(n)) gehort.

31
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klein ,0°¢ etc.

noch zu Def. 73:

f(n) € o(g(n)) ist dquivalent zu lim % =0

n—oo

f(n) € w(g(n)) < g(n) € o(f(n))
f(n) € Qg(n)) <= g(n) € O(f(n))

f(n)e®(g(n)) <<= f(n)€O(g(n)) und f(n) < Q(g(n)).

32
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® einmal bildlich

[f(n)]

f € ©(g) statt umstandlicher f(n) € ©(g(n))

33
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eine Vergleichstabelle

A B O 0 Q W ©
1g¥ n n* X X
nk c" X X
Jn o npsinn
2" /2 X X
nlse g n X X X
lg(n!) lg(n™) X X X
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Komplexitatstheorie

Komp Lexttiitstheorte

</
, \ 4 «
G Algorithmen 3 Beschreibung

AD = BUK >

Komplexitiit

FGI-1

\/
N\

PSpa ce/ NsSpace

DTime/NTime
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