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Was sind Homomorphismen?

Definition 82:

Eine Abbildung A von einer Halbgruppe (H,®) auf eine andere

Halbgruppe (G, ®) wird genau dann Homomorphismus genannt,

wenn Vz,y € H : h(x ©y) = h(z) ®h(y) gilt. Ein Homomorphis-
mus ist also eine strukturerhaltende Abbildung, die aufler den

Elementen auch noch die Operationen auf einander abbildet.

Sei log : IR — IR die bekannte Logarithmusfunktion, dann gilt:

log(z - y) = log(z) + log(y)
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Unterhalbgruppe und Untermonoid

Definition 84:
Fiir eine Teilmenge M C X* zum Alphabet ¥ waren M ™ und
M* wie folgt erkéart:

Mt .= UM’i mit M* := M und Mt .= M*- M
i>1

M* = M* U{e}
e M™ heifit von M erzeugte Unterhalbgruppe.

e M*heifit von M erzeugtes Untermonoid.

M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2009: 3

Montag, 1. Juni 2009

3

freies Erzeugendensystem

Definition 85:

e M heifit Erzeugendensystem von M bzw. von M*. Ist
das Erzeugendensystem M endlich, so heilen M ™ bzw.
M?* endlich erzeugt.

o M™ bzw. M* heifit von M frei erzeugt genau dann,
wenn fir Vi, k,r € IN Yu;,v; € M \ {€} aus

U1 U2 .. U = V1 V2 ... Vp

stets k = r und u; = v; folgt.
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Substitution

Wir hatten bisher gesehen, dass die Familie Reg der reguléren

Mengen abgeschlossen ist gegeniiber den Operatoren: Vereini-

gung (V), (Komplex-)Produkt, Sternbildung, Komplement, Men-
gendifferenz und Durchschnitt (A). Das Wechseln des Alphabets

durch Austausch einzelner Symbole ist offensichtlich auch kei-

ne Schwierigkeit. Man ersetze die entsprechenden Symbole in

dem die Menge beschreibenden rationalen Ausdruck. Diese Idee

wird nun verallgemeinert, indem fiir einzelne Symbole nun ganze

Sprachen substituiert werden:
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Substitution bei Wortern

Definition 87:

besitzt:
1. Fiir jedes a € 3 ist s(a) C I'* definiert.

2. s(e) :={e}.
3. Yu,v e X*:s(uv) = s(u) - s(v)

regulire bzw. eine endliche Substitution.

Eine Substitution ist ein Homomorphismus s :

wobei > und I' Alphabete sind und s folgende Eigenschaften

Ist s(a) regulédr (bzw. endlich) fiir jedes a € ¥, dann heifit s eine

o 2I‘*’
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Substitution bei Sprachen

noch Definition 87:

Fiir eine Sprache L C ¥* werde s kanonisch (in natiirlicher Wei-

se) erweitert durch:

Sei ¥ := {a,b}, ' := {0,1} sowie s : X* — I'* definiert durch:
s(a) := {1}*, s(b) := {00}. Dann gilt:

s(aabb) = {1V*{11*{0000} = {1}*{0000}

s({a"b" [n € IN}) = {1}7{(00)" | n € IN} = {1}"{00}"
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regulare Mengen sind Substitutionsabgeschlossen

Satz 53:

Die Familie der reguldren Mengen ist gegeniiber

reguldren Substitutionen abgeschlossen.

Beweils:

Jede reguldre Menge R wird durch einen rationalen Ausdruck
dargestellt. Ersetzt man nun jedes Symbol a in diesem Ausdruck
durch den rationalen Ausdruck der s(a) beschreibt, so ergibt sich

ein rationaler Ausdruck fiir s(R).
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die Familie C'f ist Substitutionsabgeschlossen

Satz 54:

Die Familie der kontextfreien Sprachen ist gegeniiber

kontextfreien Substitutionen abgeschlossen.

Bewels:

Sei G eine CFG fiir L := L(G) und G, disjunkte Grammatiken
fiir jedes Terminal a mit s(a) = L(G,,).

Ersetzt man nun jedes Symbol a in rechten Seiten der Produk-
tionen von G durch das Startsymbol der zugehoérigen CFG, so
entsteht eine neue CFG fiir s(L).
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inverser Homomorphismus

Definition 88:

Seien Y und I' endliche Alphabete sowie h : ¥X* — I'* ein Ho-
momorphismus. Die zu h inverse Relation, genannt inverser Ho-
morphismus, kann auch als totale Funktion A1 : T* — 2%
angesehen werden. Hierbei definiert h=! fiir jedes w € I'* die

Menge aller moglichen Urbilder von w durch:
A= (w) := {v e ¥* | h(v) = w}.

Diese Menge kann daher auch leer sein. Auf formale Sprachen

erweitert ergibt sich kanonisch:

L) = hH(w)

weL

10
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Beispiel 1

Sei h :{a,b,c}* — {x,y}* definiert durch

a +— Ty,

b = xy,
c — Y.
Dann ist
h(ay) = {b},
hHzx) = 0 und
h™Hayzyx) = {ac,ba}.
Beispiel 2

Sei f:{a,b,c}* — {x,y}* definiert durch

a — x,
b — Y,
C — E.

Dann ist

7' deh) = Ae,
7' {yh) = A {bHc}" und
'z yy) = {abc}.
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Reg und C'f und inverse Homorphismen:

Satz 55:

Jede der Familien Cf und Reg ist gegeniiber Anwendung

von inversen Homomorphismen abgeschlossen.

Auf die Beweise verzichten wir hier!
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Uberblick iiber Inhalte von FGI-1 zu AFSB

Funktionen vs. Relationen
e Funktionen sind eindeutig,

e Relationen brauchen nicht eindeutig zu sein!

Wo ist der Unterschied wichtig?

e In der Automatentheorie:

— Determinismus (DFA, DPDA),

— Nichtdeterminismus (NFA, NPDA)

e allgemeiner: In der Graphentheorie;
e iiberall, wo keine Eindeutigkeit gefordert ist (z.B. <, C).

M. Jantzen, FGI-1, SoSe 2009: 14

Montag, 1. Juni 2009 14




Was ist ein endlicher Automat?

e DFA A= (Q,%,9,z2,F)
— 0 meist grafisch dargestellt durch Zustandsiibergangs-
280 b %@
a b

— oder als Ubergangstabelle mit F' := {z}
0| a | b

diagramm, z.B.:

20 20 | <1

Z1 zZ1
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Eigenschaften

e DFA vs. NFA

— 7Zu jedem NFA existiert aquivalenter DFA.

— Idee: Merke in den Zustinden des Potenzautomaten,

wo man sich im NFA aufhalten konnte.

— Endzustidnde sind diejenigen, in denen im NFA ein

Endzustand erreichbar war.
e Vollstandigkeit

e weitere Figenschaften: (fast) buchstabierend
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Abschlusseigenschaften (Typ-3)

Fiir reguldre Mengen R; und Rs, auch regulir:
e Vereinigung R;U R»
e Komplexprodukt R;- Ro
e Sternbildung Rj
e Durchschnitt R; N R,
e Komplement >*\ R,
e Reversal R®"
e (inverse) Homomorphismen h(Ry), h™}(Ry)

e reguldre Substitution o (Ry)
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regulire Ausdriicke

Sei Y ein Alphabet.

Regulére ,,Grund-“Ausdriicke sind:
e () ist reguldrer Ausdruck My=0={}
e ¢ ist regulirer Ausdruck fiir alle a € X2 M, = {a}

Sind A und B regulédre Ausdriicke, dann sind auch folgende Aus-

driicke regulér:
e (A+B) Mat+p) = (MaUMp)
e A-B Ma.p=Ma-Mp

o (A) Mgy = (Ma)”
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regulire Ausdriicke \ vs. regulire Mengen

Regulédre Ausdriicke beschreiben genau die regulédren Mengen!

e Durch endliche Automaten beschriebene Sprachen lassen

sich auch durch regulidre Ausdriicke beschreiben.
[ Rf’ ;-Konstruktion von Kleene |

e Durch reguldre Ausdriicke beschriebene Mengen sind auch

durch endliche Automaten darstellbar.

[ Abschlusseigenschaften |
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kontextfreie Sprachen

...lassen sich beschreiben durch

e Kontextfreie Grammatiken G=(X,N,P,S)
A— w N x (N UX)*

e Chomsky-Normalform-Grammatiken Vn x (V& U Vp)
A— BC oder A — a

e Greibach-Normalform-Grammatiken N x> -N*
A— aA1 A2 s
e Kellerautomaten A= (2,31, K, Zstarts Zend)

ein DPDA muss immer ein Symbol auf dem Keller anse-

hen! Spezialfall: RLGs dquivalent zu NFAs
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Ableitung(-sbaum)
Grammatik mit Regeln: S — aSbS | A

Ableitungen konnen geschrieben werden:

e linear:

S = aSbsS = aaSbsSbsS = aabSbS = aabbS = aabb

S
e als Baum:
a S b S
a S b S
A A

Ableitungsbdume + Chomsky-Normalform

= Pumping-Lemma
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Teilklassen der kontextfreien Sprachen

Echte Teilmengen der kontextfreien Sprachen sind:

e Durch eindeutige kontextfreie Grammatiken erzeugte Sprachen:
w € L(G) hat genau einen Ableitungsbaum bzw. genau

eine Linksableitung.

e Durch deterministische Kellerautomaten akzeptierte Sprachen.
Beispiel:
L = {wcw™" | w € {a,b}"} ist deterministisch kontextfrei und

eindeutig:

S — aSa | bSbh | c ist eindeutige Grammatik fiir L.

e Die reguliren Mengen. [Konstruktion einer CFG aus einem FA]
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Akzeptierungsbedingungen

Ein Wort w wird von einem endlichen Automaten A akzeptiert, gdw.
es eine Erfolgsrechnung von A auf w gibt. (20, w) F— (ze, €) mit zg €
Qstart U-nd Ze c F

Bei Kellerautomaten: zwei unterschiedliche Bedingungen.

¢ mit Endzustand akzeptierte Sprache L(A) (qo, w, L) (p, €, v)
mit qo € Qstart und p € F

e mit leerem Keller akzeptierte Sprache N(A) (qo,w, L)
(q,€,€) mit go € Qstart und q € Q

Beide Akzeptierbedingungen sind fiir PDA’s dquivalent!

DBDA’s akzeptieren mit leerem Keller nur prafixfreie Sprachen!
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Abschlusseigenschaften (Typ-2)

kontextfrei | det. kontextfrei

Vereinigung °

Durchschnitt

Durchschnitt mit

reguldren Mengen ° °
Komplexprodukt °
Sternbildung °

Komplement °
kontextfreie Substitution °
Homomorphismen °

inverse Homomorphismen °
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Entscheidbarkeiten (Typ 2)

kontextfrei | det. kontextfrei

Leerheit ° °

Universalitat °

Endlichkeit ° °

Wortproblem ° °
Inklusion

Aquivalenz °

Eindeutigkeit °

Nicht entscheidbar sind dagegen (unter anderem):
e Ein-/Mehrdeutigkeit kontextfreier Grammatiken

e L1 N Ly =0 fiir kontextfreie Sprachen L; und L-
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formale Schreibweisen

Es ist wichtig, z.B. Mengen formal korrekt zu notieren:

,Die Menge L aller Worter, die zwei d’s enthalten.*
e Uber welchem Alphabet? Y = {e,d}
e Mindestens zwei oder genau zwei d’s?
e Darstellungsmoglichkeiten:
— L =L(A) fir
A - ({O’ 17 2}7 {C’ d}7 {(0’ C’ 0)7 (07 d7 0)7 (07 d7 1)7
(L,e1),(1,d,1),(1,d,2),(2,¢,2),(2,d,2)},{0},{2})

— L =L(G) fir G = ({c,d},{S, A}, P, S
mit P := {(S, AdAdA), (A, cA), (A, dA), (A, e)}

— L=Mgfir R=(c+d)"d(c+d)"d(c+d)"
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noch wenige Tage bis zur Klausur...

Klausurtermin:
27. Juli 2009
09:00 - 12:00

Audimax 1

Einlass von 09:00 bis 09:20 Uhr.
Jede bzw. jeder meldet sich zuerst vorne am Pult,
dort wird auf die Platze ,verteilt®!
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und nun...

entspannen Sie
sich...

Lesen Sie nur wenig
zum Thema...

v l
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