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L
o

g
ik u

n
d

 L
o

g
isch

e S
p

rach
en

:
E

in
ig

e Z
w

isch
en

b
em

erku
n

g
en

L
o

g
isch

e S
p

rach
en

•
S

ind R
epräsentationssprachen

•
E

rlauben S
chlüsse über D

om
änen

•
B

asieren auf O
perator-O

peranden K
onstruktionen

M
en

sch
lich

e K
o

n
zep

tu
alisieru

n
g

 vo
n

 D
o

m
än

en
•

B
asiert auf internen R

epräsentationen
•

Legt K
ategorisierung der E

ntitäten in D
om

änen zugrunde

L
o

g
isch

e S
p

rach
en

 sin
d

 d
as R

esu
ltat m

en
sch

lich
er

K
o

g
n

itio
n

D
iese Z

w
ischenbem

erkungen sind als Ü
berleitung zu den beiden

letzten A
bschnitten des Logik-T

eils der LO
S

-V
orlesung zu verstehen:

S
ortenlogiken und typisierte Logiken stellen w

eitere syntaktische und
sem

antische M
ittel zur V

erfügung, m
it denen die interne S

truktur von
D

om
änen berücksichtigt w

erden kann.

•
D

ie B
egriffe „S

orte
“ und „T

yp
“ der Logik sind zw

ar beide
im

 H
inblick auf den B

egriff des „T
yps“ oder besser

„D
atentyps“ der Inform

atik relevant, d
ürfen aber

n
ich

t m
it diesem

 identifiziert w
erden.

H
ierauf sollte im

 w
eiteren V

erlauf der beiden A
bschnitte

sorgfältig geachtet w
erden.

•
Z

ur S
ortenlogik in der Inform

atik, siehe u.a.:
•

G
allier, Jean H

. (1987). Logic for C
om

puter S
cience

. N
ew

 Y
ork:

John W
iley. (chapter 10).

•
E

nderton
, H

erbert B
. (2001). A

 M
athem

atical Introduction
 to

Logic. H
arcourt, A

cadem
ic P

ress: S
an D

iego.
•

S
perschneider, V

. &
 G

. A
ntoniou

 (1991). Logic. A
 F

oundation
for C

om
puter S

cience. A
ddison

-W
esley: W

orkingham
, E

ngland.
•

Z
u logischen S

prachen als R
epräsentationsspprachen (und zu

einigen A
nw

endungen der Idee der S
ortierung in der

W
issensrepräsentation), siehe auch:

•
H

abel, C
hristopher (1986). P

rinzipien der R
eferentialität. B

erlin:
S

pringer-V
erlag.

[A
nm

. C
 H

abel: Ich habe das B
uch 1984

–85 geschrieben, und
w

ürde jetzt einiges anders m
achen, aber im

 W
esentlichen ist

dies m
eine H

altung zur W
issensrepräsentation.]
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M
eh

rso
rtig

e L
o

g
ik – E

in
 m

o
tivieren

d
es B

eisp
iel (1)

E
in

 P
o

stu
lat d

er E
u

klid
isch

en
 G

eo
m

etrie (P
layfairs A

xio
m

)�
Z

u jeder G
eraden

 und jedem
 P

unkt, der nicht auf ihr liegt, existiert
genau eine G

erade
, die durch den P

unkt verläuft und parallel zu
der G

eraden
 ist.

(∀
x) (∀

y) ((line(x) ∧
 point(y) ∧

 ¬
on(y, x)) ⊃

(∃z) (line(z) ∧
 on(y, z) ∧

 parallel(x, z) ∧
(∀

v) ((line(v) ∧
 on(y, v) ∧

 parallel(x, v)) ⊃
 (z =

 v))))

•
E

insortige
 Logik: T

erm
e / Q

uantoren
 tragen keine „Inform

ation
“

über die intendierten
 A

nw
endungs- / D

enotationsbereiche.

•
D

as hier form
ulierte P

ostulat ist eine
 R

eform
ulierung von E

uklids
fünftem

 P
ostulat, dem

 „P
arallelenpostulat“.

„O
riginalform

ulierung
“ (Ü

bers. T
haer, Leipzig 1933):

•
G

efordert soll sein:
...

„U
nd dass, w

enn eine gerade Linie beim
 S

chnitt m
it zw

ei geraden
Linien bew

irkt, dass innen auf derselben S
eite entstehende

W
inkel zusam

m
en kleiner als zw

ei R
echte w

erden, dann die
zw

ei geraden Linien bei V
erlängerung ins unendliche sich

treffen auf der S
eite, auf der die W

inkel liegen, die zusam
m

en
kleiner als zw

ei R
echte sind.“

•
D

iese R
eform

ulierung, auch als P
layfairs A

xiom
 (1795) bezeichnet,

hat den V
orteil, dass im

 K
ontrast zur F

orderung der E
xistenz einer

parallelen G
eraden durch den P

unkt, A
rten nicht-euklidischer

G
eom

etrien charakterisiert w
erden können.
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 C
h. H

abel / C
. E

schenbach: Logik &
 S

em
antik

 12 –
 4

M
eh

rso
rtig

e L
o

g
ik – E

in
 m

o
tivieren

d
es B

eisp
iel (2)

U
n

tersch
eid

u
n

g
 vo

n
 O

b
jektso

rten
•

bei der A
nw

endung logischer S
prachen

•
B

eispiel: klassische E
uklidische G

eom
etrie

G
eraden, P

unkt, E
benen, K

reise, …

•
M

ehrsortige
 Logik: T

erm
e / Q

uantoren
 tragen „Inform

ation
“ über

die intendierten
 A

nw
endungs- / D

enotationsbereiche.

•
B

eispiel: V
ariablen, die m

it l beginnen, stehen für G
eraden

V
ariablen, die m

it p beginnen, stehen für P
unkte

E
in

e R
efo

rm
u

lieru
n

g
 vo

n
 P

layfairs A
xio

m
(∀

l1 )(∀
p) (¬

on(p, l1 ) ⊃
 (∃

l2 ) (on(p, l2 ) ∧
 parallel(l1 , l2 ) ∧

(∀
l3 ) (on(p, l3 ) ∧

 parallel(l1 , l3 )) ⊃
 (l2  =

 l3 ))))



5

 C
h. H

abel / C
. E

schenbach: Logik &
 S

em
antik

 12 –
 5

M
eh

rso
rtig

e L
o

g
ik – D

ie G
ru

n
d

id
ee

D
ie M

en
g

e d
er T

erm
e vo

n
 LL LL

P
L  ist in

 S
o

rten
 u

n
terteilt

•
S

orten: eine nicht-leere endliche M
enge

•
S

ortierung der K
onstanten

•
S

ortierung der A
rgum

entstruktur von F
unktions- und

R
elationsym

bolen
•

S
ortierung von F

unktionsw
erten

N
o

tatio
n

elle
 V

arian
ten

 so
rtierter Q

u
an

tifikatio
n

•
(∀

 l)
die

 V
ariablenm

engen
 sind unterschieden.

bzw
. (∀

 p)
•

(∀
x:LIN

E
) 

V
ariablen einer S

orte w
erden durch einen Index

bzw
. (∀

x
LIN

E) 
ausgezeichnet.

•
(∀

L
IN

E  x)
F

ür jede S
orte gibt es eigene

 Q
uantoren.

6

 C
h. H

abel / C
. E

schenbach: Logik &
 S

em
antik

 12 –
 6

M
eh

rso
rtig

e L
o

g
ik – A

u
sd

ru
cksad

äq
u

ath
eit

In
 jed

em
 D

reieck b
eträg

t d
ie W

in
kelsu

m
m

e 180
˚

einsortig
:

(∀
x) (dreieck(x) ⊃

 w
inkelsum

m
e(x) =

 180
˚)

m
ehrsortig

:(∀
dr) w

inkelsum
m

e
(dr) =

 180
˚

E
s g

ib
t ein

 g
leich

seitig
es D

reieck
einsortig

:
(∃x) (dreieck(x) ∧

 gleichseitig(x))
m

ehrsortig
:(∃dr ) gleichseitig(dr)

H
ierbei sei jew

eils dr eine V
ariable der S

orte ‚D
reieck‘
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S
o

rten
ko

rrekth
eit

W
as ist vo

n
(#)

π
 ist eine P

rim
zahl

prim
(π

)
zu

 h
alten

?
Z

w
ei m

ö
g

lich
e R

eaktio
n

en
•

(#) ist falsch
,

dann ist ¬
prim

(π
) w

ahr.
D

ies kann zu F
ehlschlüssen führen:

E
igenschaften von N

icht-P
rim

zahlen: sie haben echte T
eiler.

•
(#) ist nicht sinnvoll, ist sorteninkorrekt, sortal nicht korrekt
denn die E

igenschaft …
ist P

rim
zahl kann nur natürliche Z

ahlen
zu- oder abgesprochen w

erden.

•
D

as K
onzept der „sortalen K

orrektheit“ ist ein zentrales K
onzept fü

r
die S

em
antik natürlicher S

prachen.
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 C
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S
ig

n
atu

ren

D
efin

itio
n

•
E

ine m
ehr-sortige S

ignatur ist ein P
aar 〈SS SS, Σ〉, w

obei die M
enge

der S
ortensym

bole SS SS eine endliche nicht-leere M
enge ist und Σ

eine
 aufzählbare

 M
enge von Z

eichenketten der F
orm

f:s
1 s

2 …
s

n →
s oder P

:s
1 s

2 …
s

n , m
it s

1 , s
2 , …

, s
n , s ∈

 SS SS.
•

W
enn f:s

1 s
2 …

s
n →

s ∈
 Σ

, dann nennen w
ir f ein F

unktionssym
bol

der S
orte

 s
1 s

2 …
s

n →
s.

•
W

enn c:→
s ∈

 Σ
, dann nennen w

ir c eine K
onstante der S

orte
 s.

•
W

enn P
:s

1 s
2 …

s
n  ∈

 Σ
, dann nennen w

ir P
 ein R

elationssym
bol der

S
orte

 s
1 s

2 …
s

n .
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S
ig

n
atu

r: E
in

 B
eisp

iel

S
p

ezifikatio
n

 ein
es K

ellersp
eich

ers (ü
b

er n
atü

rlich
en

Z
ah

len
)

S
ignatur: 〈SS SS

, Σ〉
S

orten: SS SS =
 {stack, nat}

Σ
 =

 {0:→
nat, succ: nat →

nat, +
:nat nat→

nat, *:nat nat→
nat,

ε:→
stack, isem

pty: stack, push
: stack nat→

stack,
pop

: stack→
stack, top

: stack→
nat, depth

: stack→
nat}

F
o

rm
eln

 d
ieser S

p
rach

e k
ö

n
n

ten
 sein

 (∀
n) (∀

s)  pop
(push(s, n

)) =
 s

 (∀
n) (∀

s) top
(push(s, n

)) =
 n

A
ufgabe 12-1

a) E
rg

änzen S
ie die S

pezifikation um
 folgende B

edingungen:

1) ε ist der einzige S
tack, auf den isem

pty zutrifft.

2) depth gibtdie
 A

nzahl der im
 S

tack gespeicherten O
bjekte an

3) Liefert die A
nw

endung von
 succ auf zw

ei natürliche Z
ahlen dasselbe E

rgebnis,
dann sind die Z

ahlen identisch.

4) A
ddition von natürlichen Z

ahlen und M
ultiplikation

b) B
ew

eisen S
ie aus der S

pezifikation (w
enn S

ie m
ögen, m

it einem
 geeigneten

T
ableau

):

(∀
n) (∀

s) (∀
m

) (∀
s') (push(s, n

) =
 push(s', m

) ⊃
 (s =

 s' ∧
 n =

 m
))

c) D
as obige B

eispiel hat das P
roblem

, dass die A
nnahm

e, es handele sich bei top
und pop

 um
 F

unktionen zu
 unerw

ünschten K
onsequenzen führen kann, denn w

as
soll top

(ε) oder pop
(ε) sein? [G

rundsätzlich hat die Logik P
roblem

e m
it partiellen

F
unktionen und diese P

roblem
e w

erden durch die S
ortierung nur zu einem

 T
eil

gelöst. In den freien Logiken w
ird die M

öglichkeit, dass ein T
erm

 kein O
bjekt

bezeichnet, gezielt behandelt.]

M
achen S

ie V
orschläge, w

ie m
an bei der S

pezifikation m
it top

(ε) oder pop
(ε) um

gehen
kann.

A
ufgabe 12-2

W
as verändert sich, w

enn w
ir in dem

 S
tack nicht natürliche Z

ahlen, sondern O
bjekte

einer S
orte item

 speichern?

A
ufgabe (ohne N

um
m

er)

S
pezifizieren S

ie das V
erhalten einer F

irst-In-F
irst-O

ut-S
truktur (queue) in einer

m
ehrsortigen Logik.

10

 C
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 M
eh

rso
rtig

e S
p

rach
rah

m
en

 (2)

D
efin

itio
n

•
E

ine
 sortenbasierte

 logische S
prache

 w
ird definiert durch eine

S
ignatur 〈SS SS, Σ〉 und eine sortierte M

enge von V
ariablen.

•
F

ür jedes s ∈
 SS SS

 existiert eine abzählbar unendliche
 M

engeVV VV
s  von

V
ariablen der S

orte
 s.

•
D

ie V
ariablen der verschiedenen S

orten sind voneinander
verschieden und die V

ariablen sind auch von den
K

onstantensym
bolen aus 〈SS SS, Σ〉 verschieden.

•
D

ie A
bbildung, die jeder S

orte ihre V
ariablen zuordnet, nennen

w
ir die ‚sortierte

 V
ariablenm

enge
‘ VV VV

.

•
In dieser V

ariante der m
ehrsortigen

 Logik m
üssen die

S
ortensym

bole nicht als T
eile der F

orm
eln auftreten,

da die
 V

ariablenm
engen

 von vorne herein unterschieden
sind.

•
D

ie D
isjunktheitsforderung für S

ortenzugeh
örigkeit

von V
ariablen bzw

. K
onstantensym

bolen sollte
nicht m

it einer D
isjunktheitsforderung

 für die
spätere Interpretation verw

echselt
w

erden.

•
D

as K
onstantensym

bol „1“ für eine K
onstante der S

orte nat ist
eben etw

as anderes als das K
onstantensym

bol „1,0
“ für eine

K
onstante der S

orte real.
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 T
erm

e d
er m

eh
rso

rtig
en

 L
o

g
ik

D
efin

itio
n

E
s sei 〈SS SS, Σ〉 eine S

ignatur und VV VV
 eine sortierte V

ariablenm
enge

.
F

ür jede S
orte s gilt: D

ie M
enge (T

er
s (SS SS, Σ

, VV VV
)) der T

erm
e der

S
orte

 s ist die kleinste M
enge für die gilt:

1. Jedes K
onstantensym

bol c m
it c:→

s ∈
 Σ

 und jede V
ariable

v ∈
 VV VV

s  ist ein E
lem

ent von
 T

er
s (SS SS

, Σ
, VV VV

).

2. W
enn t1 ,…

, tn  T
erm

e sind, m
it ti ist von der S

orte s
i , und

 f:s
1 s

2 …
s

n →
s ∈

 Σ
, so ist f(t1 ,…

, tn ) ∈
 T

er
s (SS SS, Σ

, VV VV
).

D
efin

itio
n

E
ine S

ubstitution σ
 ist sortentreu

, w
enn für jede V

ariable v ∈
 VV VV

s

gilt: vσ
 ∈

 T
er

s (SS SS, Σ
, VV VV

)

D
ie B

edingung 2 stellt die S
ortenkorrektheit sicher und w

eiß
t

au
ß

erdem
 eine E

rgebnissorte zu.

E
s ist durchaus zulässig, dass dasselbe F

unktionssym
bol m

it
verschiedenen S

orten in der S
ignatur auftritt. A

llerdings sollte
die E

rgebnissorte von den A
rgum

entsorten funktional abh
ängig

sein. D
eshalb d

ürfen auch die K
onstanten nicht m

ehrfach
auftreten.

12
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 A
to

m
are F

o
rm

eln
 d

er m
eh

rso
rtig

en
 L

o
g

ik

D
efin

itio
n

E
s sei 〈SS SS, Σ〉 eine S

ignatur und VV VV
 eine sortierte V

ariablenm
enge

.

1. ⊥
, �

 ∈
 A

tF
or(SS SS

, Σ
, VV VV

) sind atom
are F

orm
eln.

2. W
enn t1 ,…

, tn  T
erm

e sind, m
it ti ist von der S

orte
 s

i , und
P

:s
1 s

2 …
s

n  ∈
 Σ

, so ist P
(t1 ,…

, tn ) ∈
 A

tF
or(SS SS

, Σ
, VV VV

) eine atom
are

F
orm

el.
3. In einer m

ehrsortigen Logik m
it Identität zusätzlich:

 W
enn s eine S

orte ist und t1 , t2  T
erm

e der S
orte s

 sind, dann ist
 (t1  =

 t2 ) ∈
 A

tF
or(SS SS

, Σ
, VV VV

) eine atom
are F

orm
el

4. D
as sind alle atom

aren F
orm

eln.

D
ie B

edingung 2 stellt w
ieder die S

ortenkorrektheit sicher.

F
ür die A

nw
endung der G

leichheitsrelation w
ird die

S
orten

übereinstim
m

ung grundsätzlich vorausgesetzt.
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 F
o

rm
eln

 d
er m

eh
rso

rtig
en

 L
o

g
ik

D
efin

itio
n

E
s sei 〈SS SS, Σ〉 eine S

ignatur und VV VV
 eine sortierte V

ariablenm
enge

.
D

ie M
enge der F

orm
eln (F

or(SS SS, Σ
, VV VV

)) ist die kleinste M
enge für

die gilt:
1. Jede atom

are F
orm

el ist eine F
orm

el.

2. W
enn F

, G
 F

orm
eln sind, so ist ¬

F
 ∈

 F
or(SS SS, Σ

, VV VV
) und für jeden

bin
ä

re
n Junktor �

 ist (F
 �

 G
) ∈

 F
or

(SS SS, Σ
, VV VV

).

3. W
enn F

 eine F
orm

el ist und v ∈
 VV VV

s , so sind
(∀

v) F
, (∃v) F

 ∈
 F

or(SS SS, Σ
, VV VV

).

W
ie m

an sieht: F
ür den A

ufbau von kom
plexeren F

orm
eln spielt

die S
ortendifferenzierung keine R

olle m
ehr.
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M
o

d
ell fü

r ein
e S

ig
n

atu
r

D
efin

itio
n

E
in M

odell für eine S
ignatur 〈SS SS, Σ〉 ist ein P

aar MM MM
 =

 〈DD DD
, II II〉, w

obei

•
 DD DD

 ordnet jeder S
orte s ∈

 SS SS
 eine nicht-leere M

enge (D
om

äne
) DD DD

s

zu.

•
 II II ist eine A

bbildung (Interpretation
), die folgendes leistet:

•
für jedes c:→

s ∈
 Σ

 ist II II(c:→
s) ∈

 DD DD
s

•
für jedes f:s

1 s
2 …

s
n →

s ∈
 Σ

 ist
II II(f:s

1 s
2 …

s
n →

s): DD DD
s1  × …

 ×
 DD DD

sn  →
 DD DD

s

•
für jedes P

:s
1 s

2 …
s

n  ∈
 Σ

 ist II II(P
:s

1 s
2 …

s
n ) ⊆

    DD DD
s1  ×

 …
 × DD DD

sn
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S
o

rten
treu

e Z
u

w
eisu

n
g

, A
u

sw
ertu

n
g

 vo
n

 T
erm

en

D
efin

itio
n

E
s sei 〈SS SS, Σ〉 eine S

ignatur und VV VV
 eine sortierte

 V
ariablenm

enge
.

E
ine (sortentreue) Z

uw
eisung

 für VV VV
 in ein M

odell MM MM
 =

 〈DD DD
, II II〉 für

 〈SS SS, Σ〉 ist eine A
bbildung AA AA

: VV VV
 →

 DD DD
, so dass für jede S

orte s ∈
 SS SS

gilt: AA AA
(VV VV

s ) ⊆
 DD DD

s

D
efin

itio
n

 (T
erm

au
sw

ertu
n

g
)

S
ei MM MM

 =
 〈DD DD

, II II〉 M
odell für eine S

ignatur 〈SS SS
, Σ〉 und AA AA

    e
in

e
(sortentreue) Z

uw
eisung für VV VV

 in MM MM
.

1. F
ür c:→

s ∈
 Σ

 ist c
II II,AA AA

 =
 II II(c:→

s)
2. F

ür v ∈
 VV VV

s  ist v
II II,AA AA

 =
 AA AA

(v)
3. F

ür f:s
1 s

2 …
s

n →
s ∈

 Σ
 und t1 ,…

, tn  ∈
 T

er
si (SS SS

, Σ
, VV VV

) ist
[f(t1 ,…

, tn )] II II,AA AA
    = II II(f:s

1 s
2 …

s
n →

s) (t1 II II,AA AA
,…

, tn II II,AA AA
)

•
H

ierm
it ergibt sich: W

enn t ein T
erm

 der S
orte s ist, dann ist c

II II,AA AA
    ∈

DD DD
s

16

 C
h. H

abel / C
. E

schenbach: Logik &
 S

em
antik

 12 –
 16

A
u

sw
ertu

n
g

 fü
r F

o
rm

eln

D
efin

itio
n

S
ei MM MM

 =
 〈DD DD

, II II〉 M
odell für eine S

ignatur 〈SS SS
, Σ〉 und und AA AA

    eine
(sortentreue) Z

uw
eisung für VV VV

 in MM MM
.

1.⊥
II II,AA AA

 =
 f

�
II II,AA AA

 =
 t

2.F
ür P

:s
1 s

2 …
s

n  ∈
 Σ

 und t1 ,…
, tn  ∈

 T
er

si (SS SS
, Σ

, VV VV
) ist

[P
(t1 ,…

, tn )] II II,AA AA
 =

 t gdw
. 〈t1 II II,AA AA

,…
, tn II II,AA AA〉 ∈

 II II(P
:s

1 s
2 …

s
n )

3.[¬
X

] II II,AA AA
 =

 ¬
[X

II II,AA AA
]

4.[(X
�

Y
)] II II,AA AA

 =
 X

II II,AA AA
 �

Y
II II,AA AA

5.[(∀
x) Φ

] II II,AA AA
 =

 t gdw
. für alle sortentreuen

 x-V
arianten BB BB

    zu AA AA
    gilt:

Φ
II II,BB BB =

 t und sonst f.

6.[(∃x) Φ
] II II,AA AA

 =
 t gdw

. für eine sortentreue
 x-V

ariante BB BB
    zu AA AA

    gilt:
Φ

II II,BB BB =
 t und sonst f
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F
o

lg
erb

arkeit u
n

d
 G

ü
ltig

keit in
 m

eh
rso

rtig
en

 L
o

g
iken

D
efin

itio
n

 (F
o

lg
erb

arkeit m
it S

o
rten

)
S

ei 〈SS SS, Σ〉 eine S
ignatur, VV VV

 eine sortierte
 V

ariablenm
enge

und X
 ∈

 gF
or(SS SS

, Σ
, VV VV

).

X
 folgt unter B

erücksichtigung der S
orten

 aus C
 ⊆

 gF
or(SS SS

, Σ
, VV VV

),
falls in allen M

odellen von 〈SS SS, Σ〉, die alle E
lem

ente von C
 w

ahr
m

achen, X
 w

ahr ist. W
ir schreiben: C

 �
〈SS SS

, Σ〉  X
.

X
 ist unter B

erücksichtigung der S
orten g

ültig, falls X
 in allen

M
odellen von 〈SS SS, Σ〉 w

ahr ist. W
ir schreiben: �

〈SS SS
, Σ〉  X

.

G
enauer m

üß
te

 m
an noch erw

ähnen, dass nur sortentreue
Z

uw
eisungen zu berücksichtigen sind. A

ber das m
acht die

F
orm

ulierung sehr kom
plex:

X
 folgt unter B

erücksichtigung der S
orten aus C

 ⊆
 gF

or
(SS SS

, Σ
, VV VV

),
falls in allen M

odellen MM MM
 von 〈SS SS

, Σ〉 und unter allen
(sortentreuen) Z

uw
eisungen AA AA

    für VV VV
 in MM MM

, die alle E
lem

ente
von C

 w
ahr m

achen, X
 w

ahr ist. W
ir schreiben: C

 �
〈SS SS

, Σ〉  X
.

X
 ist unter B

erücksichtigung der S
orten g

ültig
, falls X

 in allen
M

odellen MM MM
 von 〈SS SS

, Σ〉 und allen (sortentreuen) Z
uw

eisungen
AA AA

    für VV VV
 in MM MM

 w
ahr ist. W

ir schreiben: �
〈SS SS

, Σ〉  X
.
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O
rd

n
u

n
g

sso
rtierte L

o
g

iken

O
b

erso
rten

 u
n

d
 U

n
terso

rten
•

In einer S
ignatur 〈SS SS, Σ〉 ist SS SS

 partiell geordnet

•
Im

 M
odell spiegelt sich diese O

rdnung w
ieder als

•
W

enn s
1  U

ntersorte von s
2  ist, dann gilt DD DD

s1  ⊆
 DD DD

s2 .

•
F

ür S
ubstitutionen gilt, dass V

ariablen m
it übergeordneten S

orten
durch T

erm
e m

it untergeordneten S
orten ersetzt w

erden können.

B
eisp

iel
•

N
atürliche Z

ahlen als U
ntersorte der ganzen Z

ahlen.
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S
im

u
latio

n
 m

eh
rso

rtig
er L

o
g

iken
 in

 ein
so

rtig
en

 L
o

g
iken

E
in

so
rtig

e
 S

p
rach

e m
it S

o
rten

p
räd

ikaten
•

E
s sei 〈SS SS, Σ〉 eine S

ignatur und VV VV
 eine sortierte

 V
ariablenm

enge

•
D

ie unsortierte S
prache L

P
L (Σ

) ergibt sich aus:

•
A

lle K
onstanten, F

unktionssym
bole und R

elationssym
bole aus

Σ
 w

erden in L
P

L (Σ
) übernom

m
en, die S

ortenspezifikation dabei
‚vergessen

‘, die
 S

telligkeit erhalten

•
 Sort(SS SS

) =
 {sorts  | s ∈

 SS SS
} ⊆

 R
eln (L

P
L (Σ

)) eine M
enge einstelliger

P
rädikatssym

bole, genannt S
ortenprädikate

.

•
D

ie V
ariablenm

enge V
a

r
(L

P
L (Σ

)) =
 ∪

s ∈
 SS SS  VV VV

s  ist unsortiert.

•
D

ann ist F
or(SS SS

, Σ
, VV VV

) ⊆
 F

or
(L

P
L (Σ

))
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S
im

u
latio

n
 m

eh
rso

rtig
er L

o
g

iken
 in

 ein
so

rtig
en

 L
o

g
iken

S
o

rten
axio

m
e

•
E

s sei 〈SS SS, Σ〉 eine S
ignatur und VV VV

 eine sortierte V
ariablenm

enge
und es seien x, x

1 , …
, x

n  ∈
 V

a
r

(L
P

L (Σ
))

•
D

ie S
ortenaxiom

e
 zu 〈SS SS, Σ〉 sind:

•
 SorA

x
(SS SS) =

 {(∃x) sorts (x) | s ∈
 SS SS

} ⊆
 F

or(L
P

L (Σ
))

•
 SorA

x
(Σ

) =
 {

(∀
x

1 ) …
 (∀

x
n ) ((sorts1 (x

1 ) ∧
 …

 ∧
 sortsn (x

n )) ⊃
 sorts (f(x

1 , …
, x

n ) |
f:s

1 s
2 …

s
n →

s ∈
 Σ

} ⊆
 F

or(L
P

L (Σ
))

•
 O

rd
A

x
(SS SS) =

 {(∀
x) (sorts1 (x) ⊃

 sorts2 (x)) | W
enn s

1  U
ntersorte

von s
2 } ⊆

 F
or(L

P
L (Σ

))
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S
im

u
latio

n
 m

eh
rso

rtig
er L

o
g

iken
 in

 ein
so

rtig
en

 L
o

g
iken

Ü
b

ersetzu
n

g
 vo

n
 F

o
rm

eln
E

s sei 〈SS SS, Σ〉 eine S
ignatur und VV VV

 eine sortierte V
ariablenm

enge
.

D
ie Ü

bersetzungsfunktion *: F
or(SS SS

, Σ
, VV VV

) →
 F

or(L
P

L (Σ
)), ist w

ie
folgt definiert:

•
W

enn F
 eine atom

are F
orm

el ist, dann ist F
* =

 F
.

•
W

enn F
, G

 F
orm

eln sind und �
 ein bin

ärer Junktor, so sind
•

[¬
F

]* =
 ¬

[F
]*

•
[(F

 �
 G

)]* =
 (F

* �
 G

*)
•

W
enn F

 eine F
orm

el ist und v ∈
 VV VV

s , so sind
•

[(∀
v) F

]* =
 (∀

v) (sorts (v) ⊃
 F

*)
•

[(∃v) F
]* =

 (∃v) (sorts (v) ∧
 F

*)
•

W
enn CC CC

 eine F
orm

elm
enge ist, dann ist CC CC

* =
 {F

* | F
 ∈

 CC CC
}

•
D

ie Ü
bersetzungsfunktion * bildet jede F

orm
el der m

ehrsortigen
Logik auf eine F

orm
el der einsortigen

 Logik ab.
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B
ezieh

u
n

g
: M

eh
rso

rtig
e L

o
g

ik – E
in

so
rtig

e L
o

g
ik

(∃v) (sorts (v) ∧
 F

*)
(∃v) F

(∀
v) (sorts (v) ⊃

 F
*)

(∀
v) F

R
elativierte Q

uantifikation
S

ortierung quantifizierter V
ariablen

F
* : Ü

bersetzung der F
orm

el
F

orm
el F

O
rdnungsaxiom

e O
rd

A
x

(SS SS
)

O
ber- / U

ntersorte

S
telligkeit,

S
ortenaxiom

e SorA
x

(Σ
)

Σ

S
ortenprädikate Sort(SS SS

)

S
ortenaxiom

e SorA
x

(SS SS
)

S
orten SS SS

einsortige Logik
m

ehrsortige
 Logik
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W
irksam

keit d
er S

o
rten

axio
m

e

T
h

eo
rem

 E
s sei 〈SS SS, Σ〉 eine S

ignatur,
A

x
(〈SS SS, Σ〉) =

 SorA
x

(SS SS) ∪
 SorA

x
(Σ

) ∪
 O

rd
A

x
(SS SS

),
VV VV

 eine sortierte V
ariablenm

enge
,

X
 ∈

 gF
or

(SS SS, Σ
, VV VV

) und C
 ⊆

 gF
or(SS SS

, Σ
, VV VV

).

D
ann gilt:

A
x

(〈SS SS, Σ〉) �
 X

* genau dann, w
enn �

〈SS SS
, Σ〉  X

C
* ∪

 A
x

(〈SS SS
, Σ〉) �

 X
* genau dann, w

enn C
 �

〈SS SS
, Σ〉  X

•
D

ieses T
heorem

 sagt nur über F
orm

eln, die
 sortenkorrkt gebildet

sind, etw
as aus.
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S
o

rten
lo

g
ik im

 m
asch

in
ellen

 B
ew

eisen

S
o

rtieru
n

g
 ist n

ü
tzlich

 / effizien
zsteig

ern
d

•
bei der U

nifikation
•

B
eim

 F
inden von W

iderspruchspaaren
T

ableaux-K
alkül, R

esolution

D
ie S

u
b

su
m

p
tio

n
sb

ezieh
u

n
g

 sp
ielt ein

e zen
trale R

o
lle b

ei
•

B
eschreibungslogiken / term

inologischen Logiken
•

B
ei unifikationsbasierten A

nsätzen für die S
em

antik natürlicher
S

prachen


