Logik & Semantik <
3. Vorlesung
Aussagenlogik

Grundkonzeption mehrwertiger Logiken
Dreiwertige Logiken

* Material zur Geschichte der mehrwertigen Logik und ein
hervorragender Uberblick Uber verschiedene Systeme mehrwertiger
Logiken findet sich insbesondere bei:

Rescher, N. (1969). Many-valued Logic. New York: McGraw Hill.
* Ein ausfuhrliches — mathematisches — Lehrbuch zu mehrwertigen
Logiken ist:

Gottwald, Siegfried (1989). Mehrwertige Logik. Berlin: Akademie-
Verlag.




Zweiwertige Logik — Mehrwertige Logiken

® Die klassische Logik ist zweiwertig, d.h. die Interpretationen
finden Uber einer zweielementigen Menge von Wahrheitswerten
statt, z.B. Tr={t, f}

® Die Zweiwertigkeit spielt in einigen zentralen Prinzipien der
klassischen Logik eine wesentliche Rolle, etwa im:

* Prinzip vom Verbot des Widerspruchs:
Unerfillbarkeit von (P A =P) Bivalenz-

* Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten: prinzipien
Allgemeingultigkeit von (P v =P)

aber...... “muss das eigentlich so sein?“

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-2

+ zweielementige Mengen von Wahrheitswerten:
Tr ={1t, f} ist eine Wahl, haufig wird— wie bekannt sein sollte — auch
Tr={1, 0 } verwendet.
Was eigentlich relevant ist, ist das systematische Verhalten dieser
Wahrheitswerte unter den ein- und zweistelligen Operatoren tber Tr.

* Zu beachten ist, dass in klassischen zweiwertigen Logiken, die
beiden oben aufgefluhrten Prinzipien ,zusammenfallen®, sie sind ein
Spezialfall des Zusammenhangs zwischen der Allgemeingultigkeit
einer Formel, der Unerfullbarkeit ihrer Negation und der Dualitat von
Disjunktion und Konjunktion.




Mehrwertige Logiken — Grundkonzeption

Der Interpretationsbereich mehrwertiger Logiken
® ist eine Wahrheitswertmenge Tr,, mit n (> 2) Wahrheitswerten.
Mehrwertige Logiken unterscheiden sich u.a. darin,
*® welche ,Bedeutung” den Wahrheitswerten zugewiesen wird, d.h.
was die zusatzlichen Wahrheitswerte ausdrucken sollen,
* z.B. unbekannt, unbestimmt, undefiniert, sinnlos, ...
* welche Wahrheitswertfunktionen den ,Standardjunktoren’
zugeordnet werden,
® was als Tautologie angesehen wird.
» Die intendierte Interpretation bestimmt
« die Wahl der Wahrheitswertfunktionen
« die Charakterisierung der Tautologien

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-3

Zu Interpretationen des dritten ,Wahrheitswertes” vgl. die
einfihrende Ubersicht zu dreiwertigen Logiken bei Rescher (1969).




Definition eines logischen Systems: Generelles Schema

Spezifikation
® einer formalen Sprache (zur Reprasentation)

* Keine Revision erforderlich, jede logische Sprache kann mehrwertig
interpretiert werden

*® von Evaluations- / Interpretationsprinzipien

* sind bei mehrwertigen Logiken neu zu spezifizieren !
® semantischer Kategorisierungen und Beziehungen

* mussen fur mehrwertige Logiken angepasst werden !
*® Ableitungs-, Beweisverfahren

* mussen fur mehrwertige Logiken angepasst bzw.
neu entwickelt werden!

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-4




Dreiwertige Systeme Tr; = {, f, i}

® Wir nennen eine Interpretation eines Junktors in einer
mehrwertigen Logik konservative Erweiterung, wenn sie fir die
Wahrheitswerte t und f mit der Interpretation der klassischen,
zweiwertigen Logik Ubereinstimmt.

® FUr die Negation gibt es drei Moglichkeiten der konservativen
Erweiterung.

® Nur bei =, hat die doppelt-negierte
Formel denselben Wahrheitswert- Tl | T
verlauf wie die unnegierte Formel. t f f f
| t | f
f t t t

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-5




Das dreiwertige System von tukasiewicz: L,

*Try={t, f, i}
Der Wahrheitswert i steht fur ,indetermined”
(unbestimmt, unbekannt).

* =.: ,\Wenn P unbestimmt ist, dann ist auch nicht-P
unbestimmt®

* Dreiwertige Wahrheitswertfunktionen als konservative
Erweiterung zweiwertiger WW-Funktionen

A3 V3 3
t i | fFLt i flt]ilf
t]t flt t]t f
i
flf flt flt t
Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-6

Die Interpretation des dritten Wahrheitswertes als ,unbestimmt® ist
auch im Bereich der Datenbanken haufig anzutreffen.

Dies ist z.B. dann sinnvoll, wenn fur eine Pradikation keine
Information vorliegt.

Beispiel: Fur eine Person X ist das Geburtsdatum unbekannt. Es
macht keinen Sinn, anzunehmen, X besalie kein Geburtsdatum.
[Obwonhl wir es in relationalen Datenbanken mit pradikatenlogischen,
d.h. nicht mit aussagenlogischen, Konzeptionen zu tun haben, soll
hier weiterhin am Datenbankbeispiel argumentiert werden.

Wenn geburtsdatum (X) = ,no info“, dann ergibt sich:
v(geb.dat(x) < ,1.1.1980%) =i

Fur v(geb.dat(x) = ,1.1.1980%) ergibt sich dann die folgende
Rechnung:

v(geb.dat(x) = ,1.1.1980%) = v(~ (geb.dat(x) < ,1.1.1980%) )




Das System L,:
Einige zweistellige Wahrheitswertfunktionen

* Die Erweiterung durch Ordnung der Wahrheitswerte
f<i<t
A3 V3 3
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der ,falscheste® der ,wahrste® ??
* b ukasiewicz Zielsetzung: (P D P) soll eine Tautologie sein.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-7

tukasiewiczs Wahl (d.h. Definition), fur die Implikation im Fall
(indefinit,indefinit) den Wahrheitswert ,wahr“ zuzuweisen, ist nicht
durch die intendierte Interpretation, d.h. i = ,unbestimmt®,
gerechtfertigt.
Vielmehr wird diese Definition durchgefuhrt, um fur P > P die
Auswertung zu ,wahr” sicherzustellen.

Die Aussage ,wenn es Ubermorgen regnet, dann regnet es
ubermorgen’ soll also auf jeden Fall als wahr angesehen werden,
unabhangig davon, welchen Wahrheitswert wir der Aussage
,Ubermorgen regnet es’ zuordnen.

» tukasiewicz hat auch noch weitere Symbole eingefuhrt um neben
den oben angegebenen ,schwachen’ Formen der Konjunktion und
Disjunktionen noch ,starkere’ Formen bereitzustellen, die sich
vergleichbar der oben angegebenen Implikation verhalten.

Aufgabe 3-1:
In einer dreiwertigen Logik gibt es grundsatzlich 3° = 243
Maoglichkeiten einen binaren Junktor konservativ zu erweitern.
Geben Sie fur die Konjunktion und die Disjunktion systematische
Prinzipien an, die die Wahl einschranken konnen.
Konnen Sie die Wahl, die Lukasiewicz getroffen hat, mit diesen
Prinzipien begrinden?




Das System Lj;: Tr; = {1, 1/2, 0}

ﬂ A3 Vs 3
1 112 0 1 112 0 1 (12| 0
1 0 1 112 0 1 1 1 1 (12| 0
1211/211/2(1/2| 0 1 11/2(1/2] 1 1 11/2
0 1 0 0 0 1 112 0 1 1 1
*v((eX) =1-v(X)
* v((XAY)) =min(v(X), v(Y))
* v((XvY)) =max(v(X), v(Y))
* v((XDY)) =min(1, 1 - (v(X)—v(Y))
=1 -max(0, (v(X) - v(Y)))
Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-8

Hier wird die Ordnung der Wahrheitswerte in Tr; = {1, 1/2, 0} durch
die <-Ordnung Uber den rationalen Zahlen vermittelt.
Entsprechend wird auch eine Charakterisierung der
Wahrheitswertfunktionen durch arithmetische Funktionen tUber Q
vorgenommen.

FUr die starke Konjunktion wahlt tukasiewicz max(0, v(X) + v(Y) -
1), fur die starke Disjunktion min(1, v(X) + v(Y)).




Endlichwertige Logiken L

® Entsprechend zum dreiwertigen tukasiewicz System kann fir

jedes n € N ein System L, definiert werden:

Tr, = {il(n-1) | i €{0, ..., n-1}}

* v((7X)) =1-v(X)

* v(XaY)  =min(v(X), v(Y))

* v(XvY)  =max(v(X), v(Y))

* v(X2Y)  =min(1, 1 - (v(X)=Vv(Y))

=1 -max(0, (v(X) = v(¥)))

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik

Aufgabe (ohne Nummer)

* Inwiefern unterscheiden sich die mehrwertigen Systeme L, fur

geradzahlige und ungeradzahlige n?

» Gibt es systematische Beziehungen zwischen den Tautologie-

Mengen verschiedener mehrwertiger Systeme? Welche (bzw.

welche Beziehungen zwischen den Anzahlen der
Wahrheitswertmengen spielen dabei eine Rolle)?




Prasenzaufgabe 3-2

Berechnen Sie das Wahrheitswertverhalten der Formel
(PAQ)v (PP v Q):
im System L.

Vergleichen Sie das Wahrheitswertverhalten von
(PAQ)v (PP v Q)

unter jeweils allen Interpretation im System der

klassischen zweiwertigen Logik und im System L.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik
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Bivalenzprinzipien in L,

Verbot des Widerspruchs: 7(P A 7P)
Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten: (P v P)
®* haben denselben Wahrheitswertverlauf,
® haben aber keinen konstant wahren Wahrheitswertverlauf.
> sind keine Tautologien (... im klassischen Sinn)

P|l-P| Pa=P |7(PA-P)|(Pv-P)
t | f f t t
i | i i i
il ot f t t
Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-11

+ Die beiden wichtigen Bivalenzprinzipien Verbot des Widerspruchs
und Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten sind im System L nicht

unter jeder Belegung wahr.

11



Wahrheitswertverhalten in L,

Feinere Unterscheidung als in zweiwertiger Logik
* (PD>Q)und (7P v Q)
® haben nicht denselben Wahrheitswertverlauf,
® sind nicht aquivalent (... im klassischen Sinn)

PDOQ “PvQ
P\Qj t [ f t [ f
t t i f t I f
i t t i t I i
f t t t t
Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-12

=>» Dies bedeutet, dass Umformungsverfahren, die im maschinellen
Beweisen der klassischen zweiwertigen Logik erfolgreich und
insbesondere zulassig sind, in der L;-Logik nicht unbesehen
angewendet werden durfen.

= Zu klaren ist also, was eigentlich Aquivalenz in einer mehrwertigen
Logik bedeutet. Hiervon hangt auch ab, was uberhaupt mit
Umformungsverfahren erreicht werden kann.

12



Biimplikation in L,

>

® bei Ublicher Definition P|Q|PoQ/Q>dP (PDQ~r(QDP)
der Biimplikation t t t t t
® nur bei v(P)=v(Q) i | | i i
ergibt sich
v(iiP=Q)) =t t f f t f
® identische i |t t i [
Wahrheitswertverlaufe ) )
sichern, dass ]l t t t
(P = Q) den konstant i | f i t i
wahren
Wahrheitswertverlauf f t t f f
hat. fl i t [ [
fl|f t t t

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik

Insbesondere hat (P = P) den konstant wahren
Wahrheitswertverlauf.

13



Giltigkeit — Unerfiillbarkeit in L,

Definitionsversuch 1
® Eine Formel X heil3t genau dann gdiltig in L, wenn far jede
Interpretation v gilt: v(X) = t.
® Eine Formel X heil3t genau dann unerfiillbar in L, wenn fir jede
Interpretation v gilt: v(X) = f.
=>» (P v =P), =(P A =P) sind nicht giltig \ . _.
(P A =P) ist nicht unerfiillbar } im Sinne von Def.vers.1
Definitionsversuch 2
® Eine Formel X heil3t genau dann gdiltig in L*;, wenn fur jede
Interpretation v gilt: v(X) € {t,i}.
=> (P v =P), =(P a =P) sind giiltig in L*5

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-14

+ L*;ist ein alternatives System einer dreiwertigen Logik, das zwar
Uber die gleichen Interpretationsvorschriften verfugt, aber andere
Formeln als gultig (= allgemeingultig) ausweist.

+ Dass (P v 7P), 7(P a 7P) gultig in L*; sind, zeigt auf, dass diese
Formeln nicht unbedingt die Zweiwertigkeit der Logik ausdrucken.

14



C,-Gilltigkeit, L,-Giiltigkeit, L*,-Giiltigkeit

* L*,-gultige Formeln sind C,-gliltig, Zaut(L*;) C Zaut(C,)
denn L*;-Interpretationen sind konservative Erweiterungen von
C,-Interpretationen

* L ,-giltige Formeln sind L*, -guiltig, Zauf(L,) C Zaut(L*;)
denn, wenn v(X) = t, dann: v(X) € {t, i}.

® Genauer, es gilt
> Zaut(Ly) & Zaut(L*;) & Zaut(C,)

C, — Klassische zweiwertige Logik

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-15
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Eine C,-giiltige Formel, die nicht L*;-gultig ist

F==(PD-P)v ~(~PDP)

P|l-P| ®P>-P) |~PD-P)]| (-PDP) |~(-PDP) F
t f f t t f t
i i t f t f f
f t t f f t t
Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-16

Der tukasiewiczsche Designentscheidung in Bezug auf P O P (vgl.
Folie 3-7) fuhrt dazu, dass in der i-Zeile der obigen Tafel, bei allen

komplexeren Formeln t bzw. f auftreten, aber nicht i, und insofern v
(F) nicht zu i ausgewertet wird.

16



Designierte Wahrheitswerte

Sei L = (L, Tr,, v,,, DTr) ein interpretiertes logisches
System
® charakterisiert durch
* Syntax und wahrheitswertfunktionale Auswertung
* eine Wahrheitswertmenge Tr,, (n = 2) und
* eine Menge designierter Wahrheitswerte DTr & Tr,,
® Xist L-gultig, bzw. eine
[-Tautologie, wenn

v(X) € DTr L Tr DTr
fur jede Bewertung v. C, {t,f} {t}
Ly | {t i f} {t}
L*, | {t i, f}| {ti}
Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-17

L; und L*; unterscheiden sich also darin, dass L; die Menge {t}, und
L*; die Menge {t,i} als Menge der designierten Wahrheitswerte
aufweist.

Kontradiktionen (unerfullbare Formeln) betreffen dann

» Entweder nicht designierte WWe, also Tr\ DTr

» Oder anti-designierte WWe: aDTr & Tr

* Disjunktheit von DTr und aDTr muss nicht unbedingt gefordert
werden.




Das System B, (D. Bochvar) :
i = widerspruchlich / paradox / bedeutungslos

® Das Basisprinzip der Bochvar-Logik:
»Widerspruchlichkeit setzt sich durch”

Ag3 VB3 g3
i i f i
i t

—h

t flt t
t]t flt t
NN T T O A O O IO

fLf| i [ fFLtpi|f]t]i

—h

— —

® Es gibt keine B;-gultigen Formeln, wenn DTr = {t}.
* fur den Fall DTr = {t, i} gilt: Zaut(B,;) = Zaut(C,)

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-18

Es gibt keine B;-gultigen Formeln, wenn DTr = {t}, gilt naturlich nur,
wenn die logischen Konstanten top und bottom nicht zur
Formelmenge gehoren. Genauer formuliert sollte man sagen: Wenn
DTr = {t}, dann gibt es keine B;-gultigen Formeln, in denen top und
bottom nicht vorkommen.

Bochvar selbst verwendet die Formulierung ,,Quasi-Tautologie®, falls
v(X) = f fur keine Bewertung v, also fur den Fall DTr = {t,i}.

18



Biimplikation in B,

bei Ublicher Definition der Biimplikation

] PlQl|PDQ|QDP| (PDQ)A(QDP)
® nur bei v(P)=v(Q)

. . t t t t t
ergibt sich : : : .
V((P = Q)) =t t | | | |

® aber identische t f f t f
Wahrheitswertverlaufe | i t i i i
sichern nicht, dass il i i i
(P = Q) den konstant |t : : :
wahren : : :
Wahrheitswertverlauf t t
hat. f i [ [ [

f f t t t

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik

Insbesondere hat (P = P) keinen konstant wahren
Wahrheitswertverlauf.
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Das System K;:
Kleenes System einer ,,epistemischen Logik“

® Die von Kleene intendierte Interpretation von ,i“ ist

undefiniert / unbekannt.
Aks VK3 k3
t | flLt] i | flt]i f
tp ot flt]t]t]t]i f
[ [ [ flt] i [ t | [
flf| f] f1t]i]|]f]t]t

®* (PD Q) und (7P v Q) haben den gleichen Wahrheitswertverlauf
* vy(P)=ifuhrtzu v(PD P)) =i

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-20

Der Definitionskontext sind Untersuchungen zur Berechenbarkeit im
Rahmen rekursiver Funktionen.

20



Das System K;: Tr; = {1, 1/2, 0}

ﬂ A3 Vs 3
1 112 0 1 112 0 1 (12| 0
1 0 1 112 0 1 1 1 1 (12| 0
1211/211/2(1/2| 0 1 11/211/21 1 |1/2]1/2
0 1 0 0 0 1 112 0 1 1 1

°
<

(X)) =1-v(X)
V(XA Y)) =min(v(X), v(Y))
((
((

V((X'vY)) =max(v(X), v(Y))
* v((XDY)) =max(1-v(X), v(Y))

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-21

Hier wird die Ordnung der Wahrheitswerte in Tr; = {1, 1/2, 0} durch
die <-Ordnung Uber den rationalen Zahlen vermittelt.

Entsprechend wird auch eine Charakterisierung der
Wahrheitswertfunktionen durch arithmetische Funktionen tUber Q
vorgenommen.

Entsprechend zum dreiwertigen Kleene-System kann fur jedes n €
N ein System K|, definiert werden.

21



Biimplikation in K,

bei Ublicher Definition der Biimplikation

] PlQl|PDQ|QDP| (PDQ)A(QDP)
®* nur bei v(P)=v(Q)
O t t t t t
ergibt sich : :
V((P = Q)) =t t | | t |
® aber identische t f f t f
Wahrheitswertverlaufe | i t t [ [
sichern nicht, dass il i i i
(P = Q) den konstant | : i :
wahren Wahrheits- : : :
wertverlauf hat. t t
f [ t [ [
f f t t t
Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-22

Insbesondere hat (P = P) keinen konstant wahren
Wahrheitswertverlauf.




Tautologien und Kontradiktionen in K,

Tautologien
*DTr={t} keine K,;-gulltigen Formeln,
da X zu i ausgewertet wird, wenn alle Aussagensymbole in X mit i
belegt werden.
*DTr={t,i} Zaut(K;)= Zaut(C,)

Kontradiktionen / unerfiullbare Formeln

® Charakterisierung durch nicht-designierte WWe:
X unerfiillbar in K5, wenn fur jedes v gilt: v(X) =f & Tr\ DTr
Dann gibt es keine Kj-unerfullbaren Formeln.

*® Charakterisierung durch anti-designierte WWe: aDTr = {i, f }

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-23

Der Fall DTr = {t} :

Die Formulierung ,keine K;-giltigen Formeln® ist nur dann korrekt, wenn wir K,
ohne die logischen Konstanten ,top“ und ,bottom* definiert haben. Wenn ,top“ und
,bottom* zu K, gehdren, dann gibt es eine (triviale) Tautologie, ndmlich ,top“ und
weitere, in denen top oder bottom als Teilformeln auftreten (wie ,top oder P* und
»hicht bottom*“). Entsprechend gibt es eine triviale Kontradiktion, nadmlich ,bottom®.

Aufgabe 3-3
Beweisen Sie: Im Fall DTr = {t, i} gilt. Zazut (K;) = Zaut(C,)

Aufgabe 3-4

Welche Einschrankungen ergeben sich fur die Wahl von DTr und aDTr und die
Interpretation der Negation (s. 3-5), wenn fir eine zu entwickelnde dreiwertige
Logik folgendes gelten soll:

1) Es gibt Tautologien, die keine Kontradiktionen sind.
2) Es gibt Kontradiktionen, die keine Tautologien sind.
3) X ist genau dann eine Tautologie, wenn =X eine Kontradiktion ist.
4) X ist genau dann eine Kontradiktion, wenn =X eine Tautologie ist.

Ergeben sich zusatzliche Schwierigkeiten, wenn wir zuséatzlich folgendes erreichen
wollen:

5) Keine Formel ist sowohl Tautologie als auch Kontradiktion.

6) (Vollstandigkeit): Fir jeden mdglichen Wahrheitswertverlauf gibt es eine
Formel, die diesen Wahrheitswertverlauf aufweist.




Ein Zwischenfazit zu mehrwertigen Logiken

Es gibt zahlreiche Parameter um die Semantik einer
mehrwertigen Logik zu spezifizieren.
® Anzahl der Wahrheitswerte — Kardinalitat von Tr
*|Tr| =3 vs.|Tr| >3
* |Tr| endlich vs. |Tr| nicht-endlich
*® Festlegung der interpretierenden Wahrheitswertfunktion fur
Junktoren
*® Designierte und anti-designierte WWe: Charakterisierung von
Gultigkeit, Erfullbarkeit, Folgerbarkeit, Aquivalenz.
® Die hier behandelten Junktorensysteme sind nicht vollstandig:
* Es gibt Wahrheitswertverlaufe ohne zugehdrige Formel.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-24

Aufgabe 3-5

Geben Sie eine Definition von Aquivalenz (nicht Biimplikation !) fiir
mehrwertige Logiken (insbesondere L; und K;) an, und zeigen Sie,
dass die Ersetzungstheoreme auch fur diese Definition gelten.

Welche unterschiedlichen Optionen gibt es je nach Wahl der
designierten Wahrheitswerte?

Gelten nach lhrer Definition (bei welcher Wahl von (anti-)
designierten Wahrheitswerten) folgende Aussagen:

1) Alle Tautologien sind aquivalent.
2) Alle Kontradiktionen sind aquivalent.
3) Keine Tautologie ist zu einer Kontradiktion aquivalent.

24



Mehrwertige Logiken —
nicht-endliche Menge von Wahrheitswerten

Bekanntestes Beispiel:
Lotfi Zadeh’s Fuzzy Logic
Tre,={x€ER|0=sx=1}

® Haufig — und auch erfolgreich — in Informatikanwendungen
eingesetzter Formalismus
® Aber: Die Bezeichnung ,Logik® ist nur beschrankt gerechtfertigt:

* Semantische Kategorisierungen und Beziehungen sind kaum
ausgearbeitet.

* Beweis- und Ableitungsverfahren entsprechen bestenfalls
ansatzweise den Standards logischer Systemen.

® Eher fuzzy reasoning als fuzzy logic

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-25

Uberendlich-wertige Logiken:

Eine in Informatikanwendungen wichtige Variante der mehrwertigen
Logiken ist die von Zadeh eingefuhrte fuzzy logic. Hierbei wird die

Menge der Reellen Zahlen als Menge Tr der Wahrheitswerte
angenommen.

» Zadeh, Lotfi A. (1965). Fuzzy sets. Information and Control, 8.
338-353.

« Zadeh, Lotfi A. (1975). Fuzzy logic and approximate reasoning.
Synthese, 30. 407—-428.
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Programmierubung

Verwenden Sie die Dateien zur Aussagenlogik

*® Einige Pradikate sind schon fir die mehrwertige Logik vorbereitet
(Wahrheitstafelausgabe, Belegungsgenerierung), hier missen nur
Kommentarklammern entfernt werden.

* Andern Sie die Formelevaluation so, dass die Berechnung der L,
oder der K;-Logik entspricht.

* Prifen Sie, ob Sie korrekt gearbeitet haben, indem sie geeignete
Formeln evaluieren.

* Andern Sie die Bestimmung von Tautologien, Kontradiktionen etc.
im Sinne der Vorschlage dieser Sitzung und evaluieren Sie das
Ergebnis.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 3-26
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Aufgabe 3-6

In der klassischen zweiwertigen Logik ist das Junktoreninventar {-, v}
vollstandig: Zu jeder endlichen Menge von Aussagensymbolen und
jedem erdenklichen Wahrheitswertverlauf dazu gibt es eine Formel, in
der nur diese Junktoren auftreten und die den gegebenen
Wahrheitswertverlauf hat.

Beschrankt man sich in der 3-wertigen Logik auf konservative
Erweiterungen von ,klassischen Junktoren’, so erhalt man kein
vollstandiges Junktoreninventar.

a) Geben Sie einen (dreiwertigen) Wahrheitswertverlauf an, fiir den es
keine Formel gibt, die den WWV aufweist und nur ,klassische
Junktoren‘ verwendet.

b) Erlautern Sie, warum Sie der Meinung a) sind und geben Sie die
Beweisidee an.

c¢) Fuhren Sie den Beweis im Detail aus.
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