Logik & Semantik
8. Vorlesung
Pradikatenlogik — 2

Uniforme Notation: Quantoren
Expansionsmoglichkeiten (Korrektheit)
Konsistente Formelmengen (Vollstandigkeit)
Hintikka-Mengen
Erfullbarkeit in Herbrand-Modellen

Weiteres D




Definition eines logischen Systems: Generelles Schema

Spezifikation
¢ einer formalen Sprache (zur Reprasentation)
*® von Evaluations- / Interpretationsprinzipien
® semantischer Kategorisierungen und Beziehungen
® Ableitungs-, Beweisverfahren
* Ziel: Tableau-Verfahren
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Vorgehen

Ziel
* Spezifikation eines Tableau-Verfahrens fur Pradikatenlogik
* Regeln, Korrektheit, Vollstandigkeit
Vorarbeiten (in Analogie zur Aussagenlogik)
® Uniforme Notation fur quantifizierte Formeln

*® Korrektheit: Erweiterungsmaoglichkeiten fur Formelmengen
unter Erhalt der Erfullbarkeit

* Vollstandigkeit: pradikatenlogische Hintikka-Mengen,
Beweis ihrer Erfullbarkeit, dazu Definition von
Herbrandmodellen

® Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik
Tableau-Verfahren
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Uniforme Notation — Quantifikation

Zwei Typen quantifizierter Formeln y bzw. §

® Fur beliebige Variablen v, Formeln ® und flr jeden beliebigen
Term t gilt folgende Klassifikation und sind Instanzen y(t) bzw 6(t)

definiert.
Universell Existentiell (Partikular)
v v(t) o o(1)
(Vv) @ D{v/ t} 3v) @ D{v/ t}
2(Av) D O{v/ t} (Vv) © O{v/ t}
quantifizierte Formel | Instanz | quantifizierte Formel | Instanz
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+ Die Uniforme Notation zur Quantifikation liefert nicht eindeutige
Komponenten der Formel, sondern beliebig viele (sogar unendlich
viele) Instanzen.

» Die Instanzen bei der universellen und der existentiellen
Quantifikation unterscheiden sich syntaktisch nicht. Der Unterschied
liegt in der Nutzung der Instanzen.




Uniforme Notation — Quantifikation (2)

Universell Existentiell (Partikular)
Y (1) 0 o(f)
(Vv) @ d{v/ t} Av) @ d{v/ t}
—(3v) © “O{v/ t} (Vv) @ “O{v/ t}
quantifizierte Formel Instanz quantifizierte Formel Instanz
Beispiele
(Vx) P(x) P(c) (Ix) P(x) P(c)
(Vx) P(c) P(c) 7(Vx) 7P(x) 7P(c)
73y) (VX)) R(x, y) | (Yx)R(x,c)|  ~(Vx)R(x, f(d)) | =R(c, f(d))
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Uniforme Notation — Quantifikation (3)

®* Wenn die Variable y nicht in y bzw. & vorkommt, dann
* sind die Formeln y und (Vy) y(y) aquivalent,

cisty() =y / B,

* sind die Formeln § und (3y) d(y) aquivalent,

“ist 8(f) = S(y){y / £).

Universell Existentiell (Partikular)
Y v(1) 0 o(f)
(Vv) @ D{v/ t} Av) @ d{v/ t}
—(3v) © “O{v/ t} (Vv) @ “O{v/ t}
quantifizierte Formel Instanz quantifizierte Formel Instanz
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Uniforme Notation — Quantifikation (4)

Beispiele
®* Wenn die Variable y nicht in y bzw. & vorkommt, dann
ey =(Vv) @ und (Yy) ®{v/ y} = (Vy) y(y) sind wegen der
gebundenen Umbenennung aquivalent,
vty =d{v/fy=d{v/iyi{y/ty =v(yNy /1

Universell Existentiell (Partikular)
Y v(1) 0 o(f)
(Vv) @ D{v/ t} Av) @ d{v/ t}
—(3v) © “O{v/ t} (Vv) @ “O{v/ t}
quantifizierte Formel Instanz quantifizierte Formel Instanz
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* Wenn die Variable y nicht in y bzw. 6 vorkommt, dann
e v =(Vv)®und (Vy) ®{v/ y} = (Vy) y(y) sind wegen
der gebundenen Umbenennung aquivalent,
e v =7(3v) ®und (Vy) "®{v/ y} = (Vy) y(y) sind wegen
der gebundenen Umbenennung und der Dualitat der
Quantoren aquivalent,

vy =o{vity=d{v/yy{y/ t=y(yNy /!t

c () =d{v/ G =d{v/iyvy{y/ s =y(y{y 1t}

* 0= (3v) ® und (Fy) ®{v/ y} = (Jy) d(y) sind wegen der
gebundenen Umbenennung aquivalent,

* 0 =7(Vv)dund (Jy) "®{v/y} = (Jy) 6(y) sind wegen
der gebundenen Umbenennung und der Dualitat der
Quantoren aquivalent,

* () =d{v/ity=d{v/yH{ylty=0d(yNy/ 1}
* O0(f) = d{v/ty=~0{v/y}{y/tt =d(yNy /1t




Prinzip der Strukturellen Induktion [UN, Pradikatenlogik]

Theorem 5.5.3
Eine Eigenschaft Q gilt fir alle Formeln der Pradikatenlogik gdw.
gilt:
® Induktionsbasis

Jede atomare Formel X und deren Negation besitzen die
Eigenschaft Q.

® Induktionsschritte

* Falls Z die Eigenschaft Q hat, dann hat auch =-=Z.

* Falls o, und a, die Eigenschaft Q haben, dann auch a.

* Falls B, und 3, die Eigenschaft Q haben, dann auch f.

. Werrl\n fur jeden Term ¢ die Formel y(f) die Eigenschaft Q besitzt, dann
auch y.

* Wenn flr jeden Term t die Formel §(f) die Eigenschaft Q besitzt,
dann auch 8.
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Prinzip der Strukturellen Rekursion [UN, Pradikatenlogik]

Theorem

Es existiert genau eine Funktion f definiert Gber der Menge aller
Formeln von £, so dass gilt:
* Rekursionsbasis
Der Wert von f ist explizit spezifiziert auf den atomaren Formeln
und ihren Negationen.
* Rekursionsschritty,
* Der Wert f(—X) ist spezifiziert Uber den Wert von f bzgl. X.
* Der Wert f(a) ist spezifiziert Gber f(o,) und f(a.,).
* Der Wert f(p) ist spezifiziert Gber f(,) und f(B,).
* Der Wert f(y) ist spezifiziert Gber Werte von f(y(t)).
* Der Wert f(9) ist spezifiziert Uber Werte von f(5(%)).
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* Der Wert f(y) ist spezifiziert Uber Werte von f(y(f)).
* Der Wert f(d) ist spezifiziert Uber Werte von f(5(t)).

Diese Spezifikation kann beinhalten, dass der Term t variiert wird,
d.h. verschiedene oder sogar alle Instanzen berucksichtigt werden.




Uniforme Notation — Erfullbarkeit mit y- und §-Formeln

Satz 5.5.1 u

Sei S eine Menge von geschlossenen Formeln und y und &
ebenfalls geschlossene Formeln. Weiterhin sei
t ein (beliebiger) geschlossener Term und
p eine Konstante, die nicht in S oder 6 vorkommt.
Dann gilt:
1. Falls S U {y} erfullbar ist, so ist S U {y, y(t)} erfullbar.
2. Falls S U {0} erfullbar ist, so ist S U {0, d(p)} erfullbar.

Y v(1) 0 5(p)
(Vv) @ v/ t} Av) @ d{v/ p}
“(3v) @ “®{v/ t} “(Vv) @ “®{v/ p} |>
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Der zweite Teil des Satzes stellt den semantischen Sachverhalt dar,
der die Skolemisierung rechtfertigt.

Dieser Satz zielt naturlich auf das pradikatenlogische Tableau-
Verfahren ab. Hiermit kann man sich vielleicht auch schon
vorstellen, wie es aussehen wird.

Aufgabe (ohne Nummer)

Formulieren Sie Tableau-Expansionsregeln fur quantifizierte
Formeln unter Berucksichtigung der Bedingungen dieses Satzes.
Schlagen Sie erst danach im entsprechenden Kapitel nach, wie die
Regel lauten und vergleichen Sie Ihren Vorschlag damit.




Uniforme Notation — Beweis von Satz 5.5.1

Teil 1: Falls S U {y} erflillbar ist, so ist S U {y, y()} erfillbar.

Angenommen S U { y } ist erfiillbar in M = (D, I).
Wir zeigen, dass dann M auch y(tf) wahr macht.
® Es sei x eine Variable, die nicht in y vorkommt.
* Dann ist y aquivalent zu (Vx) y(x) und y(t) = y(x){ x/ t} .
*Da (Vx) y(x) in M erflllbar und geschlossen ist, ist (Vx) y(x) auch

wahr in M [Lemma, Fol. 7-27]
* Deswegen: [y(x)]>* = t fir alle Zuweisungen A in M. [Def.]
* Sei A eine Zuweisung in M mit xA = ¢,

Dann gilt: [y()]%? = [y x/ t )22 =[y(x)]** =t [Satz 5.3.7; Uberf]
Also:

S U {y, y(t)} erfillbar in M = (D, I).

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8—11
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Uniforme Notation — Beweis von Satz 5.5.1 (Forts.)

Teil 2: Falls S U {8} erfiillbar ist, so ist S U {8, 6(p)} erflllbar.
Angenommen S U {6} ist erfiillbar in M = (D, I) und
p ist eine Konstante, die nichtin S und 6 vorkommt.
® Es sei x eine Variable, die nicht in 6 vorkommt.
® Dann ist 8 aquivalent zu (3Ix) 8(x) und d(p) = d(X){ x/p } .
® Da (3x) 8(x) erflllbar in M ist, gibt es eine Zuweisung A in M,
so dass [§(x)[" A=t .
* Wir bilden ein neues Modell: M* = (D, J)
J und I stimmen (iberein, mit Ausnahme von p/ = J(p) := x*
® Formeln ohne p verhalten sich in M und M * gleich.
* Daher ist S U {8} erfiillbar in M* und [§(x)}/* = t.
* Wegen x2 = p/ gilt:
(P = [BO)XIPH A = [B()PA = [ =t
Also: S U {5, 8(p)} erfiillbar in M* = (D, J).

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-12

Ein neues Modell wird gebildet, denn wir konnen nicht davon
ausgehen, dass x* = pl,

Erfullung ist gesichert, aber nicht unbedingt im gleichen Modell.
Entsprechendes gilt fur Erfullbarkeit und Skolemisierung.

man beachte: (3x) §(x) ist genau dann erfillbar in M, wenn §(x) in
M erfillbar ist.

12



Nutzbarkeit von Satz 5.5.1

Die Voraussetzungen besagen
* p eine Konstante, die nicht in S oder 6 vorkommt

Tableau-Expansion konnte eine entsprechende Bedingung
stellen !
* Was, wenn es keine entsprechende Konstante gibt?

Spracherweiterungen sind zulassig !
® denn es gilt allgemein: Wenn es zwei pradikatenlogische
Sprachen L, und L}, gibt (die nur in den verfligbaren Symbolen
voneinander abweichen), so dass S C L und SC L, , dann ist
die Erfullbarkeit von S unabhangig von der Zuordnung zu einer
der beiden Sprachen.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-13

« Entsprechendes gilt dann naturlich fur Gultigkeit, Falsifizierbarkeit,
Aquivalenz, Folgerung.
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Parameter — Die Einfuhrung neuer Konstanten

Definition (5.7.2)

Sei L, eine pradikatenlogische Sprache. Und sei par eine
abzahlbare Menge von Konstanten, die disjunkt ist zu Kon(Lp)).
Wir nennen die Elemente von par Parameter.

Lo (R, F, C)Par:= L, (R, F, CU par)

also: Kon(Lp P") = Kon(Lp ) U par
Fun,(Lp P>) = Fun,(Lp) Rely(Lp P) = Rely(Lpy)
Var(Lp P*) = Var(Lp)

LPar ist eine Spracherweiterung zu Lo :
Ter(Lp) C Ter(Lp P?) For(Lp) € For(Lp P

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-14

« Parameter entsprechen einer weitverbreiteten und bewahrten Praxis
der mathematischen Sprache.
Sie treten in Wendungen der Art auf:
,Sei k eine Entitat mit der Eigenschaft ®.°

Was fur Entitaten sind das aber?
« Wir betrachten das an einem Beispiel: Wenn wir formulieren

»>€i p eine naturliche Zahl mit der Eigenschaft,
eine Primzahl zu sein und ausserdem gerade zu sein.”

so wollen wir vermutlich gerade nicht die Konstante 2 verwenden,
denn der Zweck der ganzen Angelegenheit ist vermutlich, zu zeigen,
dass es nur eine Zahl mit dieser Eigenschaft gibt.

Also ist es nicht zweckmassig p als Konstante aus C, der Menge der
Konstanten anzusehen. Andererseits ist es auch keine Variable,
denn diese wurde syntaktisch und semantisch anders behandelt
werden. Es ist eben genau das, was hinter der |dee der Parameter
steckt, eine neue Konstante.
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Vorgehen

Ziel
* Spezifikation eines Tableau-Verfahrens fur Pradikatenlogik
* Regeln, Korrektheit, Vollstandigkeit
Vorarbeiten (in Analogie zur Aussagenlogik)
® Uniforme Notation fur quantifizierte Formeln

* Korrektheit: Erweiterungsmaoglichkeiten fur Formelmengen
unter Erhalt der Erfullbarkeit

* Vollstandigkeit: pradikatenlogische Hintikka-Mengen,
Beweis ihrer Erfullbarkeit, dazu Definition von
Herbrandmodellen

® Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik
Tableau-Verfahren

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-15
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Pradikatenlogische Hintikka-Mengen

Definition 5.6.1 (Hintikka-Menge) >
Eine Menge H von geschlossenen Formeln aus £, (mit

mindestens einer Konstanten) heil’t pradikatenlogische Hintikka-
Menge bzgl. Lp,, falls gilt:

® H ist eine aussagenlogische Hintikka-Menge (Def. 3.5.1) und

®*Fallsy € H,
dann y(t) € Hfur alle geschlossenen Terme t in Lp,.

®*Falls d € H,
dann §(t) € Hfur mindestens einen geschlossenen Term tin Lp,.

>

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-16

Vgl. Ben-Ari (2001), Def. 5.31

Falls L, eine nicht-endliche Menge geschlossener Terme besitzt,
dann sind alle Hintikka-Mengen zu £, die eine y-Formel enthalten,
nicht endlich.

Wenn L, eine Konstante und ein Funktionssymbol besitzt, dann gibt
es in Ly, eine nicht-endliche Menge geschlossener Terme.

16



Unendliche Hintikka-Mengen

Lemma

Es gibt erflllbare Formeln der Pradikatenlogik, so dass jede
Hintikka-Menge, in der sie enthalten sind, unendlich ist.

Beweisskizze
* Betrachte die Formel F = A; A A, A A3, mit
A1 =(¥x) @y) P(x, y)
A, = (Vx) 7P(x, x)
Az = (Vx) (YY) (V2) (P(x, y) A P(y, 2)) D P(x, 2))

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-17

Es sei M eine Hintikka Menge, die F enthalt. Dann enthalt M auch
A1, A2, A3.

Fur Hintikka-Mengen war vorausgesetzt, dass die Bezugssprache
mindestens eine Konstante enthalt.

Ausgehend von einer Konstanten t1 fuhrt die Anwesenheit von A2
in M dazu, dass es eine unendliche Folge von Termen t1 .. ti .. gibt,
so dass jeweils P(ti, ti+1) in M enthalten sind. (Jetzt ist noch zu
zeigen, dass es in dieser Folge keine Wiederholungen oder
Schleifen gibt.)

Die Anwesenheit von A3 in M fuhrt weiter dazu, dass auch fur jedes
n > 0 P(ti, ti+n) in M enthalten ist.

Dagegen fuhrt die Anwesenheit von A2 in M dazu, dass alle =P(ti, ti)
in M enthalten sind.

Aufgrund der Konsistenzbedingung kann damit fur keinen Term P(ti,
ti) in M enthalten sein (Also: wenn i # j, dann auch ti # tj) und
deshalb kann auch kein Term mehrfach in der Folge von Termen
auftauchen.

Also ist M unendlich.

17



Pradikatenlogisches Hintikka-Lemma

Satz 5.6.2* (Hintikka-Lemma)
Sei L, eine pradikatenlogische Sprache mit einer nicht-leeren
Menge von geschlossenen Termen.

Falls H eine pradikatenlogische Hintikka-Menge bzgl. L, ist, so ist
H erflllbar.

Spezialisierung
* Dieser Satz kann sogar noch spezieller gefasst werden: unter
den gegebenen Voraussetzungen gibt es nicht nur irgendein
Modell, in dem H erfullt wird, sondern es gibt ein Herbrand-
Modell.

>

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-18

- Ben-Ari (2001) Lemma 5.33

» Eine Sprache mit leerer Menge geschlossener Terme kann z.B.
dann auftreten, wenn in £, keine Konstante existiert.
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Herbrand-Modelle

Motivation

*® Eine pradikatenlogische Formel ist erfillbar, wenn es eine
Interpretation gibt, die sie wahr macht.

® Zu jeder logischen Sprache gibt es unendlich viele
unterschiedliche Interpretationen.

®* Wie kann es in systematischer Weise gelingen, zu zeigen, dass
es keine Interpretation gibt, die die Formel wahr macht?

* Wie kann man (unter Berlcksichtigung der Formel) systematisch
eine Interpretation spezifizieren, die die Formel wahr macht?
Herbrands Idee

¢ Standardisierte Modelle auf Basis der Terme der Logiksprache,
bei Bedarf Erganzung um weitere Konstanten (Parameter)

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-19
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Definition eines logischen Systems: Generelles Schema

Spezifikation
® einer formalen Sprache (zur Reprasentation)
*® von Evaluations- / Interpretationsprinzipien
* Herbrand-Modelle
® semantischer Kategorisierungen und Beziehungen

* Herbrand-Theorem: Jede erflillbare Formelmenge ist in einem
Herbrand-Modell erfiillbar

*® Ableitungs-, Beweisverfahren

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-20

20



Zuweisungen & Substitutionen: Herbrand-Modelle

Zuweisungen: A: Var(Lp ) — D Abbildung ins Modell

Substitutionen: o: Var(Lp ) = Ter(Lp) Abbildung in die Sprache

® Herbrands Idee: Auch Sprachen kénnen als Domanen fur die
Interpretation verwendet werden.

Definition 5.4.1

Ein Modell M = (D, I) fur die Sprache L, ist ein Herbrand-Modell
far L wenn gilt:

1. D = gTer(Lp) ist die Menge der geschlossenen Terme zu £,.

2. Fir jeden geschlossenen Term ¢ gilt: = ¢

Beobachtung

Wenn M ein Herbrand-Modell furr £ ist und A eine Zuweisung in
M, dann ist A eine Substitution Var(Lp ) = gTer(Lp,). |>

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-—21

Unser Farbcode macht deutlich, dass durch Herbrand-Modelle die
Unterscheidung von Syntax und Semantik in sich zusammenbricht.
Dieses gilt aber im wesentlichen fur die Interpretation der Terme.
Den Formeln werden durch die Modelle weiterhin Wahrheitswerte
zugeordnet, die nicht Teil der Sprache selbst sind.

Die Zuweisungen in Herbrand Modelle sind Substitutionen, die jeder
Variable einen geschlossenen Term zuordnen.

Da wir schon friiher verlangt haben, dass D nicht die leere Menge
ist, gibt es Herbrand-Modelle nur fur solche Logiksprachen, die
mindestens einen geschlossenen Term, also mindestens eine
Konstante haben. Gegebenenfalls muss man eine
Spracherweiterung vornehmen, um diese Bedngung zu erfullen.

21



Herbrand Modelle — 1

Herbrand-Modelle

* sind spezifische Modelle, da sie Uber der Sprache £, selbst
interpretieren,

* sind daher als semantische Basis flr Beweisverfahren gut
einsetzbar (und ,einsehbar®),

® sind aber — wg. des Herbrand Theorems — hinreichen allgemein,
um alle denkbaren Modelle in gewisser Weise simulieren oder
reprasentieren zu kdnnen.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-22
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Terme in Herbrand-Modellen

Satz 5.4.2

Sei M = (D, I) ein Herbrand-Modell fir L, A eine Zuweisung in
M und t ein beliebiger Term aus £, .

Dann ist tA (= Das Resultat der Anwendung der Substitution A

auf t) ein geschlossener Term und t%: A = [t A}Y
Beweisidee

Induktion Uber Termaufbau mit

[x A} = x A (da x A geschlossener Term) und x> A = xA= x A

[c A} = ¢! = ¢ (da c geschlossener Term)und ¢/ A=c/=c¢

[f(t,, ... t )AY = f(t, A, ... t A) = ([t AL, ... [t, A)
und fit,, ... t )2 A=t LA .t LA

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-23
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Formeln in Herbrand-Modellen

Satz 5.4.3

Seien M = (D, 1) ein Herbrand-Modell fir L, ‘A eine Zuweisung
in M und @ eine beliebige Formel aus Lp,.

Dann ist ® A (= Das Resultat der Anwendung der Substitution A
auf @) eine geschlossene Formel und &2 =[® A}
Beweisidee
Induktion Gber Formelaufbau mit
Py, ... t)AY = P(t, A, ... t, A) = P{([t, A}, ... [t,A})
und P(t,, ... t. )2 A =Pt 2 A ... t, 7 A)
und: Substitutionen betreffen gebundene Variablen nicht

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-24
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Uniforme Notation — Herbrand Modelle

Satz 5.4.4

Sei @ eine Formel aus L5 und M = (D, 1) ein Herbrand-Modell fir
L. Dann gilt:
1. (Vx) @ ist wahr in M gdw. ®{x/t} ist wahr in M fiir alle t € D.
2. (Ix) @ ist wahr in M gdw. ®{x/t} ist wahr in M fir irgendein
te D.
Satz 5.5.2
Sei M = (D, 1) ein Herbrand-Modell fiir £, . Dann gilt:
1. Falls y eine Formel aus Ly, so gilt:
vy ist wahr in M gdw. y(t) wahr in M fir alle t € D.
2. Falls 6 eine Formel aus £y, so gilt:
d ist wahr in M gdw. §(f) wahr in M fir irgendein t € D.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-25

Satz 5.4.4 (Dies ist nicht das Herbrand-Theorem) zeigt, wie
sich die Interpretation in der Sprache im Hinblick auf die
Auswertung von Formeln mit Quantifikation auswirkt.

Durch die Herbrand-Interpretationen werden die Quantoren
substitutionell interpretiert: Die All-Formeln ist wahr, wenn alle
Substitutionsinstanzen wahr sind, die Existenz-Formel ist wahr,
wenn eine Substitutionsinstanz wahr ist.

Damit diese Interpretationen sinnvoll sind, mussen die
Herbrand-Universen (d.h. die Menge der geschlossenen
Terme) zu den Sprachen hinreichend komplex sein. Dazu
muss die Menge der Konstanten oder der Funktionssymbole
auf Anforderung hin erweiterbar sein ( = Parameter,
Skolemfunktionen).

Die ,Konsequenz' zeigt auf, dass es moglich ist, das Verhalten
quantifizierter Formeln durch Mengen von Formeln mit weniger
Quantoren nachzubilden. (= Skolemisierung, Herbrand-
Expansion: F1-Vorlesung)

Im Endeffekt bedeutet dies, dass es zu jeder geschlossenen
pradikatenlogischen Formel ® eine Menge von geschlossenen
Formeln S ohne Quantoren gibt, so dass ® genau dann
erfullbar ist, wenn S erfullbar ist. Da die Formeln aus S auch
keine Variablen mehr enthalten, kann man S wie eine Menge

aussaaenloaischer Formeln behandeln. Das heildt. dass das 25



Pradikatenlogisches Hintikka-Lemma

Satz 5.6.2 (Hintikka-Lemma)

Sei L, eine pradikatenlogische Sprache mit einer nicht-leeren
Menge von geschlossenen Termen.

Falls H eine pradikatenlogische Hintikka-Menge bzgl. L, ist, so ist
H in einem Herbrand-Modell fur £, erfullbar.

Beweisstruktur

1. Definition eines Herbrand-Modells M fir L, unter Rickgriff auf
H.

2. Beweis, dass jede Formeln aus H in M wahr ist.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 826

» Eine Sprache mit leerer Menge geschlossener Terme kann z.B.
dann auftreten, wenn in £, keine Konstante existiert.
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Pradikatenlogisches Hintikka-Lemma: Modellkonstruktion

1. Modellkonstruktion M = (D, J)
D = gTer(Lp)
T ist die folgende Abbildung:
* fur jedes c € Kon(Lp,) ist I(c) = ¢
« fiir jedes f € Fun (Lp,) ist IA(L,,..., t.) = f(t,, ... 1)
Fur jeden geschlossenen Term ¢ gilt dann: t/ = ¢

* fiir jedes R € Rel (L) sei
IR) ={(t;,.... t,) € D" | R(t;,..., t,) € H}

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-27
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Prinzip der Strukturellen Induktion [UN, Pradikatenlogik]

Theorem 5.5.3
Eine Eigenschaft Q gilt fir alle Formeln der Pradikatenlogik gdw.
gilt:
® Induktionsbasis

Jede atomare Formel X und deren Negation besitzen die
Eigenschaft Q.

® Induktionsschritte

* Falls Z die Eigenschaft Q hat, dann hat auch =-=Z.

* Falls o, und a, die Eigenschaft Q haben, dann auch a.

* Falls B, und 3, die Eigenschaft Q haben, dann auch f.

. Werrl\n fur jeden Term ¢ die Formel y(f) die Eigenschaft Q besitzt, dann
auch y.

* Wenn flr jeden Term t die Formel §(f) die Eigenschaft Q besitzt,
dann auch 8.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-28
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Pradikatenlogisches Hintikka-Lemma: Induktionsbasis

2. Jede Formel aus H ist wahr in ‘M
| UN-Induktion mit: Wenn ® € H, dann v (®) = t. |
Induktionsbasis

Ist® = R(t,,..., t) € H, dann ist

ol=RItL..., tT)=RAt,..., t)=t, nach Def. von R’

Ist® = "R(t,,..., t ) E H, dann ist

ol==RAt: .., t)="RAt,...,t)=t, daR(t,...t)EH
Logische Konstanten = Satz 3.5.2

Also ist die Behauptung fur alle atomaren Formeln und deren
Negation bewiesen.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-29

» Hier erkennt man leicht: Die Konstruktion ist genau so vorgenommen
worden, dass die Induktionsbasis sich ganz einfach ergibt.
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Pradikatenlogisches Hintikka-Lemma: Induktionsschritte

Induktionsannahme,

® Es sei y eine y-Formel und § eine 6-Formel, so dass fur alle
F € {y(t), 3(t) | t € gTer(Lp)} gilt: Wenn F € H, dann v (F) = t.
Induktionsschritt y

Wenn y € H, dann sind alle y(t) € H. [Def. Hintikka-Menge]

Dann sind alle y(f) wahr in M. [Induktionsannahme]

Also ist y wahr in M. [Satz 5.5.2]
Induktionsschritt,;y &

Wenn 6 € H, dann ist ein 8(f) € H. [Def. Hintikka-Menge]

Dieses §(t) ist wahr in M. [Induktionsannahme]

Also ist 6 wahr in M. [Satz 5.5.2]

Weitere Induktionsschritte = Satz 3.5.2

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-30
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Herbrand-Theorem

Theorem (5.9.4%)
Es sei par eine abzahlbar unendliche Menge neuer Parameter.

S C gFor(Ly,) ist genau dann erfillbar,
wenn S in einem Herbrand-Modell fur L Par erfullbar ist.

X € gFor(Lp) ist genau dann glltig,
wenn X in allen Herbrand-Modellen fur £ Par wahr ist.
Beweisskizze

Da das Hintikka-Lemma (5.6.2) bereits bewiesen ist, reicht es, folgendes
Lemma zu beweisen.

Lemma
Es sei £, eine pradikatenlogische Sprache und par eine abzahlbar
unendliche Menge (bzgl. £, ) neuer Parameter.
S C gFor(Ly,) ist genau dann erfillbar,
wenn S Teilmenge einer Hintikka-Menge bzgl. L, P ist.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8- 31

+ Weitere Beweise sind in vielen Logik-Buchern zu finden, in ahnlicher
Form auch in den F1-Unterlagen

» Das Herbrand-Theorem stellt die besondere Rolle der Interpretation
bzgl. sprachlicher Ausdricke logischen Sprache L, heraus. Damit
wird ein Weg aufgezeigt, wie Modelle systematisch konstruiert und
getestet werden konnen.

* Genau dies ist die semantische Fundierung von Beweisverfahren.
Nur leider sind auch Herbrand-Modelle in der Regel nicht endlich.
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Selbststudium:
Beweisskizze: Existenz einer Hintikka-Menge

Behauptung
Es sei £ eine pradikatenlogische Sprache, par eine abzahlbar

unendliche Menge (bzgl. £y, ) neuer Parameter und

S C gFor(Ly) erfillbar.
Dann ist S Teilmenge einer Hintikka-Menge bzgl. L P?".

Beweisskizze
* Da L, P2 eine abzahlbare Menge ist, kdnnen wir annehmen, dass

eine Folge F,, ..., F;, ... von Formeln aus L P?" gegeben ist, so
dass jede Formel aus L, P2F auch vorkommt.

® Da in endlichen Formelmengen auch nur endlich viele Parameter
vorkommen kénnen und S keinen Parameter enthalt, gibt es zu
jedem i unendlich viele Parameter, die nichtin SU {F,, ..., F}

vorkommen.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik

Die andere Richtung des Lemmas ist schon durch das Hintikka-
Theorem bewiesen.

Das im Folgenden angegebene ,Konstruktionsverfahren® fur die
Hintikka-Menge ist formal sinnvoll, um zu zeigen, dass es so
eine Menge gibt. Da die resultierende Menge aber unendlich

sein kann, ist es naturlich nicht praktikabel.

Die Menge par garantiert uns dabei, dass wir genugend
Bezeichnungen fur Objekte haben, die aus S uUber die

Quantoren erschlielbar sind.
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Selbststudium:
Beweisskizze: Existenz einer Hintikka-Menge (2)

*Da S erflllbar ist, gibt es ein Modell M = (D, I) und eine
Zuweisung A in M, so dass alle Elemente von S wahr
gemacht werden.

* Wir definieren nun Folgen S; C £, Parund M, = (D, I),
sodass SC 8*=U,,, S;und S*C L, P2 eine Hintikka-
Menge ist.

*Die Folgen S; und M, = (D, I,) (und zur Unterstltzung I;')
sind wie folgt definiert:

*S,=8, I, =17

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-33
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Selbststudium:
Beweisskizze: Existenz einer Hintikka-Menge (3)

®*Firjedesi=0

* Wenn F,, Parameter enthalt, die nichtin SU {F,, ..., F;}
vorkommen, dann sei J;' eine Erweiterung von J; so, dass alle
neuen Parameter auf Elemente von D abgebildet werden,
ansonsten sei J;' = J,.

* Wenn F,,, von I und A nicht wahr gemacht wird,
dann S;,, = S;und I,,, = I".

* Wenn F,, von I;' und A wahr gemacht wird und keine -
Formel ist, dann S;,, = S; U {F,;}und J;,, = I;".

* Wenn F,,, eine 6-Formel ist, die von I;' und /A wahr gemacht
wird, dann sei p ein Parameter, der nichtin S U {F,, ..., F;,4}
vorkommt, 8(p) Instanz von F,, und S;,; = S; U {F,,4, 8(p)}.
I.., sei eine Erweiterung von I;' so, dass d(p) wahr wird.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-34

Jetzt musste man eigentlich noch folgendes zeigen:

» Die Erweiterungen der Interpretationen sind in jedem Schritt
maglich.

* In jedem Schritt gilt: Si+1 ist erfullbar in Mi+1

» Esgilt so gar fur j < i: jede Teilmenge von Sj ist erfullbar in Mi.
(Dabei ist auch wichtig, dass die Menge D uber alle Schritte
konstant bleibt, auch wenn die Menge der Terme, die in D
interpretiert werden, anwachsen kann.)

« S* erfullt alle Bedingungen, die an Hintikka-Mengen gestellt
werden. Dabei kann man darauf zurlckgreifen, dass es fur jede
Menge Si auch immer ein Modell gibt, in dem sie erfullbar ist.
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Vorgehen

Ziel
* Spezifikation eines Tableau-Verfahrens fur Pradikatenlogik
* Regeln, Korrektheit, Vollstandigkeit
Vorarbeiten (in Analogie zur Aussagenlogik)
® Uniforme Notation fur quantifizierte Formeln
* Korrektheit: Erweiterungsmaoglichkeiten fur Formelmengen
unter Erhalt der Erfullbarkeit
* Vollstandigkeit: pradikatenlogische Hintikka-Mengen,
Beweis ihrer Erfullbarkeit, dazu Definition von
Herbrandmodellen
® Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Tableau-Verfahren D

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-35
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Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Churchs Theorem (hier nach Ben-Ari 5.43)
*® Gultigkeit von Formeln ist in der Pradikatenlogik unentscheidbar.

® Es gibt keine allgemeine Prozedur, die bei Eingabe einer
beliebigen pradikatenlogischen Formel nach endlicher Zeit halt
und (verlasslich) ausgibt, ob die Formel gultig ist.

* Durch die enge Verbindung von Gliltigkeit, Erflllbarkeit,
Folgerbarkeit, ... gelten dann entsprechende Aussagen auch fur
diese semantischen Begriffe.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8- 36
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Beweisskizze zu Churchs Theorem

Reduktion des Halteproblems fur 2-Registermaschinen auf
Gultigkeit in der Pradikatenlogik.

® Definition 2-Register-Maschinen

* Ubersetzung eines Programms in PL

* Ubersetzung des Halteproblems in ein Giiltigkeitsproblem

* Beweis, dass die Ubersetzung korrekt ist

(Ben-Ari, 2001, S. 122f.)

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-37

» Programme fur 2-Registermaschinen sind sehr einfach
strukturiert, deshalb lassen sie sich auch sehr einfach in die
Pradikatenlogik Ubersetzten.

» Andererseits sind sie aber machtig genug, so dass sich das
Halteproblem fur Turingmaschinen auf ihr Halteproblem
reduzieren lasst. (Hopkroft Ullman, 1979 Section 7.8).

37



2-Register-Maschine: Definition (Ben-Ari 5.41)

Eine 2-Register-Maschine M
® besteht aus zwei Registern x und y, die naturliche Zahlen
enthalten konnen,
® und einem Programm P = L,, ..., L, das aus einer Liste von n
Instruktionen besteht, wobei L, die Instruktion "halt' ist, und fir
0 <i<n L, eine der folgenden Instruktionen ist:

°x = x + 1;
*y : =y + 1;
*wenn x > 0, dann x := x - 1 und gehe zu Lj;
*wenn y > 0, dann y := vy - 1 und gehe zu Lj;
Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-38

Ben-Ari spezifiziert die Befehle etwas anders. Die obige
Spezifikation ist aber in verschiedenen anderen Aufsatzen zu finden
und ich habe den Eindruck, dass diese korrekt sind.
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2-Register-Maschine: Ausfiihrungssequenz (Ben-Ari 5.41)

* Sei M eine 2-Register-Maschine.
Eine Ausfuhrungssequenz von M

® ist eine Folge von Zusténden s, = (L;, x, y), wobei L; eine
Instruktion im Programm und x und y der Inhalt der Register x
und y vor der Ausfiihrung von L, ist.

® Der initiale Zustand ist sy = (Ly, m, 0) fiir eine Zahl m.
® s,.4 ergibt sich aus s, = (L, X, y) durch Ausflhrung von L.

®* Wenn es ein k gibt, so dass s, = (L,,, X, y), dann halt die
Berechung von M und M hat y = f(m) berechnet.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-39
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Beispiel: Programm einer 2-Register-Maschine

Funktion: f(m) =2 + 3m

L0: x := x + 1;

Ll: wenn x > 0, dann x := x - 1 und gehe zu L3;
12: y =y + 1;

L3: v =y + 1;

L4: vy =y + 1;

L5: wenn x > 0, dann x := x - 1 und gehe zu L2;
L6: halt;

Ausfiihrungssequenz

(Lo 2,0), (Ly, 3,0), (Lg, 2, 0), (Ly, 2, 1), (Ls, 2, 2), (L
(L, 1,3), (Ly, 1, 4), (Ls, 1, 5), (Lp, 0, 5), (L3, 0, 6), (Ly, 0, 7),
(Ls, 0, 8), (Lg, 0, 8)

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik
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Turing-Maschinen und 2-Register-Maschinen

Theorem (Minsky, hier nach Ben-Ari 5.42)
® FUr jede Turing-Maschine T, die eine Funktion f berechnet, kann
eine 2-Register-Maschine M konstruiert werden, die dieselbe
Funktion f berechnet.

2-Register-Maschinen
® sind noch unpraktischer als Turingmaschinen, wenn es um die
Programmierung geht,
® sind aber sehr praktisch fur den angestrebten Beweis, denn die
Maschinen lassen sich recht einfach mit der Pradikatenlogik
beschreiben.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8—41

Beweis : Hopcroft & Ullman (1979, Section 7.8) und andere
Auflagen, z.B. Hopcroft, Motwani & Ullman 2002, Abschnitt 8.5)

Minsky, M. (1967). Computation: Finite and Infinite Machines.
Prentice-Hall.
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2-Register-Maschinen und Logik

Lemma
® Fir jede 2-Register-Maschine M kann eine Formel S, konstruiert
werden, so dass S,, genau dann guiltig ist, wenn M ausgehend
vom Zustand (L, 0, 0) halt.
Beweisidee
® Kodierung der naturlichen Zahlen durch Terme:
0 —a, n+1 — s(n)
*® Kodierung der Zustande (L;, m, n) durch atomare Formeln
pi(m, n), Anfangszustand: p,(a, a)
* Kodierung der Zustandsubergange bei Ausflihrung von L; durch S,
* Kodierung des Halteproblems als Giltigkeit von
( Aicn S A pola, @)) D 3z 3z, p(z4, 2Z,)

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-42
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2-Register-Maschinen und Logik (2)

Beweisidee
* Kodierung des Halteproblems als Gultigkeit von
( Aicn Si A Po(a, @) D 3z 3z, p(z4, 25)
* Die Formel soll eine Interpretation besitzen, bei der

pi(m, n) genau dann wahr ist, wenn sich M irgendwann im
Zustand (L;, m, n) befindet.
* Kodierung der Zustandsubergange bei Ausfuhrung von L,
durch S,
* Demnach soll S; ausdrucken, in welchem Zustand sich M
befindet, nachdem Programmschritt L; auf einem
beliebigen Zustand ausgefuhrt wurde.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-43
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2-Register-Maschinen und Logik (3)

Beweisidee

* Kodierung der Zustandsubergange bei Ausflihrung von L; durch S,

* Demnach soll S; ausdrucken, in welchem Zustand sich M befindet,
nachdem Programmeschritt L; auf einem beliebigen Zustand
ausgefuhrt wurde.

L Si

x 1= x + 1; Vx Yy (pi(X, ¥) D pira(s(X), ¥))

y :=y + 1; Vx Yy (pi(X, ¥) D pis(x, s(¥)))
wenn x > 0, dann x := x - 1 Yy (pi(a, y) D pi4(a, y)) A

und gehe zu Lj; ¥x VY (s, ¥) D p(x, y)

wenn y > 0, dann y := y - 1 Vx (pi(X, @) D pirq(x, @) A

und gehe zu Lj; Vx Yy (pi(x, s(¥)) D pi(x, ¥))

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-44

* Nun ist noch zu zeigen: Gegeben eine beliebige 2-
Register-Maschine M, dann ist die entsprechende Formel

( ANiey Si A po(a, @)) D 3z, Az, p,(z4, z,) genau dann gultig,

wenn die Maschine bei der Eingabe x = 0 und y = 0 nach
endlich vielen Schritten anhalt. Details bei Ben-Ari 2002.

44



Beispiel: Kodierung des Programms

Vx Yy (po(X, ¥) D p4(s(X), ¥)) A

Vy (p1(a, ) D pa(@, y)) A VX Yy (py(s(X), ¥) D ps(X, ¥)) A

Vx Yy (pa(X, ¥) D ps(x, s(¥))) A

Vx Yy (ps(X, ¥) D pa(x, s(¥))) A

Vx Yy (p4(X, ¥) D ps(x, s(¥))) A

Vy (ps(a, ¥) D pe(a, y)) A VX Yy (ps(s(X), ¥) D pa(X, ¥)) A
Startzustand

Po(a, @)
"Berechnung": Folgende Formel sind folgerbar

ps(s(a), @) pa(a, a) pu(a s(a)) ps(a. s(s(a))) ps(a, s(s(a)))
Az, 3z, pg(24, 2)

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-45

In diesem Fall ist offensichtlich, dass die Maschine halt und
entsprechend, die Kodierung des Halteproblems zu einer gultigen
Formel fuhrt.
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Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Churchs Theorem
® Gultigkeit von Formeln ist in der Pradikatenlogik unentscheidbar.

Wie man am Beweis sieht: Churchs Theorem gilt auch,
* wenn man das Inventar der verfligbaren Symbole stark einschrankt
(mind. zweistellige Relationssymbole sind aber erforderlich).
* wenn man die Struktur der Formeln stark einschrankt (Kodierung
entspricht einem Prolog-Programm mit einer Anfrage)

Was tun?
* Mit Unentscheidbarkeit leben (allein Korrektheit gewahrleisten)
und Notbremsen einbauen

® Nach entscheidbaren Fragmenten suchen.

>

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8—46
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Uniforme Notation — Beweis von Satz 5.5.1:
Detail

Es sei x eine Variable, die nicht in y vorkommt. @
* Dann gilt y(f) = y(x){ x/1t}.

Es sei x eine Variable, die nicht in y vorkommt.
*ZB.: y = (Vv) ® und in ® kommt x nicht vor.
*Dann  y(x) = ®{v/ x}
*Dann  y(f) =®{v/} =D{v/x}{x/t}
wg. Komposition von Substitutionen

Y v(1) 0 5(p)
(Vv) @ v/ t} Av) @ d{v/ p}
“(3v) @ “®{v/ t} “(Vv) @ “®{v/ p}
Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-48

Der zweite Teil des Satzes stellt den semantischen Sachverhalt dar,
der die Skolemisierung rechtfertigt.
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(Un-)Endlichkeit von Modellen

Corollar 5.9.2

Jede Menge S von geschlossenen Formeln der Sprache £, die
in beliebig grollen endlichen Modellen erfullbar ist,
ist erflllbar in einem nicht-endlichen Modell.

Bemerkung

Aus Corollar 5.9.2 ergibt sich, dass es keine Formelmenge der
Pradikatenlogik gibt, die in allen endlichen Domanen erfillbar ist,
aber in keiner unendlichen.

D.h.: Die Annahme, dass eine Domane endlich ist, ist in der
Pradikatenlogik nicht formulierbar, solange wir keine explizite
,obere Schranke“ fur die Machtigkeit angeben kénnen.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-49

Beweis in Fitting (1996) greift auf das Kompaktheitstheorem zuruck.
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Theorem von Lowenheim & Skolem

Theorem 5.9.3 (Ben-Ari, 2001, Th. 5.39) > “

Sei S C gFor(Lp). Wenn S erfillbar ist, dann ist S in einem
abzahlbaren Modell erfillbar.

Beweisidee
Das Herbrand-Modell aus dem ersten Teil von 5.9.4 ist abzahlbar.
Anmerkung

Das Theorem zeigt, dass es keine pradikatenlogische (first-order)
Charakterisierung der reellen Zahlen geben kann.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-50

In der monadischen Pradikatenlogik, d.h. in pradikatenlogischen
Sprachen, die nur ein-stellige Relationssymbole zulassen, kann aus
der Existenz eine Modells auf die Existenz eines endlichen Modells
geschlossen werden.

Genauer: Falls S eine erflllbare geschlossene Formel einer
monadischen Sprache ist, und diese Formel k verschiedene

Relationssymbole und r Variablen enthalt, dann existiert ein Modell
mit 2kr Elemente in D.

Zur Anmerkung.

Annahme: Wir versuchen die Reellen Zahlen durch eine Formel der
Pradikatenlogik zu charakterisieren, d.h. dass diese Formel S Uber
der Domane D = R, der reellen Zahlen, erfullt wird, aber nicht Gber
Domanen, die nicht isomorph zu R sind.

Das Lowenheim-Skolem Theorem besagt, dass bei Erfullbarkeit Gber
R auch Erfullbarkeit in abzahlbaren — also nicht-isomorphen
Domanen — vorliegt.



Es gibt keine pradikatenlogische (first-order)
Charakterisierung der reellen Zahlen

Annahme

S sei eine Menge geschlossener Formeln, die das System der
reellen Zahlen, und somit die Menge R charakterisiert, d.h.

* S wird Uber der Doméane D = R erflllt
* S wird nur Uber Domanen erflllt, die isomorph zu R sind.
Konsequenz aus der Annahme:
®* Dann ist S auch in einem abzahlbaren Modell erflllbar.
*® Derartige abzahlbare Modelle sind nicht isomorph zu R.

Charakterisierung der Reellen Zahlen erfordert
Pradikatenlogik zweiter Stufe.

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 8-51

Pradikatenlogik zweiter Stufe ist nicht endlich axiomatisierbar. Das
heil3t: es gibt keine endliche Menge von Formeln und
Ableitungsregeln, so dass alle Tautologien der Pradikatenlogik
zweiter Stufe mit den Axiomen und Regeln beweisbar sind.

Entsprechend ist die Verwendung dieser Logik im Rahmen des

automatischen Beweisens nur von sehr eingeschranktem Nutzen, da
noch nicht einmal ein Semi-Entscheidungsverfahren in Aussicht
steht.
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Dedekindscher Schnitt

Das Schnittaxiom @

VPV Xy[P(X)a=Ply) = x<ylAdx[P(X)] a3y [ P(y)]

—

Az[Vx[x<z—=PX))AVy[z<y—"PyII

V4

)
nP

* Jede vollstandige Aufteilung der reellen Zahlen in eine Kleiner-Menge
und eine Grésser-Menge definiert einen eindeutigen trennenden Punkt
z. (Es wird keine Aussage uber z bzgl. der Eigenschaft P gemacht.)

Ch. Habel / C. Eschenbach: Logik & Semantik 852

Mit P(x) gdw. x <0 v x> <2
ergibt sich gemass Dedekindschem Schnitt

fur z die Bedingung
YVuu<z—-u<0vu?<2)aVu(@z<u—-u?22aruz0)

Dieses z nennen wir auch ,positive Wurzel aus 2’
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