
W
issen

srep
räsen

tatio
n

–
 C

h
risto

p
h

er H
ab

el, H
ed

d
a S

ch
m

id
tke

 S
o

m
m

ersem
ester 2004

S
itzu

n
g

 24: P
ro

b
ab

ilistisch
es S

ch
liessen

•
U

nsicherheit – W
ahrscheinlichkeitsbasierte A

nsätze
•

B
ayes-N

etze
•

S
truktur

•
D

iagnose &
 P

lanung
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L
iteratu

r

Z
u B

ayes N
etzen

R
ussell, S

tuart &
 N

orvig, P
eter (2003).

A
rtificial intelligence: A

 m
odern approach

. U
pper

S
addle R

iver, N
J: P

rentice H
all - P

earson. [chapt. 14]

P
earl, Judea (1988). P

robabilistic R
easoning in Intelligent

S
ystem

s. S
an M

ateo, C
A

: K
aufm

ann.
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P
ro

b
ab

ilistisch
e A

n
s

ätze fü
r

S
ch

liessen
 u

n
ter U

n
sich

erh
eit

G
rü

n
d

e fü
r U

n
sich

erh
eit in

 d
er W

issen
sb

asis
•

partielle B
eobachtbarkeit der U

m
gebung

•
verrauschte S

ensorik
•

U
nsicherheit / U

nbestim
m

theit der E
ffekte von A

ktionen
Z

iele ein
es p

ro
b

ab
ilistisch

en
 V

o
rg

eh
en

s
•

P
rädiktionen der A

rt:
G

egeben die verfügbare E
videnz, tritt ein bestim

m
tes

E
reignis X

 m
it der W

ahrscheinlichkeit P
(X

) ein.
S

u
b

jektive In
terp

retatio
n

 vo
n

 W
ah

rsch
ein

lich
keiten

•
W

ahrscheinlichkeiten setzen P
ropositionen in B

eziehung
zu Z

uständen eines W
issenssystem

s
•

W
ahrscheinlichkeiten ändern sich m

it neuer E
videnz

W
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Z
w

ei In
terp

retatio
n

en
 vo

n
 ‚W

ah
rsch

ein
lich

keit‘

S
tatistisch

e S
ich

t / H
äu

fig
keitsin

terp
retatio

n
:

W
ah

rsch
ein

lich
keit ist ein

 M
ass fü

r d
ie

H
äu

fig
keit (b

ei lan
g

en
 S

erien
 vo

n
 V

ersu
ch

en
).

•
E

reignis: W
erfen eines W

ürfels führt zu einer ‘6‘ –
in einer sehr langen S

erie von V
ersuchen

vs. individuelles E
reignis: D

er nä
chste W

urf dieses
W

ürfels w
ird zu einer ‘6‘ führen

  [D
ies w

ird von der
statistischen S

ichtw
eise nicht behandelt!]

S
u

b
jektive / p

ers
ö

n
lich

e / B
ayessch

e S
ich

t:
P

ro
b

ab
ility is a m

easu
re o

f an
 ag

en
t’s d

eg
ree

o
f ratio

n
al b

elief.

„S
ubjektiv“ bedeutet nicht „w

illkürlich“, sondern
„bezieht sich auf ein S

ubjekt, das Ü
berzeugungen hat.“
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“O
n

 th
e S

tu
d

y o
f S

tatistical In
tu

itio
n

s
” (1)

K
ah

n
em

an
 &

 T
versky 1982

W
ie g

u
t sin

d
 eig

en
tlich

 „statistisch
e In

tu
itio

n
en

“ ?

E
ine P

ersonencharakterisierung:

Linda ist 31 Jahre alt, sie lebt allein, ist selbstbew
usst

und sehr h
übsch. S

ie hat einen M
agister in

P
hilosophie. W

ährend ihres S
tudium

s hat sie sich
intensiv m

it F
ragen sozialer G

erechtigkeit und
D

iskrim
inierung befasst und auch an

 A
nti-A

tom
kraft-

D
em

onstrationen teilgenom
m

en.
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“O
n

 th
e S

tu
d

y o
f S

tatistical In
tu

itio
n

s
” (2)

K
ah

n
em

an
 &

 T
versky 1982

1.
L

in
d

a ist G
ru

n
d

sch
u

lleh
rerin

.

2.
L

in
d

a ist B
u

ch
h

än
d

lerin
 u

n
d

 g
ib

t Y
o

g
a-K

u
rse.

3.
L

in
d

a ist in
 d

er F
rau

en
b

ew
eg

u
n

g
 aktiv.

4.
L

in
d

a ist S
o

zialarb
eiterin

.

5.
L

in
d

a ist M
itg

lied
 in

 d
er A

ktio
n

 „W
äh

lt F
rau

en
!“

6.
L

in
d

a ist B
an

kan
g

estellte
.

7.
L

in
d

a ist V
ersich

eru
n

g
svertreterin

.

8.
L

in
d

a ist B
an

kan
g

estellte u
n

d
 in

 d
er F

rau
en

b
ew

eg
u

n
g

aktiv.

O
rd

n
en

 S
ie b

itte d
ie fo

lg
en

d
en

 A
u

ssag
en

 
in

 ih
rer W

ah
rsch

ein
lich

keit an
 

(1 ≈ am
 w

ah
rsch

ein
lich

sten
, 8 ≈ am

 w
en

ig
sten

 w
ah

rsch
ein

lich
)
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“O
n

 th
e S

tu
d

y o
f S

tatistical In
tu

itio
n

s
” (3)

R
an

kin
g

 in
 d

er h
eu

tig
en

 V
o

rlesu
n

g

6
5,75

L
in

d
a ist B

an
kan

g
estellte u

n
d

 in
 d

er F
rau

en
b

ew
eg

u
n

g
aktiv.

8

8
7,0

•L
in

d
a ist V

ersich
eru

n
g

svertreterin
.

7

7
6,75

L
in

d
a ist B

an
kan

g
estellte

.
6

2
2,25

•L
in

d
a ist M

itg
lied

 in
 d

er A
ktio

n
 „W

äh
lt F

rau
en

!“
5

3
2,5

•L
in

d
a ist S

o
zialarb

eiterin
.

4

1
1,75

•L
in

d
a ist in

 d
er F

rau
en

b
ew

eg
u

n
g

 aktiv.
3

5
5,25

L
in

d
a ist B

u
ch

h
än

d
lerin

 u
n

d
 g

ib
t Y

o
g

a-K
u

rse.
2

4
4,75

•
L

in
d

a ist G
ru

n
d

sch
u

lleh
rerin

.
1
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“O
n

 th
e S

tu
d

y o
f S

tatistical In
tu

itio
n

s
” (4)

E
xp

erim
en

t vo
n K

ah
n

em
an

 &
 T

versky 1982

R
an

kin
g

 im
 K

ah
n

em
an

-T
versky E

xp
erim

en
t:

4
4.1

L
in

d
a ist B

an
kan

g
estellte u

n
d

 in
 d

er F
rau

en
b

ew
eg

u
n

g
aktiv.

8

8
6.4

•L
in

d
a ist V

ersich
eru

n
g

svertreterin
.

7

7
6.2

L
in

d
a ist B

an
kan

g
estellte

.
6

6
5.4

•L
in

d
a ist M

itg
lied

 in
 d

er A
ktio

n
 „W

äh
lt F

rau
en

!“
5

2
3.1

•L
in

d
a ist S

o
zialarb

eiterin
.

4

1
2.1

•L
in

d
a ist in

 d
er F

rau
en

b
ew

eg
u

n
g

 aktiv.
3

3
3.3

L
in

d
a ist B

u
ch

h
än

d
lerin

 u
n

d
 g

ib
t Y

o
g

a-K
u

rse.
2

5
5.2

•
L

in
d

a ist G
ru

n
d

sch
u

lleh
rerin

.
1
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“O
n

 th
e S

tu
d

y o
f S

tatistical In
tu

itio
n

s
” (5)

E
xp

erim
en

t vo
n K

ah
n

em
an

 &
 T

versky 1982

4
4.1

L
in

d
a ist B

an
kan

g
estellte u

n
d

 in
 d

er
F

rau
en

b
ew

eg
u

n
g

 aktiv.
F

 ∧∧ ∧∧
 B

7
6.2

L
in

d
a ist B

an
kan

g
estellte

.
B

1
2.1

•L
in

d
a ist in

 d
er F

rau
en

b
ew

eg
u

n
g

 aktiv.
FW

ah
rsch

ein
lich

keitsth
eo

rie:
P

( F
 ) >

 P
 (F

 ∧
 B

)   
P

( B
 ) >

 P
 (F

 ∧
 B

)

D
as R

an
kin

g
 d

er V
ersu

ch
sp

erso
n

en
:

P
( F

 ) >
 P

 (F
 ∧

 B
)  >

 P
( B

 ) 

C
o

n
ju

n
ctio

n
 effect:

G
ew

isse K
onjunktionen führen zur 

A
nnahm

e h
öherer W

ahrscheinlichkeit.
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Z
u

fallsvariab
len

Z
u

fallsvariab
len

•
stehen für S

achverhalte in der W
elt, deren S

tatus (trifft
zu / trifft nicht zu) uns nicht unbedingt bekannt ist

•
besitzen einen W

ertebereich (dom
ain), dessen W

erte
m

it•
boolesch: {true

, false
}

•
diskret: z.B

. {1, 2, 3, 4, 5, 6}, {kopf, zahl}
•

kontinuierlich: z.B
. �

•
K

onvention
•

B
ezeichnungen für Z

ufallsvariablen beginnen m
it

G
rossbuchstaben

•
B

ezeichnungen für W
erte beginnen m

it
K

leinbuchstaben (oder sind anderw
eitig als W

erte
erkennbar, z.B

. 2, 3,)
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P
ro

p
o

sitio
n

en
 in

 PP PP
rr rr

LL LL

PP PP
rr rrLL LL

    ≈ „S
p

rach
e d

er W
ah

rsch
ein

lich
keitsth

eo
rie

“
•

atom
are P

ropositionen
•

bzgl. booleschen Z
V

en, z.B
. R

egnet_am
_5.7.04_13:15

•
bzgl. diskreten oder kontinuierlichen Z

V
en G

leichungen
der A

rt: W
eather =

 sunny
•

kom
plexe P

ropositionen
•

boolesche K
om

binationen von P
ropositionen, z.B

.
¬¬ ¬¬

 R
egnet_am

_
5.7.04_13:15

W
eather =

 sunny ∨
 W

eather =
 cloudy

D
ie S

ätze au
s AA AA

LL LL
 b

zw
. PP PP

LL LL
11 11  kö

n
n

en
 als P

ro
p

o
sitio

n
en

ein
er „S

p
rach

e d
er W

ah
rsch

ein
lich

keitsth
eo

rie
“

verw
en

d
et w

erd
en

.
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a p
rio

ri W
ah

rsch
ein

lich
keiten

a p
rio

ri W
ah

rsch
ein

lich
keiten

•
aus dem

 reellen Intervall [0, 1]
•

subjektive a priori W
ahrscheinlichkeiten

korrespondieren zum
 G

lauben / zur Ü
berzeugung

•
etw

aP
(regen(5.7.04_13:15) ) =

 0,4

•
kom

plexe P
ropositionen

•
boolesche K

om
binationen von P

ropositionen, z.B
.

P
(regen(5.7.04_13:15) ∨

 sonnig(5.7.04_13:15)) =
 ?
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A
xio

m
e d

er W
ah

rsch
ein

lich
keitsth

eo
rie (K

o
lm

o
g

o
ro

ff)

S
eien

 a u
n

d
 b

 P
ro

p
o

sitio
n

en
 au

s PP PP
rr rrLL LL

.. ..
A

1
0 ≤ P

(a) ≤ 1

A
2

P
( �

) =
 1  u

n
d

 P
(⊥

) =
 0

A
3

P
(a ∨

 b
) =

 P
(a) +

 P
(b

) – P
(a ∧

 b
)

T
h

eo
rem

: P
( ¬

a) =
 1 – P

(a)
B

ew
.:

P
(a ∨∨ ∨∨

 ¬¬ ¬¬
a) =

  P
(a) +

 P
(¬¬ ¬¬

a) – P
(a ∧∧ ∧∧

 ¬¬ ¬¬
a)

P
( �

) =
  P

(a) +
 P

(¬¬ ¬¬
a) – P

(⊥
)

1 =
  P

(a) +
 P

( ¬¬ ¬¬
a)
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T
h

e M
o

n
ty H

all P
ro

b
lem

L
et's M

ake a D
eal!

Im
agine that the set of M

onty H
all's gam

e show
 Let's M

ake a D
eal

has three closed doors. B
ehind one of these doors is a

 car; behind
the other tw

o are goats. T
he contestant does not know

 w
here the

car is, but M
onty H

all does.

T
he contestant picks a

 door and
 M

onty opens one of the rem
aining

doors, one he
 know

s doesn't hide the car. If the contestant has
already chosen the correct door, M

onty is equally likely to
 open

either of the tw
o rem

aining doors.

A
fter M

onty has show
n a

 goat behind the door that he
 opens, the

contestant is alw
ays given the option to sw

itch doors. W
h

at is th
e

p
ro

b
ab

ility o
f w

in
n

in
g

 th
e car if sh

e stays w
ith

 h
er first

ch
o

ice
?

 W
h

at if sh
e d

ecid
es to

 sw
itch

?

W
issensreprä

sentation, S
oS

e 2004
C

h. H
abel / C

. E
schenbach / H

. S
chm

idtke
24 – 15

L
et's M

ake a D
eal!

$
1

2
3

Y
ou choose 
door 3.

H
ost opens 
door 1.
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T
h

e stan
d

ard
 arg

u
m

en
t

$
1

2
3

P
(car) =

 1/3
P

(car) =
 1/3

P
(car) =

 1/3
initial

P
(car) =

 1/2
P

(car) =
 1/2

after seeing a goat
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A
 co

rrect arg
u

m
en

t
cf. K

rau
ss, S

., &
 W

an
g

, X
. T

. (2003)

$
1

first 
choice

2
3

n
eg

p
o

s

p
o

s

g
o

at
g

o
at

car

car
g

o
at

g
o

at

g
o

at
car

g
o

at

ch
an

g
e

is

2/3

1/3
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D
as g

leich
e A

rg
u

m
en

t als E
n

tsch
eid

u
n

g
sd

iag
ram

m

H
inter der T

ür
Z

iege

W
echsel

kein
W

echsel

G
ew

inn
A

uto
G

ew
inn

Z
iege

A
usw

ahl
einer T

ür

H
inter der T

ür
Z

iege

W
echsel

kein
W

echsel

G
ew

inn
A

uto
G

ew
inn

Z
iege

H
inter der T

ür
A

uto

W
echsel

kein
W

echsel

G
ew

inn
Z

iege
G

ew
inn

A
uto
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T
h

e P
sych

o
lo

g
y o

f th
e M

o
n

ty H
all P

ro
b

lem

•
M

o
st p

eo
p

le m
ake w

ro
n

g
 p

red
ictio

n
s / in

co
rrect

estim
atio

n
s o

f th
e p

ro
b

ab
ilities.

•
M

o
re im

p
o

rtan
t: M

an
y p

eo
p

le d
o

 n
o

t b
elief th

at th
ey

are w
ro

n
g

, even
 after in

ten
sive d

iscu
ssio

n
s o

f th
eir

failu
res.

•
T

h
e p

sych
o

lo
g

ical q
u

estio
n

:
W

h
y is th

e M
o

n
ty H

all P
ro

b
lem

 so
 co

u
n

terin
tu

itive?

•
T

h
e co

n
seq

u
en

ce fo
r kn

o
w

led
g

e p
ro

cessin
g

: A
re

cau
tio

u
s w

ith
 resp

ect to
 yo

u
r–o

r o
th

er
p

eo
p

le
’s—

in
tu

itio
n

s ab
o

u
t p

ro
b

ab
ilities.
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B
ed

in
g

te W
ah

rsch
ein

lich
keiten

B
ed

in
g

te W
ah

rsch
ein

lich
keit (p

o
sterio

ri) P
(a | b

)
•

die W
ahrscheinlichkeit von a

, falls b alles ist, w
as bekannt

ist.

•
P

(a | b) =
 P

(a ∧∧ ∧∧
 b) // // P

(b)  falls P
(b)≠ 0

•
A

lternative F
orm

ulierung
 P

(a ∧∧ ∧∧
 b) =

 P
(a | b)∗

P
(b) =

 P
(b | a)∗

P
(a)

A
nm

erkung:
D

ie B
erechnung der W

ahrscheinlichkeit der K
onjunktion

a ∧∧ ∧∧
 b über bedingte W

ahrscheinlichkeiten kann auf „zw
ei

W
egen

“ durchgeführt w
erden, via P

(a | b) und via P
(b | a).
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M
o

n
ty H

all P
ro

b
lem

: b
ed

in
g

te W
ah

rsch
ein

lich
keiten

A
n

g
en

o
m

m
en

: E
s w

u
rd

e T
ü

r 1 g
ew

äh
lt. D

an
n

 ist d
ie

W
ah

rsch
ein

lich
keit d

afü
r, ein

 A
u

to
 zu

 g
ew

in
n

en
,

w
en

n
 ein

 W
ech

sel vo
rg

en
o

m
m

en
 w

ird
:

P
(H

2 ∧
 C

3 ) +
 P

(H
3 ∧

 C
2 )

=
 P

(C
3 ) ∗

 P
(H

2  | C
3 ) +

 P
(C

2 ) ∗
 P

(H
3  | C

2 )
=

 1/3 ∗
 1 +

 1/3 ∗
 1 =

 2/3 
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V
erarbeitung

W
issensbasis

W
issen

sb
asiertes S

ystem
B
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 ∧
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b ∧
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=
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(j | a) P
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 | a) P
(a | ¬

b ∧
 ¬

e
) P

(¬
b

) P
(¬
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)

=
0,90 x 0,70 x 0,001 x 0,999 x 0,998 =
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