Grundlagen der Verarbeitung von Wissen
uber Raum, Zeit und Ereignisse

9. Sitzung

Topologie, Mereotopologie und Topologische Kl-Kalkule

Gliederung

e Topologische und Mereotopologische Kalkule
e Ausdehnung, Rander und Kontakt
e Mathematik: Punktmengentopologie
e Kl-Topologie: Allgemeines, Bezug zum Allen-Kalkul
e Vergleich von Kalkulen und Modellen
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Topologie in Mathematik und Raum-KI (1)

Topologie in der Mathematik

e Erfassen die allgemeinen strukturellen Bedingungen fur
Konvergenz

e topologische® Eigenschaften und Relationen: invariant unter
bestimmten (,topologischen®) Abbildungen / Transformationen

=» Strukturbetonung

Topologie in der Raum-Metaphysik und Raum-Ki

e Topologische Kalkule werden verwendet, um damit Uber
ausgedehnte Objekte und ihre Kontaktmoglichkeiten zu sprechen,
ohne auf Punkte Bezug zu nehmen.

Lo (o O

e topologische® Eigenschaften und Relationen: definierbar unter
Verwendung eines topologischen Basisinventars
=» Topologische Kalkule lassen sich als Kalkule Gber raumliche
(materielle) Individuen auffassen oder als Kalklle Uber die Orte,
die diese einnehmen konnen.
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Topologie in Mathematik und Raum-KI (2)

Zur Motivation — Konstellationen von Objekten

e (unmittelbare) Nachbarschaft / Beruhrung / aneinandergrenzen
e Die Schweiz grenzt an / ist Nachbar von ltalien, Frankreich,
Deutschland, Osterreich und Liechtenstein.
e Das Wasser des Meeres grenzt an die Luft daruber.
e Der Bleistiftstrich beruhrt das Papier.

e Einige heikle Fragen zu Grenzen
e Gehort die Grenze zwischen der Schweiz und lItalien, zur
Schweiz oder zu ltalien, oder weder noch, oder zu beiden?
e Gibt es etwas ('die Grenze') zwischen dem Wasser des Meeres
und der Luft Gber dem Meer?
e Dringt der Bleistiftstrich ins Papier ein?

C. Eschenbach & C. Habel: Vorlesung Raum, Zeit, Ereignisse 9-3

Topologie und ,,Ausgedehntheit”

Umgebungen und Ausdehnung in der (mathematischen)

Topologie

e Topologische Grundbegriffe: ,Umgebung” oder ,offene Menge*

e Umgebungen (und nichtleere offene Mengen) bestimmen, welche
Mengen (um einen Punkt x) ausgedehnt sind, und damit auch Nahe
und Entfernung:

e Eine Menge ist (um einen Punkt x) (topologisch) ausgedehnt,
wenn sie eine Umgebung von x (bzw. eine offene Menge, in der x
liegt) enthalt.

e Ein Punkt ist von einer Menge (topologisch) entfernt, wenn eine
Umgebung des Punktes die Menge nicht Uberlappt.

e Ein Punkt ist einer Menge (topologisch) nah, wenn jede
Umgebung des Punktes (und sei sie noch so ,klein®) die Menge
uberlappt.

= Systeme von Umgebungen U

Systeme von Umgebungen um einen Punkt x  T(x)
bzgl. einer Grund- bzw. TrSgermenge M.
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Was sind Umgebungen? — Umgebungsaxiome

Ein topologischer Raum ist ein Paar (M; {U(x) | x € M}), wobei M
Tragermenge und U(x) C @ (M) die Menge aller Umgebungen von x ist
Wenn U eine Umgebung von x ist, dann liegt x in U.

[AU1] VU, x [U € U(x) = x € U]
Wenn U eine Umgebung von x ist, die in V enthalten ist, und V in der
Tragermenge enthalten ist, dann ist auch V. Umgebung von x.
[AU2] VU, V., x[UeUX)AUCVAVCM-—VeUX)
Jeder Punkt hat mindestens eine Umgebung.
[AU3] Vx[3 U [U e Ux)]]
Wenn U und V Umgebungen von x sind, dann ist der Durchschnitt von
U und V auch eine Umgebung von x.
[AU4] VU, V, x[UeUx) A Ve UX)—UNYVeUXx)
Wenn U eine Umgebung von x ist, dann enthalt U eine Umgebung V
von X, so dass U auch Umgebung jedes Punktes aus V ist.
[AU5] VU, x [U € U(x) —
AVIVeUXx)AVCUAVylyeV —Ue Uyl
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Topologische Beziehungen von Punkten zu Mengen (1)

x ist genau dann innerer Punkt von A, wenn A eine Umgebung von x
enthalt.

[DinPt] inPt(x, A) <=defd U [U € U(x) A U C A]
=» ... Alist topologisch ausgedehnt um x

x ist genau dann Su8§erer Punkt von A, wenn A eine Umgebung von x
nicht uberlappt.

[DaPt] aPt(x, A) «==defd U [U EUX) A UN A =]
=» ... x ist topologisch entfernt von A

0 /0
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Topologische Beziehungen von Punkten zu Mengen (2)

x ist genau dann BerYhrungspunkt/ Berlihrpunkt (limit point) von A,
wenn jede Umgebung von x A Uberlappt.

[DbPt]  DbPi(x, A) «def VU [U € U(x) = U N A # ]
=» ... x ist topologisch nah an A

x ist genau dann Randpunkt von A, wenn jede Umgebung von x A
uberlappt, aber nicht in A enthalten ist.

[DrPt]  rPt(x, A) <def VU[UE UX) = UNA %D A ~(U CA)]

=» Beruhrpunkte sind innere Punkte oder Randpunkte.
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Offenheit und Abgeschlossenheit (1)

U ist genau dann offen, wenn U Umgebung jedes Punktes, der in U
liegt, ist.

[Dof] of(U) <=def VX [x €U — U € U(x)]

Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement

offen ist.
[Dab] ab(A) <=def of(M\A)

M\A
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Offenheit und Abgeschlossenheit (2)

Zwei ableitbare Charakterisierungen

Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte
enthalt.
[Tof] V A [of(A) <= V x [rPt(x, A) — (x € A)]]

Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre
Randpunkte enthalt.
[Tab] V A[ab(A) < V x [rPt(x, A) = x € A]]

=» Aber: abgeschlossene Mengen mussen keinen Rand haben !
=» Es gibt Mengen, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

= Es gibt Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind.

__________
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Offenheit und Abgeschlossenheit (3)

Jede Menge hat denselben Rand wie ihre Komplementmenge.
[TrPt] V AV x[rPt(x, A) <= rPt(x, M\A)]

Leere Menge und Tragermenge sind grundsatzlich offen,
abgeschlossen und randlos!
[T] of(M) A of(D) A ab(M) A ab(J) A

V x [rPt(x, M)] A V x [rPt(x, )]

=» Topologische Struktur lasst sich auch auf der Basis offener oder
abgeschlossener Mengen definieren, d.h.,

statt Systeme von Umgebungen ‘U bzw. U(x) werden Systeme von

offenen Mengen oder Systeme von abgeschlossenen Mengen
oder Abschlussoperatoren verwendet.
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Offene Kerne und abgeschlossenen Hiillen

Der offene Kern (interior) ist die Menge der inneren Punkte von A.

[D°] A® =def {x € M | inPt(x, A)}

=» Der offene Kern ist die maximale offene Menge, die in der Menge
enthalten ist.

[T4] A°=U{XCA]of(X)}

=» Mehrfache Bildung des offenen Kerns entspricht der einfachen
Bildung.

Die abgeschlossene HYlle (closure) von A ist die Menge aller

Beruhrungspunkte (limit points) von A.

D] A =def {xEM|DbPt(x, A)}

=» Die abgeschlossene Hulle ist die minimale abgeschlossene
Menge, die die Menge enthalt.

[TS] A =N{X2A]|ab(X)}

=» Mehrfache Bildung der abgeschlossenen Hulle entspricht der
einfachen Bildung.
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Beispiele

Beispieldomane: R? mit
o |(X1, X2)| = \/(X12 + X22) und (Y1, Y2) = (X1, X2) = (Y1 — X1, Y2 — X2)
Umgebungssystem U(x) ist gegeben uber die e-Kreise um x:
Us(X)={yER?| [y—x]<e} fire €R"
1. Sei E der Einheitskreis um den Punke (0, 0) in R?, also
E={yeR*| ly|<1)}
e E={yER® | lyIS1}E={yeR® | |y|=1}
2. SeiEg={y € R? | 0<|y| <1}der,punktierte Einheitskreis"

e Eo= E 9Eg=09EU{(0,0)}
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Rander

Der Rand von A ist die Menge aller Randpunkte von A.

[Da] OA =, {xE M| rPt(x, A)}

=» Der Rand ist die Differenz zwischen abgeschlossener Hille und
offenem Kern.

OA= A \A° A=A N AT 9A = (A° U (A")°)"

Topologisch unterschiedliche Randpunkte (1)

e (Normale / Eigentliche) Randpunkte von A, die auch Randpunkte
sowohl des offenen Kerns als auch der abgeschlossenen Hulle von
A sind. Diese Randpunkte grenzen das Innere vom €u8eren der
Menge ab.

GANIA NIA°)
A A= (A)Y A= A° 9A=0A°=9A

00O
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Topologisch unterschiedliche Randpunkte (2)

e Randpunkte von A, die nicht Randpunkte (sondern innere Punkte)
der abgeschlossenen Hulle von A sind. Diese Randpunkte sind
entartete RSnder, denn sie gehdéren nicht zu A und grenzen A nur
gegen sich selbst ab.

e OA\OA
A A° A=A° 9A=0A° (A)

> e 00

e Rander diesen Typs konnen auch ausgedehnt sein (eine offene
Menge enthalten), z.B. hat in R mit der Standardtopologie die
Menge der rationalen Zahlen (Q) die Menge der reellen Zahlen (R)
als Rand / Abschluss.
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Topologisch unterschiedliche Randpunkte (3)

e Randpunkte von A, die nicht Randpunkte (sondern aulere Punkte)
des offenen Kerns von A sind. Diese Randpunkte sind entartete
RSnder, denn sie bilden isolierte Enden, die sich nicht nah genug
an dem Inneren der Menge befinden. dA \ 8(A°)

A A=(A A OA=0A

YO QOO0 O

e RegulSre Mengensind Mengen, die keine entarteten Randpunkte
haben.

[Dreg] reg(A) <>def A= A° AA°= (X)°

e Innere und aulere Punkte einer Menge lassen sich topologisch
nicht weiter differenzieren.
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Topologische Relationen von Punkten zu Mengen

bPt(x, A)
M
X EA rPt(x, A) X&A

rPt(x, A)& x € A rPt(x, A°) & rPt(x, A) rPt(x, A")& x € A

inPt(x, A) rPt(x, A) & TrPt(x, A") rPt(x, A)&XEA rPt(x, A& x €A rPt(x, A) & “rPt(x, A) &Pt(x, A)
X EA’ x & A

e Es lassen sich bis zu 5 Arten von Beruhrpunkten unterscheiden.

e Bei der Beschrankung auf regulare Mengen gibt es nur noch 3
Arten von Beruhrpunkten.

e Bei der Beschrankung auf regular offene bzw. regular
abgeschlossene Mengen gibt es nur noch 2 Arten von
Beruhrpunkten.
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Reguldare Mengen (1)

e RegulSre Mengen sind solche, die keine entarteten Randpunkte
haben.

[Dreg] reg(A) <>def A= A° AA°=(A)

[Treg] VAf[reg(A) <= dA = oA = 0A°]

¢ RegulSr offene Mengen sind offene Menge, die auch regular sind.
[DregO] regO(A) <>def A=A A0dA =0 A

e RegulSr abgeschlossene Mengen sind abgeschlossene Menge, die
auch regular sind.

[DregA] regA(A) <=def A = A AOA= d(A°)
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Reguldare Mengen (2)

e Vereinigung und Durchschnitt regularer Mengen muss nicht regular
sein.

AUB AUB (AUB)°
A B ANB (A N B)

- _
¥ 8 N

e Abhilfe: Nutzung der regularen Vereinigung und des regularen
Durchschnittes:

AUBU (AUB) ANBN (AUB)
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Topologische oder Mereotopologische Kalkule: Geschichte (1)

Fréchet 1906

e Raumliche Struktur der Menge der Funktionen

Hausdorff 1914

e Allgemeine Bedingungen fur Konvergenz

e Definition von Topologie mit Hilfe von ,Umgebung*

de Laguna 1922

e Punkte, Grenzen, Oberflachen als Abstraktion Uber
ausgedehnten Entitaten

Whitehead 1929

e Raumliche Struktur als Struktur ausgedehnter Entitaten

Lesniewski 1927-30

e Mereologie (Kalkul der Teile) als Alternative zur Mengenlehre

Leonard & Goodman 1940

e Mereologie als Individuenkalkul (Calculus of Individuals)

Tarski 1956

e Axiomatisierung der Geometrie als Kalkul ausgedehnter Objekte
(Primitiv: Kugeln)

C.
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Topologische oder Mereotopologische Kalkule: Geschichte (2)

Clarke 1981

e Aufgriff und Formalisierung der Arbeit von Whitehead / de Laguna
als Weiterfuhrung des Individuenkalkuls (Teile und
(topologisches) Ganzes)

Randell, Cohn 1989; Vieu 1993

e Aufgriff von Clarke fur KI-Raumkalkule

Egenhofer 1991

e 9-intersection-Kalkul fur geographische Entitaten

Randell, Cui, Cohn 1992

e Revision / Restriktion von Clarke fur KI-Raumkalkule

Smith 1993 / Varzi 1993

e Kalkule zur Integration von Mereologie und Topologie

Eschenbach, Heydrich 1995

e Aufgriff / Integration von Clarke in den allgemeinen
Individuenkalkul (Rekonstruktion)

Renz, Nebel

e Komplexitatsuntersuchungen zu RCC-8

C.
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Topologische Kl-Kalkiile: Ubersicht

Einordnung

e ,Qualitatives Raumliches Schlielen”

e Uber ausgedehnte raumliche Regionen (oder raumlich ausgedehnte
Gegenstande)

e insbesondere deren Kontakt und Uberlappungseigenschaften

e ohne expliziten Bezug auf Punkte und Grenzen

=» Verallgemeinerung des Allen-Kalkuls fur beliebige Dimensionen

Clarke-Vieu-Kalkul (Clarke 1981, Vieu 1993, Randell, Cohn 1989)

e Unterscheidung von offenen und abgeschlossenen Regionen

RCC — Region Connection Calculus (Randell, Cui & Cohn (1992))
e Modifikation (Einschrankung) des Kalkuls von Clarke (1981)

e keine Unterscheidung offener und abgeschlossener Regionen
Egenhofers ,,9-intersection“-Kalkil (Egenhofer 1991)

e Anwendung in Geographischen Informationssystemen
e stark eingeschrankte Regionenmenge

C. Eschenbach & C. Habel: Vorlesung Raum, Zeit, Ereignisse 9-21

Zweidimensionale Veranschaulichung topologischer Relationen

8 definierbare exklusive und exhaustive Relationen
C umfasst alle Relationen aul3er DC.

o OO ot 00
DisConnected Externally Connected

PO(X, Y) @@ EQ(X,Y) @
Partially Overlapping EQual

TPP(X, Y) TPPI(X, Y)

Tangential Proper @ Tangential Proper @
Part Part Inverse

NTPP(X, Y) NTPPI(X, Y)

Non-Tangential Non-Tangential @
Proper Part Proper Part Inverse
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Basisbestandteile topologischer Kl-Kalkiile

Topologisches Basiskonzept (Axiomatisierung)

e Connection — Zusammenhang C(X,Y)
e zweistellige Relation zwischen (ausgedehnten) Regionen
e reflexiv und symmetrisch
e zwei Regionen stehen in der Relation C, wenn sie etwas
gemeinsam haben (bevorzugte Interpretation)
e .etwas” kann eine Region, ein Punkt oder eine Grenze sein
=» Alternativen werden kaum genutzt

Relationensysteme

e Definitionen auf der Basis von C
e Ausdrucksmachtigkeit

e Bedeutungsbeziehungen zwischen Relationen
e Relationenkomposition (Kompositionstabelle)

Modelle

e Existenz, Identitatskriterien von Regionen
e Konsistenz und Planaritat
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Hierarchie topologischer Relationen

T

O

P Pi

AN AN

TPP  NTPP @ NTPPI  TPPI @@
© © 0 60O

PO
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Allgemein akzeptierte Annahmen zum Kontakt von Regionen

=» Clarke 1981, Vieu 1993, Randell & Cohn 1989
=» Randell, Cui & Cohn 1989, Gotts, Gooday, Cohn 1996

Eigenschaften der Basisrelation C
Kontakt ist reflexiv und symmetrisch.

[A1] reflexiv Vx [C(X, X)]

[A2] symmetrisch Vx,y [C(Xx,y)— C(y, x)]

Identitatskriterium fur Regionen

Verschiedene Regionen stehen zu verschiedenen Regionen in
Kontakt.

Jede Region ist eindeutig durch ihre Kontakte bestimmt.

[A3] extensional Vx,y[Vz][C(z, x)< C(z,y)] —=x=Y]

Konsequenzen der Axiome und Definitionen

Wenn zwei Regionen verschieden sind, dann gibt es eine Region, die
in Kontakt zu genau einer von beiden steht.
[T]  Vx,y[x#y—=13z[(C(z, x) A 7°C(z, y)) v (C(z, y) » 7C(z, x))]]
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Ersatz fir Mengenrelationen auf der Basis von C (1)

=» Clarke 1981, Vieu 1993, Randell & Cohn 1989
=» Randell, Cui & Cohn 1989, Gotts, Gooday, Cohn 1996

Alles, was eine Teilregion beruhrt, berthrt die umfassende Region.
[DP]  part P(x,y) <>def Vz[C(z, x) = C(z, y)]

Eigentliche Teilregionen haben die umfassenden Region nicht als
Teil.
[DPP] proper part  PP(x, y) <>def P(x,y) a 7P(y, )
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Ersatz fuir Mengenrelationen auf der Basis von C (2)

=» Clarke 1981, Vieu 1993, Randell & Cohn 1989

=» Randell, Cui & Cohn 1989, Gotts, Gooday, Cohn 1996
Uberlappende Regionen haben eine Teilregion gemeinsam.
[DO] overlaps O(x,y) <=def 3dz[P(z, x) A P(z, y)]

Disjunktheit / Diskretheit: Negation der Uberlappung
[DDR] discrete DR(X, y) <=def ~O(x,y)

LEigentliche Uberlappung': Regionen, die etwas gemeinsam haben,
und jede noch etwas mehr als das Gemeinsame.
[DPO] partial overlap PO(x, y) <=def O(X, y) A 7P(x, y) A 7P(y, x)
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Zur Diskussion

e Welche Eigenschaften haben die Relationen P, PP, O, DR, PO,
allein aufgrund der Form ihrer Definition? (Reflexivitat, Transitivitat,
Symmetrie, ...)

e Welche Beziehungen bestehen zwischen ihnen? (Teilrelation,
Exklusivitat, Exhaustivitat, ...)

e Welche Eigenschaften haben sie zudem bei Berucksichtigung von
[A1] — [A3]
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Ersatz fur Mengenoperationen auf der Basis von C

=» Clarke 1981, Vieu 1993, Randell & Cohn 1989
=» Randell, Cui & Cohn 1989, Gotts, Gooday, Cohn 1996

Summen von Regionen beruhren genau die
Regionen, die mindestens eine der Summanden
beruhrt.
[Dsum] sum(x, y) =z <=def Vw [C(W, z) <=
(C(w, x) v C(w, y))]
Der Durchschnitt zweier Regionen ist die Summe
der gemeinsamen Teilregionen.
[Dprod] prod(x, y) =z <=def Vw [C(w, z) <=
Av [P(v, x) A P(v, y) A C(w, V)]]

e Wegen der Extensionalitat bzgl. C [A3] ist bei dieser Form der
Funktionsdefinition die Eindeutigkeit garantiert.

e Die Existenz des Funktionswertes muss durch entsprechende
Axiome gewabhrleistet werden.
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,Topologische‘ Relationen auf der Basis von C (1)

=» Clarke 1981, Vieu 1993, Randell & Cohn 1989
=» Randell, Cui & Cohn 1989, Gotts, Gooday, Cohn 1996

Externer Kontakt ist Kontakt ohne Uberlappung.
[DEC] EC(x, y) <=def C(x, y) A 7O(X, V)

Disconnected: Negation des Kontaktes
[DDC] DC(x, y) <=def 7C(x, y)

Tangentiale Teilregionen haben externen Kontakt zu
Regionen, die die umfassende Region nicht
uberlappen.

[DTP] TP(x, y) <=def P(x, y) A 3z [EC(z, x) A EC(z, y)]
[DTPP] TPP(X, y) <=def PP(x, y) A TP(X, y)

Interne Teilregionen stehen nur zu Regionen in
Kontakt, die die umfassende Region Uberlappen.
[DNTP] NTP(X, y) <>def P(x, y) A 7TP(x, y)
[DNTPP]NTPP(X, y) <=def PP(x,y) A NTP(x, y)
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Einheitliche Existenzannahmen von Regionen

=» Clarke 1981, Vieu 1993, Randell & Cohn 1989
=» Randell, Cui & Cohn 1989, Gotts, Gooday, Cohn 1996

Eine Region beruhrt alles.
[A4] Universum du Vx [C(x, u)]

Summen von Regionen sind Regionen.
[A5] Summe VX, y [Az [z = sum(X, y)]]

Uberlappende Regionen bilden eine Durchschnitt-Region.
[A6] Produkt VX, y [O(X, y) <= 3z [z = prod(X, y)]]

Alle Regionen haben einen inneren Teil.
[AT7] Vx Ay [NTP(y, x)]
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Zur Diskussion

e Es sei u die universelle Region (die in Kontakt zu allen Regionen

steht).
Vx [C(x, u)]

e Zeigen Sie, dass u innerer Teil von sich selbst ist:
NTP(u, u)
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Clarke-Vieu-Ansatz: Weitere Definitionen

=» Clarke 1981, Vieu 1993, Randell & Cohn 1989

Ersatz fur Mengenoperationen auf der Basis von C

Das Komplement einer Region ist die Summe der Regionen, die sie
nicht beruhrt.

[Dcompl] compl(x) = z <=def Vw [C(w, z) <= v ["C(v, x) A C(v, w)]]
[T] Vx z [compl(x) = z <= VYw [C(w, z) <= 7P(w, x)]]
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Clarke-Vieu-Ansatz: Weitere Definitionen

=» Clarke 1981, Vieu 1993, Randell & Cohn 1989

,Topologische‘ Operationen und Pradikate auf der Basis von C

Das Innere einer Region ist die Summe der internen Teilregionen.
[Dint] int(x) =z <=def Vw [C(w, z) <= 3v [NTP(v, x) A C(v, w)]]

Der Abschluss einer Region ist das Komplement des Inneren des
Komplementes bzw. das Universum ist sein eigener Abschluss.
[Dclos] clos(x) = z <>def z = compl(int(compl(x))) v

(Vy [C(x, )] A x =2)

Regionen sind offen, wenn sie mit ihrem Inneren identisch sind.
[Dop] op(x) <=def X = int(x)

Regionen sind abgeschlossen, wenn sie mit ihnrem Abschluss
identisch sind.

[Dcl]  cl(x) <=def x = clos(x)
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Clarke-Vieu-Ansatz: Existenzannahmen von Regionen

=» Clarke 1981, Vieu 1993, Randell & Cohn 1989
Komplementregionen existieren fur alle Regionen, die nicht alles
beruhren.

[A8] Komplement Vx [~Vy [C(y, X)] <= 3z [z = compl(x)]]

Alle Regionen haben ein Inneres und einen Abschluss.
[A9] Inneres  Vx[3dz [z =int(x)]]
[A10] Abschluss Vx [dz [z = clos(x)]]

Der Durchschnitt offener Regionen ist offen.
[A11] Vx Vy [op(x) A op(y) A O(x, y) — op(prod(x, y))]

Es gibt keine leere Region entsprechend der leeren Menge.
=» Ansonsten rekonstruieren die Definitionen einen Grof3teil der
Bedingungen, die fur die entsprechenden Termini der Topologie
gelten. Zum Beispiel
e Das Innere ist Teil der Region, diese ist Teil ihres Abschlusses
e Mehrfache Anwendung der Bildung von Innerem oder Abschluss
entsprechen einfacher Anwendung.
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Regionen-Topologie

Was sind die Regionen im Clarke-Vieu-Ansatz?

e nichtleer

e regular
e keine ,isolierten Rander
e keine inneren Risse

e offene regulare Region mit mehr oder
weniger Rand

Unterschied zu Mengen und Topologie

e Die Differenz zwischen einer abgeschlossenen Region und ihrem
Inneren existiert nicht, auch wenn sich die Regionen unterscheiden.

e Werden (offene) Regionen summiert, die eine gemeinsame Grenze
haben, dann wird diese Grenze automatisch gefullt.

>

=» Zusammenhang muss anders als in der Topologie definiert
werden.
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Topologie nach Clarke — Vieu

Unterscheidung offener und abgeschlossener Regionen

e Komplemente von offenen Regionen sind abgeschlossen.

e Durchschnitte / Produkte von offenen und abgeschlossenen
Regionen existieren.

e Regionen kdonnen ,halboffen” sein.

e Zwischen offenen Regionen konnen die Relationen EC und TP
nicht gelten.

e Regionen stehen nicht in Kontakt zu ihrem Komplement.

e Abgeschlossene Regionen enthalten ihren Rand (sie haben mehr
,Kontaktstellen® als ihre offenen Kerne), aber der Rand selbst
existiert nicht.
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Region Connection Calculus (RCC)

=» Randell, Cui, Cohn 1992, Gotts, Gooday, Cohn 1996

Weitere Einschrankung der Regionenmenge

e Keine Unterscheidung von Regionen, die nur in Grenzen differieren
e nur (regular) abgeschlossene Regionen
e oder nur (regular) offene Regionen

Definierbarkeit

e Regionenalgebren
e RCC-8: 8 exhaustive, exklusive binare Relationen (topologisch)
e RCC-5: 5 exhaustive, exklusive binare Relationen
(mengentheoretisch, Mereologisch)
e ,Topologische Form’

Verarbeitung

e Komposition
e ,Stetigkeit’ von raumlichen Veranderungen
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RCC: Weitere Definitionen

=» Randell, Cui & Cohn 1989, Gotts, Gooday, Cohn 1996

,Redefinition des Komplementes’

z ist das Komplement von x, wenn z genau die Regionen beruhrt, die
nicht vollstandig im Inneren von x liegen, und z alle Regionen
uberlappt, die nicht Teil von x sind.

[Dcompl] complrec(x) = z <>defVy [(C(y, z) <= “NTPP(y, x)) A

(O(y, z) <= 7P(y, x))]
,Komplemente’ von Regionen beinhalten das Auf3ere und den Rand
der Regionen, Region und ,Komplement' stehen in externem Kontakt.
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RCC: Axiome fir die Basisrelation C und die Struktur der
Regionen

Existenzannahmen
[A8] Komplement Vx ["Vy [C(y, X)] <= 3z [z = complrcc(X)]]
[A12] keine Atome Vx dy [NTPP(y, x)]

RCC: Konsequenzen der Axiome und Definitionen

Wenn zwei Regionen verschieden sind, dann gibt es eine Region, die
genau eine von beiden uberlappt.
[TT VX ylx=y<Vz[O(z X) < O(z, y)l

Wenn eine Region nicht Teil einer anderen ist, dann hat sie eine
Region als Teil, die die andere nicht einmal Uberlappt.
[T] VX, y["P(x,y) = 3z [P(z, x) » 7O(z, y)I]

Jede Region steht in externem Kontakt zu ihrem Komplement.
[TT  Vx["Vy[C(x, y)] = EC(x, complrec(x))]

Jede Region hat einen eigentlichen Teil, gilt auch schon ohne [A12].
[TT  Vx3y [PP(y, x)]
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Modelle von RCC (1)

Sei eine topologische Struktur gegeben.

Variante 1

e die Regionen sind die nicht-leeren regularen abgeschlossenen
Teilmengen
e keine entarteten Rander, Rander gehoren vollstandig zu den
Regionen
e Regionen mussen nicht zusammenhangen oder beschrankt sein
e Kontakt (C): nicht-leerer Durchschnitt
e der Durchschnitt muss keine Region sein
e Uberlappung (O): Durchschnitt enthalt eine (ganze) Region

Variante 2

e die Regionen sind die nicht-leeren regularen offenen Teilmengen
e Kontakt (C): nicht-leerer Durchschnitt der Abschlisse
e Uberlappung (O): nicht-leerer Durchschnitt der Regionen
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Modelle von RCC (Variante 1)

e Summe: mengentheoretische Vereinigung (bei endlichen Summen)
e Allgemein: abgeschlossene Hulle der mengentheoretischen
Vereinigung (Regulare Vereinigung)
e ,Komplement': Abgeschlossene Hulle des mengentheoretischen
Komplements
e Das Komplement soll eine Region sein und seinen Rand haben
e Produkt: Komplement der Summe der Komplemente (de Morgan)
[ J

e das Produkt von uberlappenden Regionen soll keine entarteten
Rander haben

e abgeschlossene Hulle des offenen Kerns der
Durchschnittsmenge
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Egenhofer (1991) — ,,9-intersection“-Kalkul

Sei eine topologische Struktur gegeben.

e Abgeschlossene Punktmengen X:

e X° 90X, X-1 (= M\X) sind exklusiv und exhaustiv

e Reprasentation der 9-intersection-Relationen zweier Punktmengen
oXnNay axXnNye oX N Y-1

In(X, Y) = ( X°NnaYy Xenye X° N Y-1 )
X-1nay X1ny X-1ny-1
e Unterscheidung leerer und nicht-leerer Durchschnitte

- g QD
Rmeet(X, Y) ( g g g ) %
- ﬂ@ ﬂ@
8 von 512 Kombinationen konnen realisiert werden

e von zwei Punktmengen aus RN, die die Eigenschaften haben:

e nicht-leer, n-dimensional,
e regular, abgeschlossen, ,beschrankt’
e zusammenhangend, lochlos, mit zusammenhangender Grenze
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8 ,Egenhofer-Relationen’

2 I B 1)) m g D g
( g D g ) ( g D g )
Rdisjoint(X, Y) \ =@ -~g -2 Rmeet(X, Y) \ ~g @ -~g
% B s B ) @ g D
@(M@) (M@)
Requal(X, Y) @b & -0 Rinside(X, Y) \ " ~& =&
% B0 R ) @ G g
@(M@) @(ﬂmﬂ@)
RcoveredBy(X, Y) \ "0 "D O Rcontains(X, Y) g D 0
% B 1)) @@ g g g
(ﬂ@ % 1) ) ("@ % Nnl% )
Reovers(X,Y) \ @ &G -0 Roverlap(X, Y) \ =g -z -

=» Dieselben Veranschaulichungen wie in RCC-8
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Beobachtungen zu den 9-intersection-Matrizen (Beispiele)

= Dornheim 1996
o X-1NY-1#y
e Zwei Regionen flllen das Universum nicht gemeinsam aus
=» Beschranktheit
e X°NY° 2T &X°NY1#0 =X NIY#J
e X-TNY 20 &X1NY-1£20 - X-1NIY #T
e IXNY #0 &IXNY-1#£20 —aXNIY#T
e trifft eine Region (ihr Inneres, Rand, AuReres) auf das Innere und
das Aulere einer anderen Region, dann auch auf den Rand

= Zusammenhang
Beobachtungen zu RCC

e Eine Region (X) und ihr Komplement (compl(X)) fullen das
Universum gemeinsam aus.

e Beliebige Regionen sind summierbar: Zusammenhang unwichtig

=» Dieselbe Terminologie mit unterschiedlichen Modellannahmen

e Die Bilder reflektieren die Modellannahmen nur partiell.
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,,A-intersection“-Kalklil

e Zur Unterscheidung der 8 Relationen reicht die Betrachtung von 4
Matrixeintragen aus:
In(X,Y) = ( oXNayY aXNye )
X°Nnaoay X°Nye

g g
OO (5 2) W o o
Rdisjoint(X, Y) Rmeet(X, Y)

I ) (1%
@ 5 o o o

al(X, Y)
RcoveredBy(X, Y)

©)

Rcovers(X, Y)

(
(
Rinside(X, Y)
(
Rcontains(X, Y)
(

(o-2)
(%2)©
(o)

X

overlap(X, Y)
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Qualitatives Raumliches SchlieRen mit RCC-8

Gegeben: eine raumliche Beschreibung © auf der Basis von RCC-8-
Relationen

Konsistenzproblem

=» Constraint Satisfaction Problem

Problem: Belegung der Variablen aus © (mit Regionen), so dass
e O erfullt ist und

e die Bedeutungsrelationen der Relationen nicht verletzt werden
=» korrespondiert zum Problem des Berechnens von Folgerungen

Planaritatsproblem

Problem: Belegung der Variablen aus ©

e mit (zusammenhangenden) Regionen der Ebene, so dass
e O erfullt ist und

e die Bedeutungsrelationen der Relationen nicht verletzt werden

= Vgl. Entsprechendes zum qualitativen zeitlichen SchlieRen
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RCC-8: Kompositionstabelle

= Gotts, Gooday & Cohn 1996

(DR=DC v EC)
DC | EC | PO [NTPP| TPP EQ TPPi |[NTPPi
DC noinfo | DRPO |[DRPO| DRPO | DRPOPP | DC DC DC
PP PP PP
EC DRPO | DRPO |[DRPO| POPP | ECPOPP | EC DR DC
PPi |TPPEQ| PP
TPPi
PO DRPO | DRPO | noinfo | PO PP PO PP PO | DRPOPPi | DRPO
PPi PPi PPi
NTPPi| DRPO | POPPi [POPPI| O POPPi | NTPPi | NTPPi NTPPi
PPi
TPPi |DRPO | ECPO |[POPPi| POPP | POTPPED | TPPI PPi NTPPi
PPi PPi TPPi
EQ DC EC PO | NTPP TPP EQ TPPi NTPPi
TPP DC DR |DRPO| NTPP PP TPP | DRPOTPP | DR PO
PP EQ TPPi PPi
NTPP| DC DC |DRPO| NTPP NTPP NTPP | DRPO PP | noinfo
PP
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Beispiel: Planaritatsproblem

=» Weder Axiome noch die Kompositionstabelle enthalt genug
Information, um zu erschlief3en, dass Y10 eine Kante oder einen
Knoten schneiden muss.
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Zusammenfassung: Topologische Ki-Kalkiile

Grundproblem

e Reprasentation ausgedehnter Entitaten und ihrer
Kontaktmoglichkeiten

Verfahren

e Relationenkalkul in Analogie zu Periodenmodellen fur die Zeit

Die Ansatze

e Weitgehende Ubereinstimmung in Grundannahmen (Terminologie /
Definitionen)

e Differenz: Was ist eine Region? Was ist der Anwendungsbereich

e Unklar: Welche Konsequenzen haben die Differenzen?

=» Fragen
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Modelle topologischer Kl-Kalkile

Regionen: alle Kalkile
e regular

nur einige Kalkule

e ausgedehnt

o teilbar

beschrankt (ist das Komplement auch eine Region?)
Differenzierung nach Grenzzugehorigkeit

e abgeschlossen / offen / partiell abgeschlossen
Zusammenhang

mit / ohne Locher

Ausschluss von Punkten und Grenzen zwischen Regionen
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Fragen: Topologische Kl-Kalkiile: Relationensystem

Relationensystem RCC-8 / Egenhofer

e \Was zeichnet die 8 Relationen aus?
e Unterscheidbarkeit von minimalem und nicht-minimalem
externem Kontakt

XMNCY «<»def XECYAVX Y'[X'PXAY'PYAXCYAY CX
— X'CY']
e Unterscheidbarkeit von maximalem und nicht-maximalem

externem Kontakt

XMaxCyY <def XECYANVZ[ZECX —=ZOY]
=» Diese Unterscheidung hat Effekte fur die Kompositionstabelle
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Fragen: Topologische Kl-Kalkilile: Modellannahmen

Clarke / Vieu / RCC

e Regionen sind teilbar — keine endlichen Modelle

e Konsequenz: Die in einem endlichen System explizit
reprasentierten Regionen konnen kein Modell bilden

e Aber: Dies steht nicht in Konflikt mit der Konsistenz einer endlichen
Reprasentation bzgl. der Kompositionstabelle

Egenhofer

e Komplemente von Regionen sind keine Regionen
e Regionen haben keine Locher
e Regionen sind zusammenhangend

Konsequenzen fir den Kalkul

=>» unklar
e RCC und 9-intersection-Kalkul legitimieren dieselbe
Kompostionstabelle
=» Die Modellannahmen sind evtl. strenger als fur die Verarbeitung
erforderlich.
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Zusammenfassung: Topologie

Mathematische (Punktmengen-)Topologie

e Formalismus zur allgemeinen Beschreibung von Konvergenz
e Unterscheidung des Inneren, des Auferen und des Randes einer
Menge
(Konvergenz: Vorhersagbarkeit des Verhaltens an den Randern)
e Unterscheidung von Zusammenhang und Trennung
(Basis fur die Individuierung / Zahlung ausgedehnter
Raumregionen)

Kl-(Mereo)Topologie

e Ausgedehnte Regionen als primitive Basisobjekte

e Punkte als Abstraktionen Uber Regionenkonstellation

=» Verallgemeinerung von Periodenkalkulen fur den Raum

e Unterscheidung von Regionenkonstellation bezuglich Berlhrung
und Uberlappung
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