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Vorwort

Die Idee zu den Untersuchungen kam von Herrn Rainer Lang. Eine Litera-
turrecherche hierzu ergab, dass es zwar eine Vielzahl von Anwendungen und
Untersuchungen des Halskettenproblems (engl. necklace bzw. bracelet) gibt
[10, 11, 12, 13, 14, 16], aber keine geschlossene Formel in der Literatur zu fin-
den ist. Die genannten Arbeiten beschrinken sich aulerdem auf Ketten, die
nur aus Steinen von genau zwei Farben bstehen. Lediglich in den Arbeiten
von [2] liess sich eine asymptotische Abschdtzung der Anzahl unterschiedli-
cher Ketten, die aus mehr als zwei Farben bestehen, finden.

Erste eigene Analysen - zu dem anfangs als trivial erachteten Problem - mit-
tels Papier, Bleistift und Geduld scheiterten daran, dass bereits bei kleinen
Problemen kaum noch iiberschaubar war, welche Ketten per Rotation bzw.
Spiegelung auf andere Ketten abbildbar waren. Abhilfe schaffte hier ein von
Manfred Grove erstelltes Programm, welches durch vollstdndige Enumeration
nicht nur die Anzahl moglicher Ketten, sondern die Ketten selbst ermittelte
(dieser Ansatz entspricht dem in [15] verfolgten Konzept). Hierdurch war es
moglich, zum einen kritische Ketten zu ermitteln, zum anderen diente dieses
Programm als Kontrolle fiir die sich konkretisierenden Formeln.

Erstaunlicherweise stellte sich wihrend der Analysen heraus, dass zur Losung
der Aufgabenstellung Primfaktorzerlegungen und Palindrome eine wesentli-
che Rolle spielen.

Als sich herauskristallisierte, dass sich bei gewissen grofieren Problemen Spe-
zialfille ergaben, konnte dieses Programm allerdings nicht mehr eingesetzt
werden. Ab diesem Zeitpunkt kontrollierte Reinhard Rauscher die Ergeb-
nisse seiner Formeln durch Durchrechnen verschiedener Permutationen des
eigentlichen Problems. Beispielsweise ist die Wahl des Startsteins fiir die
Gesamtlosung irrelevant. Damit verhélt sich das Problem [1, 30] (1 Stein von
Farbe a, 30 Steine von Farbe b) genau wie das Problem [30, 1]. Da aber
fiir beide Probleme unterschiedliche Formeln verwendet werden, kann man
hierdurch - in Grenzen - die Formeln selbst kontrollieren.

Momentan existiert ein Programm, welches Probleme mit bis zu 999 Steine
bei maximal 14 Farben behandeln kann.

Unser Dank gilt zum einen Herrn Manfred Grove (TECH), der durch ein Pro-
gramm die ersten Untersuchungen vorangetrieben hat, aber auch den Herren
Matthias Jantzen und Olaf Kummer (TGI), die hilfreiche Literaturangaben
und Beweisideen zum Problem der Palindrome beigesteuert haben.



Kapitel 1

Einleitung/Problemstellung

1.1 Problemstellung

Problem informal:

Gegeben sind mehrere Sorten von unterschiedlich gefdrbten Steinen. Wenn
man sie zu einer Halskette aufreiht, WIEVIELE unterschiedliche Ketten bis
auf Spiegelung und Rotation (Rosenkranzprinzip) konnte man konstruieren??

Problem formal:

Gegeben seien n Steine der Farben 1, ... k, k& > 1. Zur Farbe j,5 € {1,.....k}
mogen m; Steine gehéren. Im Folgenden wird diese Vorgabe mit [my, ..., my]
dargestellt.

Beispielsweise entspricht die Vorgabe [2, 2, 4] folgender Pramisse: Es seien 2
Steine der Farbe a, 2 Steine der Farbe b und 4 Steine der Farbe ¢ gegeben.

Eine Kette (oder Halskette) wird als Zeichenkette z = x1, ...z, notiert, wobei

o Vic{l,..,n}:z € {l,....k} und

e Fiir jede Farbe j € {1, ..., k} sei m; die Anzahl der Symbole j in x.

Beispiel fiir den Fall, dass zwei Farben mit je zwei Steinen existieren:
Eine Kette sei 1122;

Mustration des Problems anhand eines Bilds: Abbildung 1.1 zeigt die Anzahl
der verschiedenen Anordnungen von jeweils 2 Steinen der Farben Weiss und
Schwarz. Im folgenden sind derartige Ketten mit n Steinen einfach durch
Worter der Liange n dargestellt.
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Nach Beriicksichtigung der Rotation konnen einige Ketten durch andere dar-
gestellt werden. Abbildung 1.2 zeigt die beiden verbliebenden moglichen Ket-
ten nach Beriicksichtigung der Rotation.

R

Abbildung 1.1: Illustration der Méglichkeiten zum Problem [2, 2]

O

a b

Abbildung 1.2: Verbleibende Moglichkeiten zum Problem [2, 2] nach Beriick-
sichtigung der Rotation

Vergleicht man Abbildung 2.1 mit Abbildung 2.2., so wird klar, dass die in
Abbildung 2.1. aufgezihlten Fille c) bis f) jeweils durch Rotation einer der
beiden in Abbildung 2.2. dargestellten Fille iiberfiihrt werden kénnen.

1.2 Grundlegende Definitionen

Folgende Kurzbezeichnungen wurden verwandt:
e Mit A wird das leere Wort (oder die leere Kette) symbolisiert.

o Sei k = kiks...k, eine (Teil-) Kette.
Mit (k) wird die Lange von k bezeichnet. [(k) = .

e Mit k"¢¥ wird die invertierte Kette bezeichnet.
kl - ]{?wk2k1
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e EP bezeichne die Menge der Erweiterten Palindrome, dies sind Ketten
der Form k = zw = zw™l(z) =1

e PA bezeichne die Menge der Ketten, die Palindrome bilden
E=w=w""

e IN bezeichne die Menge der fiir die Spiegelung relevanten Ketten. Es
gilt:
IN=FEPUPA

Sei k eine Kette. Mit k 1 i sei die Kette bezeichnet, die durch Rotieren
nach links um ¢ Stellen aus k hervorgeht.
Formal: k =z, ..kp, K11 =21..0,21, .75

fipi(k) = min{n > 1|k Tt n € IN}

o frot(k) = min{n > 1k t n =k}

g(k) =k T fopi(k)

e r(k) =min{n >0k T n=Fk}

Def.: Zwei Ketten k1, ks heiflen rotationsdquivalent, wenn gilt:

e {l,...,n}:ky =k 1T1i.

Informal: Wenn nach Ausfiihrung von mindestens einem, aber maximal n — 1
Rosenkranzschritten aus k; die Kette ks entsteht. Erlauterung : Wenn es ein
p gibt mit:

ki =z1..2p 12p...2y

ks = xp..xp21..2p_1,p #F L,p<n

und ]{?2 = ]{?3.
Def.: Zwei Ketten k1, ks heiflen spiegelrotationsdquivalent, wenn gilt:

3 € {1,..,n}: ks =k, 1i ODER
i€ {1, .. n}:ky =kl 1
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Informal: Wenn nach Ausfithrung von mindestens einem, aber maximal n
Rosenkranzschritten aus k; ODER aus k]®” die Kette ky entsteht.

Bem.: Dass es sich bei den Relationen spiegelrotationsdquivalent und rotati-
onsdquivalent um Aquivalenzklassen handelt, ist trivial zu zeigen.

Bem.: Die sich hier stellende Aufgabe ist die Ermittlung der Anzahl der
verschiedenen Aquivalenzklassen zu spiegelrotationsdquivalent.

Def.: Eine Kette k heisst zu sich selbst invers bzgl. Rotation (invrot), wenn
gilt: frot(k) < n.

Erlauterung: k ist zu sich selbst invers bzgl. Rotation, wenn nach Ausfithrung
von mindestens einem, aber weniger als n Rosenkranzschritten dieselbe
Kette entsteht. Oder: Wenn es eine Kette k; gibt mit:

kE=x.2p 17p... 7Ty

ki =xp..xpx1..2p 1,p # 1

und £k = k;.

Def.: Eine Kette k heisst zu sich selbst invers bzgl. Rotation und Spiegelung
(invrotispi), wenn gilt: fro¢(k™") < n.

Erlauterung: Wenn es eine Kette k; gibt mit:

kE=x1.2p 17p...7Ty

k'Y =z xpxp_1...71

ki =xp1..017p...2p

und £k = k;.

Def.: Die Spiegelung ki5, einer Kette k; wird wie folgt definiert:
kisp = K1

Def.: Eine Kette k heifit symmetrisch oder Palindrom, wenn gilt:
k — kT‘E’U
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1.3 Konvention

Konvention: Zum Vermeiden von Miflverstdndnissen wird folgende Kon-
vention verwendet:

e MK, bezeichne die Gesamtmenge von Ketten (ohne Beriicksichtigung
der Rotation und Spiegelung).

e MK, bezeichne die Gesamtmenge von Ketten (ohne Beriicksichtigung
der Rotation und Spiegelung), die mit einem Stein aus der willkirlich
gewidhlten Farbe sta beginnen. Diese willkiirlich gewédhlte Farbe wird
im Folgenden auch mit Startsteinfarbe bezeichnet.

e MK,, bezeichne die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. rotationsdiqui-
valent. Informal ist dies die Gesamtmenge von Ketten nach Berticksich-
tigung der Rotation (ohne Beriicksichtigung der Spiegelung).

o MK,y bezeichne die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. spiegelrota-
tionsdquivalent. Informal ist dies die Gesamtmenge von Ketten nach
Beriicksichtigung der Rotation und Spiegelung.

Gesucht ist nach: | M Kpror| !
Bem.: Trivialerweise mufl gelten:
|Mngs‘ Z |MKsta‘ 2 ‘MKrot| 2 ‘MKsprot|-
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Gesamtzahl der Ketten

2.1 Trivialfall

Eine erste Frage, die sich stellt, ist: Wieviele unterschiedliche Ketten gibt es
insgesamt ?
Mit anderen Worten: Wie groff ist |MKges| ?

Vorerst erfolgt die Behandlung des Falles, bei dem alle Steine unterschiedlich
gefirbt sind:

Anzahl der méglichen Ketten (zu jeweils unterschiedlichen Steinen) ist:

Formel 1.1. |\M K gestriviat] = n!

Beweis:

trivial.

2.2 Allgemeiner Fall

Im allgemeinen Fall (es kénnen gleichfarbige Steine auftreten) ist die Losung
diffiziler.

Die Anzahl der moglichen Ketten ist:
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n!
k
=1

Formel 1.2. | MKl =

)

Beweis:
siehe [1] S. 97-99.




Kapitel 3

Anzahl Ketten mit fiihrendem
Startstein

Im folgenden wird davon ausgegangen, dass ein Stein sozusagen als Anfangs-
stein definiert wird. Motiviert ist dieser Ansatz dadurch, daf} bei realen Hals-
ketten oft ein ausgezeichneter Anfangspunkt durch das Kettenschlof§ gegeben
ist. Sollte so ein eindeutiger Anfangspunkt (Startstein) gegeben sein, verein-
facht sich das Problem sehr stark.

Wieviele unterschiedliche Ketten zu einer willkiirlich ausgewéhlten Start-
steinfarbe existieren, zeigt folgende Formel:

MStartstein * (n - 1)'

Formel 2.1. MKg,| =

Beweis:

Fiir den ersten Stein aus der Kette ist einer der Startsteine zu wahlen (Dies ist
ein MUSS). Hierdurch ergeben sich keine Wahlméglichkeiten! Es verbleiben
fiir die weitere Anordnung (n — 1) Steine insgesamt. Die Anzahl der noch
anzuordnenden Startsteine ist mgsartstein — 1. Nach Formel 1.2. ergeben sich
hiernach:

|MKsta‘ — (nfl)!

k

(IT mi!)* !

i—1 MStartstein

Der zusitzliche Faktor im Nenner, ndmlich - 1} — ist dadurch begriindet,

dass bereits ein Stein aus der Startsteinmenge fixiert war:

| — mStartstein!
MStartstein

(mStartstein -1 )

Damit folgt die o.g. Formel.
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q.e.d.



Kapitel 4

Ansatz fir die Rotation ohne
Startsteine

Sei MK, die Menge von Ketten nach Formel 1.2. Diese Menge wird vor-
erst als Allmenge betrachtet. Die Machtigkeit dieser Menge 148t sich einfach
berechnen, wie gezeigt wurde.

Geht man von den bereits behandelten allgemeinen Féllen aus, bei denen
die Rotation noch nicht beriicksichtigt wurde, so ist zu erwarten, dafl nach
Beriicksichtigung der Rotation die Anzahl der Aquivalenzklassen deutlich ab-
nimmt.

Dies ergibt sich schon alleine aus der Uberlegung, daB vorher noch unter-
schiedliche Ketten durch Rotation ineinander iiberfiihrt werden koénnen. Bei-
spielsweise 1483t sich die Kette k; = 1122 in die Kette ky = 1221 iiberfiihren.
Eine intuitive Idee wire, anzunehmen, dass jeweils n (Zur Erinnerung: n ist
die Lange der Kette) Ketten durch Rotation ineinander iiberfiihrbar sind.

Liegen zwei Ketten in derselben Aquivalenzklasse bzgl. der Relation rotati-
onsdquivalent, so wird dies im Folgenden mit Zusammenfallen bezeichnet.

Erlduterung anhand des Beispielproblems [2, 6]:

Die Kette 12222122 fillt durch Rotation zusammen mit 12212222. Dies
wird in Abbildung 4.1 illustriert. Ferner liegen in der Aquivalenzklasse von
12222122 sechs weitere Ketten, die jeweils mit einem Stein der Farbe 2 begin-
nen. Damit ist die Méchtigkeit der Aquivalenzklasse von 12222122 bzgl. der
Relation rotationsdquivalent ermittelt, ndmlich 8.

Im Prinzip stimmt die oben gedusserte intuitive Vermutung, es gibt allerdings
einige Spezialfille, namlich solche Ketten, die folgende Struktur aufweisen:

Especiat = aa, wobei a eine Teilkette bildet.

Bei diesen Ketten fallen deutlich weniger als n Ketten zusammen. Mit an-
deren Worten: Die Machtigkeit der zugehorigen Aquivalenzklasse ist deutlich

10
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Abbildung 4.1: Illustration zum Zusammenfallen der Ketten

1a 1la

Abbildung 4.2: Illustration zum Fall, dass die Kette aus mehreren identischen
Teilketten besteht
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geringer als bei solchen Ketten, die nicht dieses Struktur haben. Dies wird
sofort klar, da eine Rotation der o.g. Kette kgpecior um die Teilkette a wieder
dieselbe Kette bildet.

In Abbildung 4.2 ist dieser Fall beispielhaft dargestellt. Die Abbildung zeigt
eine Kette, die in 4 identische Teilketten zerfallt. Offensichtlich reduziert sich
hier die Anzahl von Ketten, die durch Rotation ineinander iiberfiihrt werden
kénnen.

Der Rotationsoperator bewirkt eine Aufteilung der Gesamtmenge der Ketten,
ndmlich folgende Klassen von Ketten:

1. Ketten, die mit n — 1 Ketten zusammenfallen. (Dies wire der o.g. all-
gemeine Fall).

2. Ketten, die mit z — 1 Ketten zusammenfallen. Mit: z teilt n.

3. Ketten, die nicht mit anderen Ketten zusammenfallen. Spezialfall zu 2.
mit z = 1.

Beispiel: Das Problem sei [4, 2, 2].

Beispiel fiir Ketten der Art 1: Die Kette 12111332, fillt zu-
sammen mit folgenden Ketten: 11133212, 11332121, 13321211,
33212111, 32121113, 21211133, 21113321.

Beispiel fiir Ketten der Art 2: Die Kette 12131213, fillt zusammen mit:
13121312 31213121 21312131.

Es ist zu vermuten: Zu jedem Teiler von n gibt es jeweils eine Menge von
Ketten, die durch Rotation zusammenfallen.

Grundidee: Zu jedem Teiler ¢t (nicht unbedingt Primteiler, incl. 1 und n) von
n berechne man

e Die Anzahl von Ketten, die aus ¢t oder Vielfachen von ¢t identischen
Ketten bestehen.
Diese Anzahl von Ketten wird im folgenden mit ges(t¢t) bezeichnet.

e Die Anzahl von Ketten, die aus genau ¢t identischen Ketten bestehen.
Diese Anzahl von Ketten wird im folgenden mit gen(t¢t) bezeichnet.

Erlduterung anhand des Beispielproblems [4, 4]:
ges(4) = 2, wg. der Kette 12121212.

ges(2) = 6, wg. der Ketten lala, mit a € {122,212,221}
ges(1) = 70. (Gesamtmenge aller Ketten nach Formel 1.2.)
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4.1 Berechnung von ges

ges(tt) ist die Anzahl von Ketten, die aus mindestens ¢t identischen Teilket-
ten bestehen. Diese Ketten haben damit folgende Form: ajas....a;_1a4 mit
ar = a;Vj € {2,... tt}.

Die Méchtigkeit dieser Menge ergibt sich durch:

(/M) fa)1s alle m; Vielfache von ¢ sind

Formel 3.1. ges(tt) = (mi/tt)!

Ds<
[

andernfalls

Beweis:
1. Fall: alle m; sind Vielfache von t¢:

Ketten aus der Menge ges(tt) bestehen aus ¢t identischen Teilketten. Damit
haben diese Teilketten die Struktur y;.....y,. Da tt solche Ketten existieren
miissen, ergibt sich fiir s (Linge der Teilkette):

s = n/tt. (Alle Teilketten haben die Linge n/tt).

Um die Anzahl der Ketten zu ermitteln, reicht es, nur eine einzige Teilkette
zu betrachten. Zu beriicksichtigen ist dann aber auch, dass n und die m;
jeweils durch ¢t zu dividieren sind.

n' =n/tt

mi =m;/tt Vie {1,.. k}

Nach Formel 1.2. ergibt sich:
ges(tt) = 7,5"’)!
(IT m3!)

i=1

Damit folgt o.g. Formel.

2. Fall: Es gilt nicht, dass alle m; Vielfache von ¢t sind:

Wg. der Pramisse kann keine Kette konstruiert werden, die aus ¢t identischen
Teilketten besteht. Damit gilt ges(tt) = 0.

q.e.d.



KAPITEL 4. ANSATZ FUR DIE ROTATION OHNE STARTSTEINE 14

4.2 Berechnung von gen

Sei mit TT die Menge aller Teiler von n bezeichnet. Hierin sind auch 1 und
n enthalten.

Sei ein tt € TT gegeben. Mit TTp(tt) ist folgende Menge von Teilern von n
bezeichnet:

TTp(tt) .= {tt * x | tt * x teilt n und = > 1}

Formel 3.2 gen(tt) = ges(tt) — Z gen(tt2)
tH2ETTp(tt)

Uberlegung hierzu:

Zu einem gegebenen tt € T'T ist zur Ermittlung von gen(t¢t) auszugehen von
ges(tt). Abzuziehen sind von ges(tt) alle Ketten, die in mehr als ¢¢ identische
Teilketten zerfallen kénnen. Dies ist gerade die Summe iiber ¢¢2.

Es folgt die Erlauterung anhand eines Beispiels. Sei folgendes Beispielproblem
gegeben: [6, 6].

ges(1) = 12! / 6!/6!= 12*11*10%9*8*7 / 6! = 2* 11*2*3* 7= 44* 21= 924
ges(2) = 6! / 3!/3! = 6*5*4/3! =20

ges(3) = 4!/ 21/21 = 4*3/ 21=6

ges(6) = 2! / 11*1!1= 2

Es folgt die Berechnung der Werte gen(#t) zum Beispielproblem [6, 6]:

gen(6) = ges(6) = 2

gen(2) = ges(2) - gen(6) = 20 -2 =18

gen(3) = ges(3) - gen(6) =6-2 =4

gen(1) = 924 - gen(2) - gen(3) - gen(6) = 924 -18 -4 -2 = 900

Behauptung: gen(tt) ist die Anzahl von Ketten mit genau ¢t Teilketten.

Beweis:

ges(tt) gibt nach Definition die Anzahl der Ketten mit mindestens t¢ iden-
tischen Teilketten an. Demnach sind zur Ermittlung von gen(tt) genau die
Ketten abzuziehen, die aus ttt Teilketten bestehen, mit ¢¢¢ ist Vielfaches von
tt.

q.e.d.
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Dies wird durch Abbildung 4.3 illustriert. Angenommen, das Problem [15, 15]
(jeweils 15 Steine von zwei Farben) ist zu 16sen. Gesucht ist die Méachtigkeit
der einzelnen Mengen gen(2), gen(3), gen(5), gen(6), gen(10) und gen(15).
Es gilt:

gen(2) = ges(2) — ges(2% 3) — ges(2 % 5) + ges(2x 3 x5)

= ges(2) — ges(6) — ges(10) + gen(30)

= ges(2) — (gen(6) + gen(30)) — (gen(10) + gen(30)) + gen(30)

= ges(2) — gen(6) — gen(10) — gen(30)

Abbildung 4.3: Tllustration zum Prinzip der Inklusion/Exklusion

4.3 Berechnung gesamt fiir die Rotation

Die Beriicksichtigung der Rotation konnte - wie schon ausgefiihrt - intuitiv
wie folgt vorgenommen werden:
Man berechne zunichst die Anzahl von Ketten nach Formel 1.2., teile diese
Anzahl durch n und erhédlt danach die verbleibende Anzahl von Ketten nach
Beriicksichtigung der Rotation.
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Uberlegung hierzu ist, dass durch die Rotation jeweils n Ketten zusammen-
fallen.

Im Prinzip wird hier so verfahren, allerdings wird nicht generell durch n
geteilt, sondern je nach Art der Kette ein Divisionsfaktor ermittelt. Dieser
Divisionsfaktor entspricht der jeweiligen Michtigkeit der Aquivalenzklassen
bzgl. der Relation rotationsdiquvalent.

Die Gesamtmenge der verbleibenden Aquivalenzklassen nach der Rotation
ist:

gen(tt)
n/tt

Formel 3.3 M K,o| =
teTT

Erlduterung im Beispielproblem [6, 6]:
Die Summe (| M K, |) ist: 900/12 + 18/6 + 4/4 4+ 2/2="75 + 3 +1+ 1 = 80.

Beweis zu Formel 3.3.:

ges(tt) beschreibt die Gesamtzahl von Ketten mit der Eigenschaft, dass sie
aus mind. #¢ identischen Ketten bestehen.
gen(tt) beschreibt die Gesamtzahl von Ketten mit der Eigenschaft, dass sie
aus genau tt identischen Ketten bestehen.

Gegeben ist die Anzahl der Ketten nach Formel 1.2. Diese Anzahl ist identisch
zu ges(1). Dies kann man leicht zeigen durch Einsetzen der 1 in Formel 3.1.
Geht man hiervon als Allmenge aus, muf} sich jede Kette in genau einer
der Aquivalenzklassen bzgl. rotationsiquivalent wiederfinden. Die einzelnen
Aquivalenzklassen sind allerdings unterschiedlich michtig. Thre Michtigkeit
ist aber relativ einfach zu ermitteln, ndmlich n/tt.

Ferner gilt, da ges(1) alle Ketten beinhaltet:
ges(1) = > gen(tt)

tteTT

Beriicksichtigt man, dass jede Aquivalenzklasse einer beliebigen Kette aus
gen(tt) die Machtigkeit n/tt hat, folgt die Behauptung.

q.e.d.

Im Falle, dass gilt: ggt(mi, ms,...my) = 1, kann das Problem deutlich redu-
ziert werden:
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~ 1)

(m;)!

£)

Formel 3.4. M K,o| =

—

i=1

Beweis: Dies 148t sich sehr einfach aus der allgemeinen Formel 1.2. herleiten !
Aufgrund der Pramisse folgt: ges(z) =0 Vz > 1.

Es gilt: ges(1) = |[M K| und ges(1) = gen(1).

Nach Formel 3.3 folgt: | M K,o| = |MKeq|/n = 12—

I (m)!

:'-r

=1

q.e.d.



Kapitel 5

Spiegelung

5.1 Grundlegende Sitze

Satz 1: Sei k eine symmetrische Kette, die aus mindestens zwei Farben
besteht, und sei x ein beliebiger Stein.
Dann ist die Kette ke, mit k., = zk nicht symmetrisch.

Beweis:
Es gibt einen ersten Stein einer anderen Farbe. Dieser rutscht’ dann aus der
Symmetrie.

k habe folgende Struktur:

Nach Pramisse (k symmetrisch) gilt: & = k™.

k kann wie folgt zerlegt werden: k = aba, mit a ist die langste Teilkette, die
nur identisch gefdarbte Steine beinhaltet. Falls der zusétzliche Stein x nicht
die Farbe von a hat, ist die Kette nicht symmetrisch, am Ende fehlt ein
entsprechender Stein.

Falls der zusétzliche Stein x die Farbe von a hat, entsteht am Anfang von k,,,
eine ldngere Teilkette als am Ende. Da sowohl der erste als auch der letzte
Stein von b nicht die Farbe von = haben kann, gilt die Behauptung.

q.e.d.

Satz 2: Eine Kette k£ ist genau dann zu sich selbst invers bzgl. Spiegelung
und Rotation, wenn gilt:
k = kiks mit kq, kg sind symmetrisch.

18
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Beispielketten zu Satz 2:
1234432 1212 121121 12133 .

Beweis:

<_

Sei k = kqks eine Kette mit kq, ks sind jeweils symmetrisch. Es gilt k., (nach
Spiegelung von k) ist:

knew = k™" = kopeukineu-

Wegen Symmetrie von k; und ks folgt: kpey = koky.

Erew kann durch Rotation in Egp,, tiberfithrt werden mit : kgpe, = kiko
Damit gilt k = kgye,. Dann ist k zu sich selbst invers.

q.e.d.

-

Sei k eine zu sich selbst inverse Kette. Die Kette k& hat folgende Struktur:
k= 21Ts..Tn 1Zp.

Die Kette ke, gehe aus k durch Spiegelung hervor:

kneu = Tplpn—-1..-Tol7.

Egneu gehe aus Ky, durch Rotation hervor:

Egnew = TpTp—1.--T1TnTr—1..-Tpi1.

Nach Préamisse gilt: Es gibt ein p, so dass k = kgpe,, gilt. Da die Ketten k& und
kgnew komponentenweise identisch sein miissen, folgt:

Ty = T1
Tp—1 = T2
Ty = Tp1
T1 = Tp
und

Tn = Tpt1

Tn—1 = Tp42
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Damit gibt es jeweils eine symmetrische Teilkette kq, ko:

klle,...xp
k2:$p+1---xn

q.e.d.

Bem.: Falls k = k" und p = n (Rotation um 360°), dann ist k = X (leeres
Wort) und es gilt: k; = k.

Satz 3: Sei k = kiky, mit kq, ko seien symmetrische Ketten.

Dann kann k per Rotation in eine Kette ko = kinewkone, iberfithrt werden
mit l(klneu) S 1.

Beweis:
ky ist symmetrisch, d.h. k; kann wie folgt zerlegt werden:

kl = kankaend mit l(kanf) = l(kend) und kanf = krev l(az) S 1.

end’
Einsetzen von ki = kgpnfTkenq ergibt:
k= kankaendk}
Durch Rotation erreicht man Ky, mit: kpey = Thenakakans. Die Teilkette kpe,
zerfillt in folgende Struktur: &,y = k1neukones Mit:
Finew = T. kopeuw = kendekanf-

— rev

Wg. ky symmetrisch, ist auch kopey = Kenaka Eang(kend = anf) symmetrisch.

q.e.d.

FAZIT: Es reicht, nur Ketten k = kiky mit (k1) < 1 zu betrachten.

Satz 4: Gegeben zwei Ketten ky = a rest; und ks = a a resty mit:

rest; und rests sind symmetrische Ketten, 1(a) =1. Ferner existiere keine
Farbe ungerader Machtigkeit, aber mind. 2 Farben. Es gilt dann: k; # ks.

Beweis:

Angenommen, es gelte k; = ko. Dann folgt rest; = a resty. Nach Satz 1
folgt, dass a rest, keine symmetrische Kette sein kann, damit ist k; nicht
symmetrisch. Widerspruch zur Annahme.

q.e.d.
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Satz 5: Seien alle Farben gerader Méachtigkeit.
Es gibt dann
(n/2)!

- unterschiedliche Ketten &k, wobei k Palindrom ist.
I1 (mi/2)!
=1

Beweis:

Es reicht, nur die erste Hilfte einer zu konstruierenden Kette zu betrachten,
die zweite Hélfte ist durch Forderung nach Symmetrie (kK muss Palindrom
sein) fest. Hierdurch reduziert sich das Problem auf n’, m} mit:

n' =n div 2

m; =m; div 2 Vi € {1,..., k}

Die Anzahl der Moglichkeiten, hieraus eine Kette zu konstruieren, ergibt For-
mel 1.2.:

(n')!
[T (m})!

i=1

q.e.d.

Satz 6: Seien n Steine gegeben. Ferner existiere maximal eine Farbe
ungerader Machtigkeit.

Es gibt dann

(n div 2)!
k
(m;div2)!
i=1

viele verschiedene symmetrische Ketten.

Beweis:

Es reicht, nur die erste Hélfte einer zu konstruierenden Kette zu betrach-
ten, die zweite Hélfte ist durch Forderung nach Symmetrie fest. Sofern eine
ungerade Farbe existiert, MUSS der ungerade Stein in der Mitte der Kette an-
geordnet sein, sonst kann keine symmetrische Kette existieren. Damit ergibt
sich keine Wahlmoglichkeit fiir diesen Stein. Damit kann das Problem auf den
in Satz 5 behandelten Fall 'keine Farbe ungerader Méchtigkeit’ zuriickgefiihrt
werden.

Nach Satz 5 folgt die Behauptung.
q.e.d.

Bem.: Es darf maximal eine Farbe ungerader Méchtigkeit geben, sonst kann
keine symmetrische Kette konstruiert werden.
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Satz T7: Seien alle Farben gerader Méachtigkeit.
Es gibt dann
(n div 2)!

k
11 (m; div 2)!
i=1

unterschiedliche Ketten k, wobei k folgende Struktur aufweist: & = kiky, mit
ko Palindrom, [(k;) = 1.

Beweis:

Aufgrund der Pramissse (alle Farben haben gerade Michtigkeit) konnen Ket-
ten der Struktur kik,; nur wie folgt konstruiert sein:

kiks = kikoanpkikoend mit Kogny = kiS. ;. Die Anzahl der Mglichkeiten zur
Konstruktion von kiKoen tk1koena ist identisch zu kognpkikikoend.

Nach Satz 5 gibt es hierfir —%* 2" Mgglichkeiten.

k
11 (m; div 2)!

i=1

q.e.d.

Zusétzliche Nomenklatur

Motivation: Nach Satz 2 und Satz 3 kann die Betrachtung der selbstinversen
Ketten auf Ketten aus I N beschriankt werden (Zur Erinnerung: IN = EP U
PA).

SR bezeichne Menge der Aquivalenzklassen bzgl. spiegelrotationsiquivalent
fiir Ketten aus IN.

Lemma 0: Seien mindestens zwei Farben gegeben. Dann gilt: EPNPA = ¢.

Beweis: trivial.

Lemma 1: Sei k € PA und r(k) gerade.
Dann ist k£ 1 (r(k)/2) € PA. Ferner gilt: k # k 1 (r(k)/2).

Beweis:

k zerfalle wie folgt: k = kykoks, mit I(k;) = l(ko) = (r(k)/2). Nach Pramisse
gilt k = kqksks ist Palindrom.

Fallunterscheidung nach ks:

1. Fall [(k3) =0

2. Fall I(k3) >0
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Im ersten Fall gilt: k= kyky. Da k Palindrom ist, folgt: k; = k5°”. Damit ist
k1 (r(k)/2) = koky = kok)y. Das Ergebnis ist damit ein Palindrom. Bleibt zu
zeigen: k # k 1 (r(k)/2).

ki1 kann kein Palindrom sein, sonst wire r(k) < [(k;). Damit ist k; # kj.
Dann folgt k1ky = kyk] # koks.

Im zweiten Fall gilt: k zerfillt in eine Anzahl identischer Palindrome:
k= kpallkpalg---kpalz mit kpall = klkg. Ferner ist kl = ké

Es gilt: & 1 (r(k)/2) = kakpat,---Kpar. k1 ist ein Palindrom.

Bleibt zu zeigen: k # k 1 (r(k)/2). Derselbe Beweis wie in Fall 1.
q.e.d.

Lemma 2: Sei k € EP und r(k) gerade.
Dann ist k£ 1 (r(k)/2) € EP. Ferner gilt: k # k 1 (r(k)/2).

Beweis:

Nach Pramisse (k € EP, k = kiks mit I(k;) = 1, ky symmetrisch) gilt:
Vied{2,..,n} z; =xpi0

Ferner gilt nach Def. von r(k):

Vie{l,..,n—7(k)}: xi = Titrm)

Ferner gilt: Es gibt ein j mit: n = j % r(k):

Vie{2,..,r(k)} 1 @ = Tpyoi = Tngoio(j-1)ur(k) = Tr(k)+2—i

Damit ist die Teilkette xs...w, () symmetrisch, also Palindrom. k zerfalle wie
folgt in identische Teilketten: k = kn;...kn; mit I(kn;) = r(k)

Konvention: Die Teilkette kn,...kn; werden im folgenden durch kne bezeich-
net. Ferner zerfalle kn; wie folgt:

kny = kng,rkniepeknminknpigne mit [(kngng) = 1, 1(knpie) = 1, (knep) =
U(knpignt) = r(k)/2 -1

Die Gesamtzerlegung von k ist dann: &k = kngap ke ptkNmist knrignekne

Die Kette k 1 (r(k)/2) ist dann: knmiknpighikne kngnpknes:.

Es 148t sich leicht (iiber den Aufbau von kne) zeigen, dass kne entweder die
leere Kette (hier mit A bezeichnet) ist oder gilt: kne = kng,pknee mit knee
ist Palindrom. Es folgt die Fallunterscheidung.

Falls kne = A:

Enyightknangknies: ist Palindrom, damit ist
k1 (r(k)/2) = knmitknrightknan sknes € EP.
Bleibt zu zeigen, dass k 1 (r(k)/2) # k gilt:
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Angenommen, es gelte k = k 1 (r(k)/2), dann folgt:

Enmisknpightknanfknies = Enangknietknmikngigns.  Damit  folgt:
knanskniess = knmitkneigne. Nach Def. von r(k) miifite sich dann r(k)
durch I(kng,rknies:) ergeben. Widerspruch.

Falls kne # A:

k1 (r(k)/2) = knmigknrignikne kngnpknies =

Enmistknrightbnangknee kngnknie .

knyightknangknee kng,gknies bildet ein Palindrom, damit ist

k1 (r(k)/2) € EP.

Bleibt zu zeigen, dass k 1 (r(k)/2) # k gilt: Analoge Behandlung wie bei
Fall 1.

q.e.d.

Lemma 3: Sei & € PA und r(k) ungerade.
Dann ist k£ 1 ((r(k) —1)/2) € EP.
Ferner gilt: r(k 1 ((r(k) — 1)/2)) ist ungerade.

Beweis:

Nach Pramisse (k € PA) gilt:

Vied{l,..,n} z; =xn1

Ferner gilt nach Def. von r(k):

Vie{l,..,n—7(k)}: @i = Titrm)

Ferner gilt: Es gibt ein j mit: n = j x r(k)

Ti = Tpt1—i — Tn41—i—(—1)*r(k) — Lr(k)+1—i

Damit ist die Teilkette x;...w, () symmetrisch, also Palindrom. k zerfalle wie
folgt in identische Teilketten: k = kny...kn; mit [(kn;) = r(k)Vi € {1, ..., j}
Konvention: Die Teilkette kn,...kn; werden im folgenden durch kne bezeich-
net. Ferner zerfalle kn; wie folgt:

kny = knanpknmittkneng mit [(knpmin) = 1, 1(knany) = (knena) = (r(k) —1)/2
Die Kette k£ 1 ((r(k) —1)/2) ist dann: kngyipknepakne kngny.

Es 148t sich leicht (iiber den Aufbau von kne) zeigen, dass kne entweder
die leere Kette ist oder gilt: kne ist Palindrom. Es folgt die Fallunterscheidung.

Falls kne = \:

knendknany ist Palindrom, damit ist

k T ((T(k) o 1)/2) = knmittknendknanf € EP.

Bleibt zu zeigen, dass r(k 1 ((r(k) — 1)/2)) ungerade ist:
Trivial, r(k 1T ((r(k) — 1)/2)) = l(k), (k) ist ungerade.
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Falls kne # X:

k1 ((r(k) —1)/2) = knmistknenakne kngny

knenakne kng,s bildet ein Palindrom, damit ist & 1 ((r(k) — 1)/2) € EP.
Bleibt zu zeigen, dass r(k 1 ((r(k) — 1)/2)) ungerade ist:

k1t ((r(k) — 1)/2) = knee;....knee; mit knee; = knpinknenakng. Vi €
{1,...5}.

Damit folgt: r(k 1 ((r(k) — 1)/2)) = l(kneey). I(knee;) ist ungerade.
q.e.d.

Lemma 4: Sei k € EP und r(k) ungerade.
Dann ist & 1 ((r(k) + 1)/2) € PA. Ferner gilt: 7(k 1 ((r(k) + 1)/2)) ist
ungerade.

Beweis:

Nach Pramisse (k € EP) gilt:

Vied{2,..,n} z; =xpi0

Ferner gilt nach Def. von r(k):

Vie{l,..,n—7(k)}: @i = Titrm)

Ferner gilt: Es gibt ein j mit: n = j * r(k)

Ti = Tp42—i = Tn42—i—(j—1)*r(k) — Tr(k)+2—i

Damit ist die Teilkette x...z, () symmetrisch, also Palindrom. k zerfalle wie
folgt in identische Teilketten: k = kny...kn; mit [(kn;) = r(k)Vi € {1, ...., j}
Konvention: Die Teilkette kny...kn; wird im folgenden durch kne bezeichnet.
Ferner zerfalle kn; wie folgt:

kny = knangkniepiknpigne mit [(knang) = 1,1(knjes) = Uknpigne) = (r(k) —
1)/2

Die Kette k 1 ((r(k) + 1)/2) ist dann: knyignikne kngnpknies:.

Es 148t sich leicht (iiber den Aufbau von kne) zeigen, dass kne entweder die
leere Kette ist oder gilt: kne ist Palindrom.

Falls kne = A:

Enyightknie s ist Palindrom, damit ist

k1 ((r(k)+1)/2) = kngigntkngn tknies: € PA.

Bleibt zu zeigen, dass r(k 1 ((r(k) + 1)/2)) ungerade ist:

Trivial: 7(k 1 ((r(k) +1)/2))) = I(k), (k) ist ungerade.

Falls kne # X:

k1 ((r(k) +1)/2) = knpighikne kngnpkneg:.

Die Teilkette kne kng,s bildet ein Palindrom (die Struktur von kne ist
namlich: kne = kng,p kNansp ...knans p), damit ist k£ 1 ((r(k) +1)/2) € PA.
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Bleibt zu zeigen, dass r(k 1 ((r(k)+1)/2)) ungerade ist: Analoge Behandlung
wie bei Fall 1.

k1 ((r(k)+1)/2) = knee;...knee; mit

knee; = knpigntkNantknesVi € {1,..., 7}

Damit folgt: r(k 1 ((r(k) +1)/2)) = I(kneey). l(knee;) ist ungerade. q.e.d.

Lemma 5: Sei Kk € PAund k 17 € PA.
Dann gilt: k& 1 (2i) = k

Beweis:
Es gilt: Vj € {1,...,n} : kj = kn11-; (k; bezeichne die einzelnen angeordneten
Steine der Kette k).

kk sei definiert durch kk = k 1 i.

Da kk € PA gilt:

Vie{l,..,n}: kkj = kknpi1-j

Da kk durch Schieben von k um ¢ Stellen hervorging, folgt: kk; = k; ;.
Ejvi = kny1-j+i = knt1-(jvi)+2i, da Kk € PA.

Substituiert man in obiger Gleichung 7 + ¢ durch j, ergibt sich:
kj = kni1-(j)+2i

Durch Zusammenfassung dieser Gleichung mit der ersten folgt:
kny1-j = kny1jroi

Substituiert man wieder, jetzt n + 1 — j durch j, folgt: k; = K49
q.e.d.

Lemma 6: Sei k € EP und k 1¢ € EP.
Dann gilt: k 1 (2i) = k

Beweis:

es gilt: Vj € {2,...,n} 1 kj = kpyo

kk sei definiert durch kk = k 1 i.

Da kk € EP gilt:

Vjie{2,...,n}: kkj = kknpioj

Da kk durch Schieben von k hervorging, folgt: kk; = k;;

Kiti = kny2 jri = knyo (j+i)+2i, da kk € EP.

Substituiert man in obiger Gleichung 7 + ¢ durch j, ergibt sich:

kj = knya(j)roi
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Durch Zusammenfassung dieser Gleichung mit der ersten folgt:
kny2j = knya jroi

Substituiert man wieder, jetzt n + 2 — j durch j, folgt: k; = K49
q.e.d.

Satz 8:
Sei ke IN.

/2 wenn r(k) gerade
) —1)/2 wenn r(k) ungerade und k£ € PA
)+ 1)/2 wenn r(k) ungerade und k € EP

(F)
r(k
(k

r

fspi(k) = (
(

Beweis: Fallunterscheidung der o.g. Fille.
Fall 1: r(k) gerade
Folgt nach Lemmata 1 und 2.

Fall 2: r(k) ungerade und k € PA
Folgt nach Lemma 3.

Fall 3: r(k) ungerade und k € EP
Folgt nach Lemma 4.

q.e.d.

Satz 9: Sei k € IN. Es gilt:
1 g(k) # k
2. g(g(k)) =k

Beweis: Fallunterscheidung nach Satz 8:

Fall 1: r(k) gerade

Nach Satz 8 gilt: g(k) =k 1 fopi(k) =k T r(k)/2, g(g9(k)) =k 1 r(k).
Nach Lemmata 1 und 2 gilt die erste Behauptung.

Die zweite ergibt sich aus den Lemmata 5 und 6.

Fall 2: r(k) ungerade und k£ € PA

Nach Satz 8 gilt: g(k) = k 1 fupi(k) = k T (r(K) — 1)/2 , g(g(k)) = k T (r(k)).
Nach Lemma 3 und Lemma 0 folgt die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung 1at sich wie folgt zeigen:

Nach Lemma 3 ist g(k) € EP.

gg(k)) = gkt (r(k) — 1)/2)) = k T ((r(k) — 1)/2 + (r(k) +1)/2) =
k 1 r(k) = k (Nach Def. von r(k)).
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Fall 3: r(k) ungerade und k € EP
Nach Satz 8 gilt: g(k) = k 1 fspi(k) = k T (r(k) + 1)/2. Nach Lemma 4 und
Lemma 0 folgt die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung 143t sich wie folgt zeigen:

Nach Lemma 4 ist g(k) € PA.

9(g(k)) = g(k 1 (r(k) +1)/2)) = k1 ((r(k) + 1)/2+ (r(k) —1)/2) =
k1 r(k) =k (Nach Def. von r(k)).

q.e.d.

Satz 10:
Es gilt: |SR| = [IN|/2.

Beweis: Nach Satz 9 kann auf der Menge der Ketten aus IN eine Aquivalenz-
relation gebildet werden: Seien ki, ko € IN mit ky # ko. Es gelte: ki aquiv. ko,
falls k1 = g(ko).

Nach Def. von SR gilt: |SR| = |Aquivalenzklassen in IN| = |IN|/2.

Damit folgt die Behauptung.

q.e.d.
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5.2 Formel zur Spiegelung

RN

p2

Abbildung 5.1: Tllustration zu den bzgl. Spiegelung zu sich selbst inversen
Ketten.

Abbildung 5.1 illustriert das anzugehende Problem bei der Spiegelung. Links
ist eine Kette vor der Spiegelung skizziert, rechts die entsprechende gespie-
gelte Kette. Wie aus Satz 1 hervorgeht, fallen genau solche Ketten, die aus
zwei Palidromen bestehen, durch Spiegelung auf sich selbst.

Dies gilt auch, wenn man die Spiegelachse - wie in Abbildung 5.1 schraf-
fiert dargestellt - dreht. Durch Rotation der Kette kann dann wieder die in
Abbildung 5.1 rechts dargestellte Situation herstellen.

Folgende Vermutung hat sich aus vielen Versuchen konkretisiert, erst danach
entstand die Idee zum Beweis.

Die Anzahl der Ketten nach zusitzlicher Beriicksichtigung der Spiegelung
ergibt sich wie folgt:

Formel 4.1. MKt = (MK, +2)/2

z wird noch erklart. Den Wert fiir M K, ; liefert Formel 3.3.

Plausibilitdtsbetrachtung zur Formel: Intuitiv wiirde man annehmen, dass
durch Spiegelung sich die Anzahl der Ketten halbiert. Es gibt aber Ketten, die
bzgl. Spiegelung zu sich selbst invers sind, diese sind hier mit z beriicksichtigt.

Die Anzahl der Ketten z ergibt sich wie folgt:
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0 wenn r > 3

Formel 4.2. 7 = (%z[fnfl)//;})ll sonst

mit x sei die Anzahl ungerader Farben.

Erlduterung anhand eines Beispielproblems, hier [3, 3]:

Es gilt: x= 2;

Damit folgt: z = ((6-2)/2)! / 1! 11 = 2.

Nach dieser Berechnung existieren fiir das Beispielproblem [3, 3] genau zwei
zu sich selbst inverse Ketten bzgl. Rotation und Spiegelung.

Diese Ketten sind:

121212 und
1 12221.
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5.3 Beweis zu Formel 4.2.

Nachdem Palindrome (die bereits ausgiebig untersucht wurden) als Alterna-
tive aufkamen, konnte man die Beweisidee aus der Literatur klauben!! In der
Literatur (z.B. [3, 4, 5, 6, 8, 9] konnte aber nichts geeignetes gefunden werden!

Die hier vorgestellte neue Beweisidee basiert auf der Fallunterscheidung nach
Anzahl der Farben ungerader Méachtigkeit (hier mit z bezeichnet).

1. >3
Unproblematisch, In diesem Fall gilt: z=0. Es kann keine Ketten ge-
ben, die aus zwei Palindromen bestehen. Uberlegung: Ungerade Steine
MUSSEN in der Mitte der symmetrischen Ketten angeordnet sein, bei
zwel Ketten konnen maximal 2 Steine eingewoben werden.

2. x =2
Ebenfalls unproblematisch, es gibt zwei Grundsteine (Mittelsteine der
Ketten k; und ko), ndmlich gerade die Steine ungerader Farben. Die
weiteren Steine werden einfach in die Kette £y eingefiillt. Nach Satz 3

reicht es, nur solche Ketten k zu betrachen mit
k = kiks, I(k1) = 1, ko Palindrom.

Damit hat k folgende Struktur: k = kikoan fKkomittkoena mit
l(l{il) = l(kaitt) = 1 und k2anf = k;ﬁd-

Beide ungeraden Steine miissen in ky bzw. ko liegen.

Damit reduziert sich das Problem auf die Moglichkeiten, Koq,¢ und
koeng zu bilden.

Wegen koony = kicy , ergibt sich nach Satz 5:

_ ((n=2)/2)!

k
[T (m;div2)!
i=1

z

3. rz=1
In diesem Fall kann jede Kette £ durch Rotation in eine Kette k.,
iiberfithrt werden mit: k., besteht aus nur einer symmetrischen Kette.
Epe, beinhaltet mittig einen Stein der Farbe ungerader Méchtigkeit.
Nach Satz 6 folgt damit die Behauptung.

4. =0
Nach Satz 7 gilt: |[PA| = (/2L
I (mi/2)!

=1
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q.e.d.

Nach Satz 8 gilt: |[EP| = 2
11 (m /2!

Nach Lemma 0 folgt: |[IN| = |PA|+ |EP|.

Nach Satz 10 folgt: |[SR| = |IN|/2 =2 % |PA|/2 = |PA|.

Damit folgt: z = |SR| = M
[T (m;div2)!

i=1

32



Kapitel 6

BEISPIELBERECHNUNG

Zu zwei Problemen, ndmlich [4, 4] und [6, 6], soll jeweils einmal die Beispiel-
berechnung durchgefiihrt werden.

Beispielproblem: [4, 4].
Berechnung zur Rotation
(nach Formel 3.1.)

ges(4) = 2, wg. der Kette 12121212.
ges(2) = 6, wg. der Ketten lala, mit a € {122,212,221}
ges(1) = 70.

(nach Formel 3.2):

gen(4) = 2
gen(2) =6-2 =4
gen(1) =70 -6 = 64

Nach Formel 3.3 ergibt sich:

IMK,o| = 64/8 +4/4 +2/2=8+1+1=10
(d.h. 10 verschiedene Ketten nach Rotation)

Berechnung zur Spiegelung
z=(8/2)!/21/21=41/4=31=6
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KAPITEL 6. BEISPIELBERECHNUNG

(d.h. 6 Ketten, die zu sich selbst invers sind)

Nach Formel 4.1:
|MKspmt\ = (10 +6)/2 = 8.

ERGEBNIS: 8 unterschiedliche Ketten zum Problem [4, 4] !!!

Beispielproblem: [6, 6].
Berechnung zur Rotation

(nach Formel 3.1.)

ges(1) = 12! / 61/61= 12¥11*¥10%9*8*7 / 61 = 2% 11%2%3% 7= 44* 21= 924
ges(2) = 6! / 3!/3! = 6*5*4/3! =20

ges(3) = 41 / 21/21 = 4*3/ 21=6

ges(6) = 2! / 11*11= 2

gen(6) = ges(6) = 2

gen(2) = ges(2) - gen(6) = 20 -2 =18

gen(3) = ges(3) - gen(6) =6-2 =4

gen(1) = 924 - gen(2) - gen(3) - gen(6) = 924 -18 -4 -2 = 900

|MK,ot| =900/12 + 18/6 + 4/4 + 2/2= 75 + 3 +1+ 1 = 80.
(d.h. 82 verschiedene Ketten nach Rotation)

Berechnung zur Spiegelung

z = (12 /2)! / 31/31 = 6 1/3! /3] = 6*5%4/3! = 20
(d.h. 20 Ketten, die zu sich selbst invers sind)

Nach Formel 4.1:
|MKspmt\ = (80 +20)/2 = 50.

ERGEBNIS: 50 unterschiedliche Ketten zum Problem [6, 6] !!!



Kapitel 7

Zusammenfassung der Formeln:

Ketten mit fiihrendem Startstein:

MStartstein * (n - 1)'

Formel 2.1. IMKg,| =

Anzahl Ketten nach Beriicksichtigung der Rotation:

Sei tt die Menge aller (auch unechten) Teiler von n. Die Gesamtmenge von
Ketten, die in jeweils tt Teilketten oder mehr zerfallen, ergibt sich durch:

((n)/tt)!
(m /tt)!

falls alle m; Vielfache von tt sind
Formel 3.1. ges(tt) =

andernfalls

Sei mit TT die Menge aller Teiler von n bezeichnet. Hierin sind auch 1 und
n enthalten.
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KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG DER FORMELN: 36

Sei ein tt € T'T" gegeben.

Mit T'Tp(tt) ist folgende Menge von Teilern von n bezeichnet:

TTp(tt) .= {tt x z, fiir die gilt: ¢t x x teilt n und = > 1}

Formel 3.2. gen(tt) = ges(tt) — ( Z gen(tt2))
tH2ETTp(tt)

Uberlegung hierzu:

Zu einem tt ist zur Ermittlung von gen(tt) von ges(tt) auszugehen. Abzuzie-
hen sind alle Ketten, die in mehr als ¢t identische Teilketten zerfallen kénnen.
Dies ist gerade die Summe iiber #¢2.

Die Gesamtzahl der Ketten nach Beriicksichtigung der Rotation ist:

gen(tt)
n/tt

Formel 3.3. MK,o| = Z

tteTT

Spezialfall fir: ggt(mq, ma,...,my) =1

Formel 3.4. |M K, = ~

Anzahl der Ketten nach Beriicksichtigung von Rotation und Spiegelung:

(|IM K| + 2)

Formel 4.1. MK prot| = 5

mit z beschreibe die Anzahl zu sich selbst inverser Ketten bzgl. Spiegelung
und Rotation.

Formel fiir z:



KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG DER FORMELN:

(("*71)/2)"
Formel 4.2. 5 = nlzli[mi/2)}~
0 andernfalls

wenn r < 3

mit: x sei die Anzahl von Farben ungerader Machtigkeit.
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