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VorwortDie Idee zu den Untersu
hungen kam von Herrn Rainer Lang. Eine Litera-turre
her
he hierzu ergab, dass es zwar eine Vielzahl von Anwendungen undUntersu
hungen des Halskettenproblems (engl. ne
kla
e bzw. bra
elet) gibt[10, 11, 12, 13, 14, 16℄, aber keine ges
hlossene Formel in der Literatur zu �n-den ist. Die genannten Arbeiten bes
hr�anken si
h au�erdem auf Ketten, dienur aus Steinen von genau zwei Farben bstehen. Ledigli
h in den Arbeitenvon [2℄ liess si
h eine asymptotis
he Abs
h�atzung der Anzahl unters
hiedli-
her Ketten, die aus mehr als zwei Farben bestehen, �nden.Erste eigene Analysen - zu dem anfangs als trivial era
hteten Problem - mit-tels Papier, Bleistift und Geduld s
heiterten daran, dass bereits bei kleinenProblemen kaum no
h �ubers
haubar war, wel
he Ketten per Rotation bzw.Spiegelung auf andere Ketten abbildbar waren. Abhilfe s
ha�te hier ein vonManfred Grove erstelltes Programm, wel
hes dur
h vollst�andige Enumerationni
ht nur die Anzahl m�ogli
her Ketten, sondern die Ketten selbst ermittelte(dieser Ansatz entspri
ht dem in [15℄ verfolgten Konzept). Hierdur
h war esm�ogli
h, zum einen kritis
he Ketten zu ermitteln, zum anderen diente diesesProgramm als Kontrolle f�ur die si
h konkretisierenden Formeln.Erstaunli
herweise stellte si
h w�ahrend der Analysen heraus, dass zur L�osungder Aufgabenstellung Primfaktorzerlegungen und Palindrome eine wesentli-
he Rolle spielen.Als si
h herauskristallisierte, dass si
h bei gewissen gr�o�eren Problemen Spe-zialf�alle ergaben, konnte dieses Programm allerdings ni
ht mehr eingesetztwerden. Ab diesem Zeitpunkt kontrollierte Reinhard Raus
her die Ergeb-nisse seiner Formeln dur
h Dur
hre
hnen vers
hiedener Permutationen deseigentli
hen Problems. Beispielsweise ist die Wahl des Startsteins f�ur dieGesamtl�osung irrelevant. Damit verh�alt si
h das Problem [1, 30℄ (1 Stein vonFarbe a, 30 Steine von Farbe b) genau wie das Problem [30, 1℄. Da aberf�ur beide Probleme unters
hiedli
he Formeln verwendet werden, kann manhierdur
h - in Grenzen - die Formeln selbst kontrollieren.Momentan existiert ein Programm, wel
hes Probleme mit bis zu 999 Steinebei maximal 14 Farben behandeln kann.Unser Dank gilt zum einen Herrn Manfred Grove (TECH), der dur
h ein Pro-gramm die ersten Untersu
hungen vorangetrieben hat, aber au
h den HerrenMatthias Jantzen und Olaf Kummer (TGI), die hilfrei
he Literaturangabenund Beweisideen zum Problem der Palindrome beigesteuert haben.



Kapitel 1Einleitung/Problemstellung
1.1 ProblemstellungProblem informal:Gegeben sind mehrere Sorten von unters
hiedli
h gef�arbten Steinen. Wennman sie zu einer Halskette aufreiht, WIEVIELE unters
hiedli
he Ketten bisauf Spiegelung und Rotation (Rosenkranzprinzip) k�onnte man konstruieren??Problem formal:Gegeben seien n Steine der Farben 1, ... k, k > 1. Zur Farbe j; j 2 f1; ::::; kgm�ogen mj Steine geh�oren. Im Folgenden wird diese Vorgabe mit [m1; :::; mk℄dargestellt.Beispielsweise entspri
ht die Vorgabe [2; 2; 4℄ folgender Pr�amisse: Es seien 2Steine der Farbe a, 2 Steine der Farbe b und 4 Steine der Farbe 
 gegeben.Eine Kette (oder Halskette) wird als Zei
henkette x = x1; ::::xn notiert, wobei� 8i 2 f1; :::; ng : xi 2 f1; :::; kg und� F�ur jede Farbe j 2 f1; :::; kg sei mj die Anzahl der Symbole j in x.Beispiel f�ur den Fall, dass zwei Farben mit je zwei Steinen existieren:Eine Kette sei 1122;Illustration des Problems anhand eines Bilds: Abbildung 1.1 zeigt die Anzahlder vers
hiedenen Anordnungen von jeweils 2 Steinen der Farben Weiss undS
hwarz. Im folgenden sind derartige Ketten mit n Steinen einfa
h dur
hW�orter der L�ange n dargestellt. 1



KAPITEL 1. EINLEITUNG/PROBLEMSTELLUNG 2Na
h Ber�u
ksi
htigung der Rotation k�onnen einige Ketten dur
h andere dar-gestellt werden. Abbildung 1.2 zeigt die beiden verbliebenden m�ogli
hen Ket-ten na
h Ber�u
ksi
htigung der Rotation.
a d e fcbAbbildung 1.1: Illustration der M�ogli
hkeiten zum Problem [2, 2℄

a bAbbildung 1.2: Verbleibende M�ogli
hkeiten zum Problem [2, 2℄ na
h Ber�u
k-si
htigung der RotationVerglei
ht man Abbildung 2.1 mit Abbildung 2.2., so wird klar, dass die inAbbildung 2.1. aufgez�ahlten F�alle 
) bis f) jeweils dur
h Rotation einer derbeiden in Abbildung 2.2. dargestellten F�alle �uberf�uhrt werden k�onnen.
1.2 Grundlegende De�nitionenFolgende Kurzbezei
hnungen wurden verwandt:� Mit � wird das leere Wort (oder die leere Kette) symbolisiert.� Sei k = k1k2:::kx eine (Teil-) Kette.Mit l(k) wird die L�ange von k bezei
hnet. l(k) = x.� Mit krev wird die invertierte Kette bezei
hnet.k0 = kx::::k2k1.



KAPITEL 1. EINLEITUNG/PROBLEMSTELLUNG 3� EP bezei
hne die Menge der Erweiterten Palindrome, dies sind Kettender Form k = xw = xwrev; l(x) = 1� PA bezei
hne die Menge der Ketten, die Palindrome bildenk = w = wrev� IN bezei
hne die Menge der f�ur die Spiegelung relevanten Ketten. Esgilt:IN = EP [ PASei k eine Kette. Mit k " i sei die Kette bezei
hnet, die dur
h Rotierenna
h links um i Stellen aus k hervorgeht.Formal: k = x1; :::kn, k " i = xi+1:::xnx1; :::xi� fspi(k) = minfn � 1jk " n 2 INg� frot(k) = minfn � 1jk " n = kg� g(k) = k " fspi(k)� r(k) = minfn > 0jk " n = kg
Def.: Zwei Ketten k1; k2 hei�en rotations�aquivalent, wenn gilt:9i 2 f1; :::; ng : k2 = k1 " i.Informal: Wenn na
h Ausf�uhrung von mindestens einem, aber maximal n� 1Rosenkranzs
hritten aus k1 die Kette k2 entsteht. Erl�auterung : Wenn es einp gibt mit:k1 = x1:::xp�1xp:::xnk3 = xp:::xnx1:::xp�1; p 6= 1; p � nund k2 = k3.Def.: Zwei Ketten k1; k2 hei�en spiegelrotations�aquivalent, wenn gilt:9i 2 f1; :::; ng : k2 = k1 " i ODER9i 2 f1; :::; ng : k2 = krev1 " i



KAPITEL 1. EINLEITUNG/PROBLEMSTELLUNG 4Informal: Wenn na
h Ausf�uhrung von mindestens einem, aber maximal nRosenkranzs
hritten aus k1 ODER aus krev1 die Kette k2 entsteht.Bem.: Dass es si
h bei den Relationen spiegelrotations�aquivalent und rotati-ons�aquivalent um �Aquivalenzklassen handelt, ist trivial zu zeigen.Bem.: Die si
h hier stellende Aufgabe ist die Ermittlung der Anzahl dervers
hiedenen �Aquivalenzklassen zu spiegelrotations�aquivalent.Def.: Eine Kette k heisst zu si
h selbst invers bzgl. Rotation (invrot), wenngilt: frot(k) < n.Erl�auterung: k ist zu si
h selbst invers bzgl. Rotation, wenn na
h Ausf�uhrungvon mindestens einem, aber weniger als n Rosenkranzs
hritten dieselbeKette entsteht. Oder: Wenn es eine Kette kj gibt mit:k = x1:::xp�1xp:::xnkj = xp:::xnx1:::xp�1; p 6= 1und k = kj.Def.: Eine Kette k heisst zu si
h selbst invers bzgl. Rotation und Spiegelung(invrotispi), wenn gilt: frot(krev) < n.Erl�auterung: Wenn es eine Kette kj gibt mit:k = x1:::xp�1xp:::xnkrev = xn:::xpxp�1:::x1kj = xp�1:::x1xn:::xpund k = kj.Def.: Die Spiegelung k1sp einer Kette k1 wird wie folgt de�niert:k1sp = krev1 .Def.: Eine Kette k hei�t symmetris
h oder Palindrom, wenn gilt:k = krev



KAPITEL 1. EINLEITUNG/PROBLEMSTELLUNG 51.3 KonventionKonvention: Zum Vermeiden von Mi�verst�andnissen wird folgende Kon-vention verwendet:� MKges bezei
hne die Gesamtmenge von Ketten (ohne Ber�u
ksi
htigungder Rotation und Spiegelung).� MKsta bezei
hne die Gesamtmenge von Ketten (ohne Ber�u
ksi
htigungder Rotation und Spiegelung), die mit einem Stein aus der willk�urli
hgew�ahlten Farbe sta beginnen. Diese willk�urli
h gew�ahlte Farbe wirdim Folgenden au
h mit Startsteinfarbe bezei
hnet.� MKrot bezei
hne die Menge der �Aquivalenzklassen bzgl. rotations�aqui-valent. Informal ist dies die Gesamtmenge von Ketten na
h Ber�u
ksi
h-tigung der Rotation (ohne Ber�u
ksi
htigung der Spiegelung).� MKsprot bezei
hne die Menge der �Aquivalenzklassen bzgl. spiegelrota-tions�aquivalent. Informal ist dies die Gesamtmenge von Ketten na
hBer�u
ksi
htigung der Rotation und Spiegelung.Gesu
ht ist na
h: jMKsprotj !!Bem.: Trivialerweise mu� gelten:jMKgesj � jMKstaj � jMKrotj � jMKsprotj.



Kapitel 2Gesamtzahl der Ketten
2.1 TrivialfallEine erste Frage, die si
h stellt, ist: Wieviele unters
hiedli
he Ketten gibt esinsgesamt ?Mit anderen Worten: Wie gro� ist jMKgesj ?Vorerst erfolgt die Behandlung des Falles, bei dem alle Steine unters
hiedli
hgef�arbt sind:Anzahl der m�ogli
hen Ketten (zu jeweils unters
hiedli
hen Steinen) ist:Formel 1:1: jMKgesTrivialj = n!Beweis:trivial.
2.2 Allgemeiner FallIm allgemeinen Fall (es k�onnen glei
hfarbige Steine auftreten) ist die L�osungdiÆziler.Die Anzahl der m�ogli
hen Ketten ist:

6



KAPITEL 2. GESAMTZAHL DER KETTEN 7Formel 1:2: jMKgesj = n!kQi=1mi!Beweis:siehe [1℄ S. 97-99.



Kapitel 3Anzahl Ketten mit f�uhrendemStartsteinIm folgenden wird davon ausgegangen, dass ein Stein sozusagen als Anfangs-stein de�niert wird. Motiviert ist dieser Ansatz dadur
h, da� bei realen Hals-ketten oft ein ausgezei
hneter Anfangspunkt dur
h das Kettens
hlo� gegebenist. Sollte so ein eindeutiger Anfangspunkt (Startstein) gegeben sein, verein-fa
ht si
h das Problem sehr stark.Wieviele unters
hiedli
he Ketten zu einer willk�urli
h ausgew�ahlten Start-steinfarbe existieren, zeigt folgende Formel:Formel 2:1: jMKstaj = mStartstein � (n� 1)!( kQi=1mi!)Beweis:F�ur den ersten Stein aus der Kette ist einer der Startsteine zu w�ahlen (Dies istein MUSS). Hierdur
h ergeben si
h keine Wahlm�ogli
hkeiten! Es verbleibenf�ur die weitere Anordnung (n � 1) Steine insgesamt. Die Anzahl der no
hanzuordnenden Startsteine ist mStartstein � 1. Na
h Formel 1.2. ergeben si
hhierna
h:jMKstaj = (n�1)!( kQi=1mi!)? 1mStartsteinDer zus�atzli
he Faktor im Nenner, n�amli
h 1mStartstein ist dadur
h begr�undet,dass bereits ein Stein aus der Startsteinmenge �xiert war:(mStartstein � 1)! = mStartstein!mStartstein .Damit folgt die o.g. Formel. 8



KAPITEL 3. ANZAHL KETTEN MIT F�UHRENDEM STARTSTEIN 9q.e.d.



Kapitel 4Ansatz f�ur die Rotation ohneStartsteineSei MKges die Menge von Ketten na
h Formel 1.2. Diese Menge wird vor-erst als Allmenge betra
htet. Die M�a
htigkeit dieser Menge l�a�t si
h einfa
hbere
hnen, wie gezeigt wurde.Geht man von den bereits behandelten allgemeinen F�allen aus, bei denendie Rotation no
h ni
ht ber�u
ksi
htigt wurde, so ist zu erwarten, da� na
hBer�u
ksi
htigung der Rotation die Anzahl der �Aquivalenzklassen deutli
h ab-nimmt.Dies ergibt si
h s
hon alleine aus der �Uberlegung, da� vorher no
h unter-s
hiedli
he Ketten dur
h Rotation ineinander �uberf�uhrt werden k�onnen. Bei-spielsweise l�a�t si
h die Kette k1 = 1122 in die Kette k2 = 1221 �uberf�uhren.Eine intuitive Idee w�are, anzunehmen, dass jeweils n (Zur Erinnerung: n istdie L�ange der Kette) Ketten dur
h Rotation ineinander �uberf�uhrbar sind.Liegen zwei Ketten in derselben �Aquivalenzklasse bzgl. der Relation rotati-ons�aquivalent, so wird dies im Folgenden mit Zusammenfallen bezei
hnet.Erl�auterung anhand des Beispielproblems [2, 6℄:Die Kette 12222122 f�allt dur
h Rotation zusammen mit 12212222. Dieswird in Abbildung 4.1 illustriert. Ferner liegen in der �Aquivalenzklasse von12222122 se
hs weitere Ketten, die jeweils mit einem Stein der Farbe 2 begin-nen. Damit ist die M�a
htigkeit der �Aquivalenzklasse von 12222122 bzgl. derRelation rotations�aquivalent ermittelt, n�amli
h 8.Im Prinzip stimmt die oben ge�ausserte intuitive Vermutung, es gibt allerdingseinige Spezialf�alle, n�amli
h sol
he Ketten, die folgende Struktur aufweisen:kSpe
ial = aa, wobei a eine Teilkette bildet.Bei diesen Ketten fallen deutli
h weniger als n Ketten zusammen. Mit an-deren Worten: Die M�a
htigkeit der zugeh�origen �Aquivalenzklasse ist deutli
h10



KAPITEL 4. ANSATZ F�UR DIE ROTATION OHNE STARTSTEINE 11

Abbildung 4.1: Illustration zum Zusammenfallen der Ketten

1a 1a

1a 1a

Abbildung 4.2: Illustration zum Fall, dass die Kette aus mehreren identis
henTeilketten besteht



KAPITEL 4. ANSATZ F�UR DIE ROTATION OHNE STARTSTEINE 12geringer als bei sol
hen Ketten, die ni
ht dieses Struktur haben. Dies wirdsofort klar, da eine Rotation der o.g. Kette kSpe
ial um die Teilkette a wiederdieselbe Kette bildet.In Abbildung 4.2 ist dieser Fall beispielhaft dargestellt. Die Abbildung zeigteine Kette, die in 4 identis
he Teilketten zerf�allt. O�ensi
htli
h reduziert si
hhier die Anzahl von Ketten, die dur
h Rotation ineinander �uberf�uhrt werdenk�onnen.Der Rotationsoperator bewirkt eine Aufteilung der Gesamtmenge der Ketten,n�amli
h folgende Klassen von Ketten:1. Ketten, die mit n � 1 Ketten zusammenfallen. (Dies w�are der o.g. all-gemeine Fall).2. Ketten, die mit x� 1 Ketten zusammenfallen. Mit: x teilt n.3. Ketten, die ni
ht mit anderen Ketten zusammenfallen. Spezialfall zu 2.mit x = 1.Beispiel: Das Problem sei [4, 2, 2℄.Beispiel f�ur Ketten der Art 1: Die Kette 12111332, f�allt zu-sammen mit folgenden Ketten: 11133212; 11332121; 13321211,33212111; 32121113; 21211133; 21113321.Beispiel f�ur Ketten der Art 2: Die Kette 12131213, f�allt zusammen mit:13121312 31213121 21312131.Es ist zu vermuten: Zu jedem Teiler von n gibt es jeweils eine Menge vonKetten, die dur
h Rotation zusammenfallen.Grundidee: Zu jedem Teiler tt (ni
ht unbedingt Primteiler, in
l. 1 und n) vonn bere
hne man� Die Anzahl von Ketten, die aus tt oder Vielfa
hen von tt identis
henKetten bestehen.Diese Anzahl von Ketten wird im folgenden mit ges(tt) bezei
hnet.� Die Anzahl von Ketten, die aus genau tt identis
hen Ketten bestehen.Diese Anzahl von Ketten wird im folgenden mit gen(tt) bezei
hnet.Erl�auterung anhand des Beispielproblems [4, 4℄:ges(4) = 2, wg. der Kette 12121212.ges(2) = 6, wg. der Ketten 1a1a, mit a 2 f122; 212; 221gges(1) = 70. (Gesamtmenge aller Ketten na
h Formel 1.2.)



KAPITEL 4. ANSATZ F�UR DIE ROTATION OHNE STARTSTEINE 134.1 Bere
hnung von gesges(tt) ist die Anzahl von Ketten, die aus mindestens tt identis
hen Teilket-ten bestehen. Diese Ketten haben damit folgende Form: a1a2::::att�1att mita1 = aj8j 2 f2; :::; ttg.Die M�a
htigkeit dieser Menge ergibt si
h dur
h:Formel 3:1: ges(tt) = 8<: ((n)=tt)!kQi=1 (mi=tt)! falls alle mi Vielfa
he von tt sind0 andernfallsBeweis:1. Fall: alle mi sind Vielfa
he von tt:Ketten aus der Menge ges(tt) bestehen aus tt identis
hen Teilketten. Damithaben diese Teilketten die Struktur y1:::::ys. Da tt sol
he Ketten existierenm�ussen, ergibt si
h f�ur s (L�ange der Teilkette):s = n=tt. (Alle Teilketten haben die L�ange n=tt).Um die Anzahl der Ketten zu ermitteln, rei
ht es, nur eine einzige Teilkettezu betra
hten. Zu ber�u
ksi
htigen ist dann aber au
h, dass n und die mijeweils dur
h tt zu dividieren sind.n0 = n=ttm0i = mi=tt 8i 2 f1; :::; kgNa
h Formel 1.2. ergibt si
h:ges(tt) = (n0)!( kQi=1m0i!)Damit folgt o.g. Formel.2. Fall: Es gilt ni
ht, dass alle mi Vielfa
he von tt sind:Wg. der Pr�amisse kann keine Kette konstruiert werden, die aus tt identis
henTeilketten besteht. Damit gilt ges(tt) = 0.q.e.d.



KAPITEL 4. ANSATZ F�UR DIE ROTATION OHNE STARTSTEINE 144.2 Bere
hnung von genSei mit TT die Menge aller Teiler von n bezei
hnet. Hierin sind au
h 1 undn enthalten.Sei ein tt 2 TT gegeben. Mit TTp(tt) ist folgende Menge von Teilern von nbezei
hnet:TTp(tt) := ftt � x j tt � x teilt n und x > 1gFormel 3:2 gen(tt) = ges(tt)� Xtt22TTp(tt) gen(tt2)�Uberlegung hierzu:Zu einem gegebenen tt 2 TT ist zur Ermittlung von gen(tt) auszugehen vonges(tt). Abzuziehen sind von ges(tt) alle Ketten, die in mehr als tt identis
heTeilketten zerfallen k�onnen. Dies ist gerade die Summe �uber tt2.Es folgt die Erl�auterung anhand eines Beispiels. Sei folgendes Beispielproblemgegeben: [6, 6℄.ges(1) = 12! / 6!/6!= 12*11*10*9*8*7 / 6! = 2* 11*2*3* 7= 44* 21= 924ges(2) = 6! / 3!/3! = 6*5*4/3! =20ges(3) = 4! / 2 !/2! = 4*3/ 2!=6ges(6) = 2! / 1!*1!= 2Es folgt die Bere
hnung der Werte gen(tt) zum Beispielproblem [6, 6℄:gen(6) = ges(6) = 2gen(2) = ges(2) - gen(6) = 20 -2 =18gen(3) = ges(3) - gen(6) = 6 - 2 = 4gen(1) = 924 - gen(2) - gen(3) - gen(6) = 924 -18 -4 -2 = 900Behauptung: gen(tt) ist die Anzahl von Ketten mit genau tt Teilketten.Beweis:ges(tt) gibt na
h De�nition die Anzahl der Ketten mit mindestens tt iden-tis
hen Teilketten an. Demna
h sind zur Ermittlung von gen(tt) genau dieKetten abzuziehen, die aus ttt Teilketten bestehen, mit ttt ist Vielfa
hes vontt.q.e.d.



KAPITEL 4. ANSATZ F�UR DIE ROTATION OHNE STARTSTEINE 15Dies wird dur
h Abbildung 4.3 illustriert. Angenommen, das Problem [15, 15℄(jeweils 15 Steine von zwei Farben) ist zu l�osen. Gesu
ht ist die M�a
htigkeitder einzelnen Mengen gen(2); gen(3); gen(5); gen(6); gen(10) und gen(15).Es gilt:gen(2) = ges(2)� ges(2 � 3)� ges(2 � 5) + ges(2 � 3 � 5)= ges(2)� ges(6)� ges(10) + gen(30)= ges(2)� (gen(6) + gen(30))� (gen(10) + gen(30)) + gen(30)= ges(2)� gen(6)� gen(10)� gen(30)
ges(2)

ges(3)

ges(5)

gen(5)

gen(3)

gen(2)

gen(6)

gen(15)

gen(10)

gen(30)

ges(6) ges(15)

ges(10)

Abbildung 4.3: Illustration zum Prinzip der Inklusion/Exklusion
4.3 Bere
hnung gesamt f�ur die RotationDie Ber�u
ksi
htigung der Rotation k�onnte - wie s
hon ausgef�uhrt - intuitivwie folgt vorgenommen werden:Man bere
hne zun�a
hst die Anzahl von Ketten na
h Formel 1.2., teile dieseAnzahl dur
h n und erh�alt dana
h die verbleibende Anzahl von Ketten na
hBer�u
ksi
htigung der Rotation.



KAPITEL 4. ANSATZ F�UR DIE ROTATION OHNE STARTSTEINE 16�Uberlegung hierzu ist, dass dur
h die Rotation jeweils n Ketten zusammen-fallen.Im Prinzip wird hier so verfahren, allerdings wird ni
ht generell dur
h ngeteilt, sondern je na
h Art der Kette ein Divisionsfaktor ermittelt. DieserDivisionsfaktor entspri
ht der jeweiligen M�a
htigkeit der �Aquivalenzklassenbzgl. der Relation rotations�aquvalent.Die Gesamtmenge der verbleibenden �Aquivalenzklassen na
h der Rotationist: Formel 3:3 jMKrotj = Xtt2TT gen(tt)n=ttErl�auterung im Beispielproblem [6, 6℄:Die Summe (jMKrotj) ist: 900/12 + 18/6 + 4/4 + 2/2= 75 + 3 +1+ 1 = 80.Beweis zu Formel 3.3.:ges(tt) bes
hreibt die Gesamtzahl von Ketten mit der Eigens
haft, dass sieaus mind. tt identis
hen Ketten bestehen.gen(tt) bes
hreibt die Gesamtzahl von Ketten mit der Eigens
haft, dass sieaus genau tt identis
hen Ketten bestehen.Gegeben ist die Anzahl der Ketten na
h Formel 1.2. Diese Anzahl ist identis
hzu ges(1). Dies kann man lei
ht zeigen dur
h Einsetzen der 1 in Formel 3.1.Geht man hiervon als Allmenge aus, mu� si
h jede Kette in genau einerder �Aquivalenzklassen bzgl. rotations�aquivalent wieder�nden. Die einzelnen�Aquivalenzklassen sind allerdings unters
hiedli
h m�a
htig. Ihre M�a
htigkeitist aber relativ einfa
h zu ermitteln, n�amli
h n=tt.Ferner gilt, da ges(1) alle Ketten beinhaltet:ges(1) = Ptt2TT gen(tt)Ber�u
ksi
htigt man, dass jede �Aquivalenzklasse einer beliebigen Kette ausgen(tt) die M�a
htigkeit n=tt hat, folgt die Behauptung.q.e.d.Im Falle, dass gilt: ggt(m1; m2; :::mk) = 1, kann das Problem deutli
h redu-ziert werden:



KAPITEL 4. ANSATZ F�UR DIE ROTATION OHNE STARTSTEINE 17Formel 3:4: jMKrotj = (n� 1)!kQi=1 (mi)!Beweis: Dies l�a�t si
h sehr einfa
h aus der allgemeinen Formel 1.2. herleiten !Aufgrund der Pr�amisse folgt: ges(x) = 0 8x > 1.Es gilt: ges(1) = jMKgesj und ges(1) = gen(1).Na
h Formel 3.3 folgt: jMKrotj = jMKgesj=n = (n�1)!kQi=1 (mi)!q.e.d.



Kapitel 5Spiegelung
5.1 Grundlegende S�atzeSatz 1: Sei k eine symmetris
he Kette, die aus mindestens zwei Farbenbesteht, und sei x ein beliebiger Stein.Dann ist die Kette kneu mit kneu = xk ni
ht symmetris
h.Beweis:Es gibt einen ersten Stein einer anderen Farbe. Dieser 'ruts
ht' dann aus derSymmetrie.k habe folgende Struktur:k = x1x2::::::xn�1xnNa
h Pr�amisse (k symmetris
h) gilt: k = krev.k kann wie folgt zerlegt werden: k = aba, mit a ist die l�angste Teilkette, dienur identis
h gef�arbte Steine beinhaltet. Falls der zus�atzli
he Stein x ni
htdie Farbe von a hat, ist die Kette ni
ht symmetris
h, am Ende fehlt einentspre
hender Stein.Falls der zus�atzli
he Stein x die Farbe von a hat, entsteht am Anfang von kneueine l�angere Teilkette als am Ende. Da sowohl der erste als au
h der letzteStein von b ni
ht die Farbe von x haben kann, gilt die Behauptung.q.e.d.Satz 2: Eine Kette k ist genau dann zu si
h selbst invers bzgl. Spiegelungund Rotation, wenn gilt:k = k1k2 mit k1; k2 sind symmetris
h.18



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 19Beispielketten zu Satz 2:1234432 1212 121121 12133 .Beweis: Sei k = k1k2 eine Kette mit k1; k2 sind jeweils symmetris
h. Es gilt kneu (na
hSpiegelung von k) ist:kneu = krev = k2neuk1neu.Wegen Symmetrie von k1 und k2 folgt: kneu = k2k1.kneu kann dur
h Rotation in kgneu �uberf�uhrt werden mit : kgneu = k1k2Damit gilt k = kgneu. Dann ist k zu si
h selbst invers.q.e.d.!Sei k eine zu si
h selbst inverse Kette. Die Kette k hat folgende Struktur:k = x1x2:::xn�1xn.Die Kette kneu gehe aus k dur
h Spiegelung hervor:kneu = xnxn�1:::x2x1.kgneu gehe aus kneu dur
h Rotation hervor:kgneu = xpxp�1:::x1xnxn�1:::xp+1.Na
h Pr�amisse gilt: Es gibt ein p, so dass k = kgneu gilt. Da die Ketten k undkgneu komponentenweise identis
h sein m�ussen, folgt:xp = x1xp�1 = x2:::::::x2 = xp�1x1 = xpundxn = xp+1xn�1 = xp+2:::::::::::xp+1 = xn�1xp = xn



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 20Damit gibt es jeweils eine symmetris
he Teilkette k1; k2:k1 = x1; : : : xpk2 = xp+1 : : : xnq.e.d.Bem.: Falls k = krev und p = n (Rotation um 3600), dann ist k = � (leeresWort) und es gilt: k1 = k.Satz 3: Sei k = k1k2, mit k1; k2 seien symmetris
he Ketten.Dann kann k per Rotation in eine Kette kneu = k1neuk2neu �uberf�uhrt werdenmit l(k1neu) � 1.Beweis:k1 ist symmetris
h, d.h. k1 kann wie folgt zerlegt werden:k1 = kanfxkend mit l(kanf ) = l(kend) und kanf = krevend, l(x) � 1.Einsetzen von k1 = kanfxkend ergibt:k = kanfxkendk2.Dur
h Rotation errei
ht man kneu mit: kneu = xkendk2kanf . Die Teilkette kneuzerf�allt in folgende Struktur: kneu = k1neuk2neu mit:k1neu = x. k2neu = kendk2kanf .Wg. k2 symmetris
h, ist au
h k2neu = kendk2 kanf(kend = krevanf ) symmetris
h.q.e.d.FAZIT: Es rei
ht, nur Ketten k = k1k2 mit l(k1) � 1 zu betra
hten.Satz 4: Gegeben zwei Ketten k1 = a rest1 und k2 = a a rest2 mit:rest1 und rest2 sind symmetris
he Ketten, l(a) =1. Ferner existiere keineFarbe ungerader M�a
htigkeit, aber mind. 2 Farben. Es gilt dann: k1 6= k2.Beweis:Angenommen, es gelte k1 = k2. Dann folgt rest1 = a rest2. Na
h Satz 1folgt, dass a rest2 keine symmetris
he Kette sein kann, damit ist k1 ni
htsymmetris
h. Widerspru
h zur Annahme.q.e.d.



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 21Satz 5: Seien alle Farben gerader M�a
htigkeit.Es gibt dann(n=2)!kQi=1(mi=2)! unters
hiedli
he Ketten k, wobei k Palindrom ist.Beweis:Es rei
ht, nur die erste H�alfte einer zu konstruierenden Kette zu betra
hten,die zweite H�alfte ist dur
h Forderung na
h Symmetrie (k muss Palindromsein) fest. Hierdur
h reduziert si
h das Problem auf n0; m0i mit:n0 = n div 2m0i = mi div 2 8i 2 f1; :::; kgDie Anzahl der M�ogli
hkeiten, hieraus eine Kette zu konstruieren, ergibt For-mel 1.2.:(n0)!kQi=1(m0i)!q.e.d.Satz 6: Seien n Steine gegeben. Ferner existiere maximal eine Farbeungerader M�a
htigkeit.Es gibt dann(n div 2)!kQi=1(midiv2)! viele vers
hiedene symmetris
he Ketten.Beweis:Es rei
ht, nur die erste H�alfte einer zu konstruierenden Kette zu betra
h-ten, die zweite H�alfte ist dur
h Forderung na
h Symmetrie fest. Sofern eineungerade Farbe existiert, MUSS der ungerade Stein in der Mitte der Kette an-geordnet sein, sonst kann keine symmetris
he Kette existieren. Damit ergibtsi
h keine Wahlm�ogli
hkeit f�ur diesen Stein. Damit kann das Problem auf denin Satz 5 behandelten Fall 'keine Farbe ungerader M�a
htigkeit' zur�u
kgef�uhrtwerden.Na
h Satz 5 folgt die Behauptung.q.e.d.Bem.: Es darf maximal eine Farbe ungerader M�a
htigkeit geben, sonst kannkeine symmetris
he Kette konstruiert werden.



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 22Satz 7: Seien alle Farben gerader M�a
htigkeit.Es gibt dann(n div 2)!kQi=1(mi div 2)!unters
hiedli
he Ketten k, wobei k folgende Struktur aufweist: k = k1k2, mitk2 Palindrom, l(k1) = 1.Beweis:Aufgrund der Pr�amissse (alle Farben haben gerade M�a
htigkeit) k�onnen Ket-ten der Struktur k1k2 nur wie folgt konstruiert sein:k1k2 = k1k2anfk1k2end mit k2anf = krev2end. Die Anzahl der Mgli
hkeiten zurKonstruktion von k1k2anfk1k2end ist identis
h zu k2anfk1k1k2end.Na
h Satz 5 gibt es hierf�ur (n div 2)!kQi=1(mi div 2)! M�ogli
hkeiten.q.e.d.Zus�atzli
he NomenklaturMotivation: Na
h Satz 2 und Satz 3 kann die Betra
htung der selbstinversenKetten auf Ketten aus IN bes
hr�ankt werden (Zur Erinnerung: IN = EP [PA).SR bezei
hne Menge der �Aquivalenzklassen bzgl. spiegelrotations�aquivalentf�ur Ketten aus IN .Lemma 0: Seien mindestens zwei Farben gegeben. Dann gilt: EP \PA = �:Beweis: trivial.Lemma 1: Sei k 2 PA und r(k) gerade.Dann ist k " (r(k)=2) 2 PA. Ferner gilt: k 6= k " (r(k)=2).Beweis:k zerfalle wie folgt: k = k1k2k3; mit l(k1) = l(k2) = (r(k)=2). Na
h Pr�amissegilt k = k1k2k3 ist Palindrom.Fallunters
heidung na
h k3:1. Fall l(k3) = 02. Fall l(k3) > 0



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 23Im ersten Fall gilt: k= k1k2. Da k Palindrom ist, folgt: k1 = krev2 . Damit istk " (r(k)=2) = k2k1 = k2k02. Das Ergebnis ist damit ein Palindrom. Bleibt zuzeigen: k 6= k " (r(k)=2).k1 kann kein Palindrom sein, sonst w�are r(k) � l(k1). Damit ist k1 6= k01.Dann folgt k1k2 = k02k01 6= k2k1.Im zweiten Fall gilt: k zerf�allt in eine Anzahl identis
her Palindrome:k = kpal1kpal2 :::kpalz mit kpal1 = k1k2. Ferner ist k1 = k02.Es gilt: k " (r(k)=2) = k2kpal2:::kpalzk1 ist ein Palindrom.Bleibt zu zeigen: k 6= k " (r(k)=2). Derselbe Beweis wie in Fall 1.q.e.d.Lemma 2: Sei k 2 EP und r(k) gerade.Dann ist k " (r(k)=2) 2 EP . Ferner gilt: k 6= k " (r(k)=2).Beweis:Na
h Pr�amisse (k 2 EP; k = k1k2 mit l(k1) = 1, k2 symmetris
h) gilt:8i 2 f2; :::; ng : xi = xn+2�iFerner gilt na
h Def. von r(k):8i 2 f1; :::; n� r(k)g : xi = xi+r(k)Ferner gilt: Es gibt ein j mit: n = j � r(k):8i 2 f2; :::; r(k)g : xi = xn+2�i = xn+2�i�(j�1)�r(k) = xr(k)+2�iDamit ist die Teilkette x2:::xr(k) symmetris
h, also Palindrom. k zerfalle wiefolgt in identis
he Teilketten: k = kn1:::knj mit l(kni) = r(k)Konvention: Die Teilkette kn2:::knj werden im folgenden dur
h kne bezei
h-net. Ferner zerfalle kn1 wie folgt:kn1 = knanfknleftknmittknright mit l(knanf ) = 1; l(knmitt) = 1; l(knleft) =l(knright) = r(k)=2� 1Die Gesamtzerlegung von k ist dann: k = knanfknleftknmittknrightkneDie Kette k " (r(k)=2) ist dann: knmittknrightkne knanfknleft.Es l�a�t si
h lei
ht (�uber den Aufbau von kne) zeigen, dass kne entweder dieleere Kette (hier mit � bezei
hnet) ist oder gilt: kne = knanfknee mit kneeist Palindrom. Es folgt die Fallunters
heidung.Falls kne = �:knrightknanfknleft ist Palindrom, damit istk " (r(k)=2) = knmittknrightknanfknleft 2 EP .Bleibt zu zeigen, dass k " (r(k)=2) 6= k gilt:



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 24Angenommen, es gelte k = k " (r(k)=2), dann folgt:knmittknrightknanfknleft = knanfknleftknmittknright. Damit folgt:knanfknleft = knmittknright. Na
h Def. von r(k) m�u�te si
h dann r(k)dur
h l(knanfknleft) ergeben. Widerspru
h.Falls kne 6= �:k " (r(k)=2) = knmittknrightkne knanfknleft =knmittknrightknanfknee knanfknleft.knrightknanfknee knanfknleft bildet ein Palindrom, damit istk " (r(k)=2) 2 EP:Bleibt zu zeigen, dass k " (r(k)=2) 6= k gilt: Analoge Behandlung wie beiFall 1.q.e.d.Lemma 3: Sei k 2 PA und r(k) ungerade.Dann ist k " ((r(k)� 1)=2) 2 EP .Ferner gilt: r(k " ((r(k)� 1)=2)) ist ungerade.Beweis:Na
h Pr�amisse (k 2 PA) gilt:8i 2 f1; :::; ng : xi = xn+1�iFerner gilt na
h Def. von r(k):8i 2 f1; :::; n� r(k)g : xi = xi+r(k)Ferner gilt: Es gibt ein j mit: n = j � r(k)xi = xn+1�i = xn+1�i�(j�1)�r(k) = xr(k)+1�iDamit ist die Teilkette x1:::xr(k) symmetris
h, also Palindrom. k zerfalle wiefolgt in identis
he Teilketten: k = kn1:::knj mit l(kni) = r(k)8i 2 f1; :::; jgKonvention: Die Teilkette kn2:::knj werden im folgenden dur
h kne bezei
h-net. Ferner zerfalle kn1 wie folgt:kn1 = knanfknmittknend mit l(knmitt) = 1; l(knanf ) = l(knend) = (r(k)� 1)=2Die Kette k " ((r(k)� 1)=2) ist dann: knmittknendkne knanf .Es l�a�t si
h lei
ht (�uber den Aufbau von kne) zeigen, dass kne entwederdie leere Kette ist oder gilt: kne ist Palindrom. Es folgt die Fallunters
heidung.Falls kne = �:knendknanf ist Palindrom, damit istk " ((r(k)� 1)=2) = knmittknendknanf 2 EP .Bleibt zu zeigen, dass r(k " ((r(k)� 1)=2)) ungerade ist:Trivial, r(k " ((r(k)� 1)=2)) = l(k); l(k) ist ungerade.



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 25Falls kne 6= �:k " ((r(k)� 1)=2) = knmittknendkne knanfknendkne knanf bildet ein Palindrom, damit ist k " ((r(k)� 1)=2) 2 EP:Bleibt zu zeigen, dass r(k " ((r(k)� 1)=2)) ungerade ist:k " ((r(k) � 1)=2) = knee1::::kneej mit kneei = knmittknendknanf8i 2f1; :::jg.Damit folgt: r(k " ((r(k)� 1)=2)) = l(knee1). l(knee1) ist ungerade.q.e.d.Lemma 4: Sei k 2 EP und r(k) ungerade.Dann ist k " ((r(k) + 1)=2) 2 PA. Ferner gilt: r(k " ((r(k) + 1)=2)) istungerade.Beweis:Na
h Pr�amisse (k 2 EP ) gilt:8i 2 f2; :::; ng : xi = xn+2�iFerner gilt na
h Def. von r(k):8i 2 f1; :::; n� r(k)g : xi = xi+r(k)Ferner gilt: Es gibt ein j mit: n = j � r(k)xi = xn+2�i = xn+2�i�(j�1)�r(k) = xr(k)+2�iDamit ist die Teilkette x2:::xr(k) symmetris
h, also Palindrom. k zerfalle wiefolgt in identis
he Teilketten: k = kn1:::knj mit l(kni) = r(k)8i 2 f1; ::::; jgKonvention: Die Teilkette kn2:::knj wird im folgenden dur
h kne bezei
hnet.Ferner zerfalle kn1 wie folgt:kn1 = knanfknleftknright mit l(knanf ) = 1; l(knleft) = l(knright) = (r(k) �1)=2Die Kette k " ((r(k) + 1)=2) ist dann: knrightkne knanfknleft.Es l�a�t si
h lei
ht (�uber den Aufbau von kne) zeigen, dass kne entweder dieleere Kette ist oder gilt: kne ist Palindrom.Falls kne = �:knrightknleft ist Palindrom, damit istk " ((r(k) + 1)=2) = knrightknanfknleft 2 PA.Bleibt zu zeigen, dass r(k " ((r(k) + 1)=2)) ungerade ist:Trivial: r(k " ((r(k) + 1)=2))) = l(k); l(k) ist ungerade.Falls kne 6= �:k " ((r(k) + 1)=2) = knrightkne knanfknleft:Die Teilkette kne knanf bildet ein Palindrom (die Struktur von kne istn�amli
h: kne = knanfp knanfp :::knanf p), damit ist k " ((r(k)+ 1)=2) 2 PA:



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 26Bleibt zu zeigen, dass r(k " ((r(k)+1)=2)) ungerade ist: Analoge Behandlungwie bei Fall 1.k " ((r(k) + 1)=2) = knee1:::kneej mitkneei = knrightknanfknleft8i 2 f1; :::; jgDamit folgt: r(k " ((r(k) + 1)=2)) = l(knee1). l(knee1) ist ungerade. q.e.d.Lemma 5: Sei k 2 PA und k " i 2 PA.Dann gilt: k " (2i) = kBeweis:Es gilt: 8j 2 f1; :::; ng : kj = kn+1�j (kj bezei
hne die einzelnen angeordnetenSteine der Kette k).kk sei de�niert dur
h kk = k " i.Da kk 2 PA gilt:8j 2 f1; :::; ng : kkj = kkn+1�jDa kk dur
h S
hieben von k um i Stellen hervorging, folgt: kkj = kj+i.kj+i = kn+1�j+i = kn+1�(j+i)+2i, da kk 2 PA.Substituiert man in obiger Glei
hung j + i dur
h j, ergibt si
h:kj = kn+1�(j)+2iDur
h Zusammenfassung dieser Glei
hung mit der ersten folgt:kn+1�j = kn+1�j+2iSubstituiert man wieder, jetzt n+ 1� j dur
h j, folgt: kj = kj+2iq.e.d.Lemma 6: Sei k 2 EP und k " i 2 EP .Dann gilt: k " (2i) = kBeweis:es gilt: 8j 2 f2; :::; ng : kj = kn+2�jkk sei de�niert dur
h kk = k " i.Da kk 2 EP gilt:8j 2 f2; :::; ng : kkj = kkn+2�jDa kk dur
h S
hieben von k hervorging, folgt: kkj = kj+ikj+i = kn+2�j+i = kn+2�(j+i)+2i, da kk 2 EP .Substituiert man in obiger Glei
hung j + i dur
h j, ergibt si
h:kj = kn+2�(j)+2i



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 27Dur
h Zusammenfassung dieser Glei
hung mit der ersten folgt:kn+2�j = kn+2�j+2iSubstituiert man wieder, jetzt n+ 2� j dur
h j, folgt: kj = kj+2iq.e.d.Satz 8:Sei k 2 IN .fspi(k) = 8<: r(k)=2 wenn r(k) gerade(r(k)� 1)=2 wenn r(k) ungerade und k 2 PA(r(k) + 1)=2 wenn r(k) ungerade und k 2 EPBeweis: Fallunters
heidung der o.g. F�alle.Fall 1: r(k) geradeFolgt na
h Lemmata 1 und 2.Fall 2: r(k) ungerade und k 2 PAFolgt na
h Lemma 3.Fall 3: r(k) ungerade und k 2 EPFolgt na
h Lemma 4.q.e.d.Satz 9: Sei k 2 IN . Es gilt:1. g(k) 6= k2. g(g(k)) = kBeweis: Fallunters
heidung na
h Satz 8:Fall 1: r(k) geradeNa
h Satz 8 gilt: g(k) = k " fspi(k) = k " r(k)=2, g(g(k)) = k " r(k).Na
h Lemmata 1 und 2 gilt die erste Behauptung.Die zweite ergibt si
h aus den Lemmata 5 und 6.Fall 2: r(k) ungerade und k 2 PANa
h Satz 8 gilt: g(k) = k " fspi(k) = k " (r(k)� 1)=2 , g(g(k)) = k " (r(k)).Na
h Lemma 3 und Lemma 0 folgt die erste Behauptung.Die zweite Behauptung l�a�t si
h wie folgt zeigen:Na
h Lemma 3 ist g(k) 2 EP .g(g(k)) = g(k " (r(k)� 1)=2)) = k " ((r(k)� 1)=2 + (r(k) + 1)=2) =k " r(k) = k (Na
h Def. von r(k)).



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 28Fall 3: r(k) ungerade und k 2 EPNa
h Satz 8 gilt: g(k) = k " fspi(k) = k " (r(k) + 1)=2. Na
h Lemma 4 undLemma 0 folgt die erste Behauptung.Die zweite Behauptung l�a�t si
h wie folgt zeigen:Na
h Lemma 4 ist g(k) 2 PA.g(g(k)) = g(k " (r(k) + 1)=2)) = k " ((r(k) + 1)=2 + (r(k)� 1)=2) =k " r(k) = k (Na
h Def. von r(k)).q.e.d.Satz 10:Es gilt: jSRj = jIN j=2.Beweis: Na
h Satz 9 kann auf der Menge der Ketten aus IN eine �Aquivalenz-relation gebildet werden: Seien k1; k2 2 IN mit k1 6= k2. Es gelte: k1 �aquiv: k2,falls k1 = g(k2).Na
h Def. von SR gilt: jSRj = j �Aquivalenzklassen in INj = jIN j=2.Damit folgt die Behauptung.q.e.d.



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 295.2 Formel zur Spiegelung
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p1
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Abbildung 5.1: Illustration zu den bzgl. Spiegelung zu si
h selbst inversenKetten.Abbildung 5.1 illustriert das anzugehende Problem bei der Spiegelung. Linksist eine Kette vor der Spiegelung skizziert, re
hts die entspre
hende gespie-gelte Kette. Wie aus Satz 1 hervorgeht, fallen genau sol
he Ketten, die auszwei Palidromen bestehen, dur
h Spiegelung auf si
h selbst.Dies gilt au
h, wenn man die Spiegela
hse - wie in Abbildung 5.1 s
hraf-�ert dargestellt - dreht. Dur
h Rotation der Kette kann dann wieder die inAbbildung 5.1 re
hts dargestellte Situation herstellen.Folgende Vermutung hat si
h aus vielen Versu
hen konkretisiert, erst dana
hentstand die Idee zum Beweis.Die Anzahl der Ketten na
h zus�atzli
her Ber�u
ksi
htigung der Spiegelungergibt si
h wie folgt:Formel 4:1: MKsprot = (MKrot + z)=2z wird no
h erkl�art. Den Wert f�ur MKrot liefert Formel 3.3.Plausibilit�atsbetra
htung zur Formel: Intuitiv w�urde man annehmen, dassdur
h Spiegelung si
h die Anzahl der Ketten halbiert. Es gibt aber Ketten, diebzgl. Spiegelung zu si
h selbst invers sind, diese sind hier mit z ber�u
ksi
htigt.Die Anzahl der Ketten z ergibt si
h wie folgt:



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 30
Formel 4:2: z = 8<: 0 wenn x � 3((n�x)=2)!Qmi[mi=2℄! sonstmit x sei die Anzahl ungerader Farben.Erl�auterung anhand eines Beispielproblems, hier [3, 3℄:Es gilt: x= 2;Damit folgt: z = ((6-2)/2)! / 1! 1! = 2.Na
h dieser Bere
hnung existieren f�ur das Beispielproblem [3, 3℄ genau zweizu si
h selbst inverse Ketten bzgl. Rotation und Spiegelung.Diese Ketten sind:1 21212 und1 12221.



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 315.3 Beweis zu Formel 4.2.Na
hdem Palindrome (die bereits ausgiebig untersu
ht wurden) als Alterna-tive aufkamen, k�onnte man die Beweisidee aus der Literatur klauben!! In derLiteratur (z.B. [3, 4, 5, 6, 8, 9℄ konnte aber ni
hts geeignetes gefunden werden!
Die hier vorgestellte neue Beweisidee basiert auf der Fallunters
heidung na
hAnzahl der Farben ungerader M�a
htigkeit (hier mit x bezei
hnet).1. x � 3Unproblematis
h, In diesem Fall gilt: z=0. Es kann keine Ketten ge-ben, die aus zwei Palindromen bestehen. �Uberlegung: Ungerade SteineM�USSEN in der Mitte der symmetris
hen Ketten angeordnet sein, beizwei Ketten k�onnen maximal 2 Steine eingewoben werden.2. x = 2Ebenfalls unproblematis
h, es gibt zwei Grundsteine (Mittelsteine derKetten k1 und k2), n�amli
h gerade die Steine ungerader Farben. Dieweiteren Steine werden einfa
h in die Kette k2 eingef�ullt. Na
h Satz 3rei
ht es, nur sol
he Ketten k zu betra
hen mitk = k1k2, l(k1) = 1, k2 Palindrom.Damit hat k folgende Struktur: k = k1k2anfk2mittk2end mitl(k1) = l(k2mitt) = 1 und k2anf = krev2end.Beide ungeraden Steine m�ussen in k1 bzw. k2mitt liegen.Damit reduziert si
h das Problem auf die M�ogli
hkeiten, k2anf undk2end zu bilden.Wegen k2anf = krev2end ergibt si
h na
h Satz 5:z = ((n�2)=2)!kQi=1(midiv2)!3. x = 1In diesem Fall kann jede Kette k dur
h Rotation in eine Kette kneu�uberf�uhrt werden mit: kneu besteht aus nur einer symmetris
hen Kette.kneu beinhaltet mittig einen Stein der Farbe ungerader M�a
htigkeit.Na
h Satz 6 folgt damit die Behauptung.4. x = 0Na
h Satz 7 gilt: jPAj = (n=2)!kQi=1(mi=2)! .



KAPITEL 5. SPIEGELUNG 32Na
h Satz 8 gilt: jEP j = (n=2)!kQi=1(mi=2)! .Na
h Lemma 0 folgt: jIN j = jPAj+ jEP j.Na
h Satz 10 folgt: jSRj = jIN j=2 = 2 ? jPAj=2 = jPAj.Damit folgt: z = jSRj = (ndiv2)!kQi=1(midiv2)! .q.e.d.



Kapitel 6BEISPIELBERECHNUNGZu zwei Problemen, n�amli
h [4, 4℄ und [6, 6℄, soll jeweils einmal die Beispiel-bere
hnung dur
hgef�uhrt werden.Beispielproblem: [4, 4℄.Bere
hnung zur Rotation(na
h Formel 3.1.)ges(4) = 2, wg. der Kette 12121212.ges(2) = 6, wg. der Ketten 1a1a, mit a 2 f122; 212; 221gges(1) = 70.(na
h Formel 3.2):gen(4) = 2gen(2) = 6-2 = 4gen(1) = 70 -6 = 64Na
h Formel 3.3 ergibt si
h:jMKrotj = 64/8 + 4/4 + 2/2 = 8 + 1 + 1 = 10(d.h. 10 vers
hiedene Ketten na
h Rotation)Bere
hnung zur Spiegelungz = (8 /2)! / 2!/2! = 4 !/4 = 3! = 6 33



KAPITEL 6. BEISPIELBERECHNUNG 34(d.h. 6 Ketten, die zu si
h selbst invers sind)Na
h Formel 4.1:jMKsprotj = (10 +6)/2 = 8.ERGEBNIS: 8 unters
hiedli
he Ketten zum Problem [4, 4℄ !!!
Beispielproblem: [6, 6℄.Bere
hnung zur Rotation(na
h Formel 3.1.)ges(1) = 12! / 6!/6!= 12*11*10*9*8*7 / 6! = 2* 11*2*3* 7= 44* 21= 924ges(2) = 6! / 3!/3! = 6*5*4/3! =20ges(3) = 4! / 2 !/2! = 4*3/ 2!=6ges(6) = 2! / 1!*1!= 2(na
h Formel 3.2)gen(6) = ges(6) = 2gen(2) = ges(2) - gen(6) = 20 -2 =18gen(3) = ges(3) - gen(6) = 6 - 2 = 4gen(1) = 924 - gen(2) - gen(3) - gen(6) = 924 -18 -4 -2 = 900jMKrotj = 900/12 + 18/6 + 4/4 + 2/2= 75 + 3 +1+ 1 = 80.(d.h. 82 vers
hiedene Ketten na
h Rotation)Bere
hnung zur Spiegelungz = (12 /2)! / 3!/3! = 6 !/3! /3! = 6*5*4/3! = 20(d.h. 20 Ketten, die zu si
h selbst invers sind)Na
h Formel 4.1:jMKsprotj = (80 +20)/2 = 50.ERGEBNIS: 50 unters
hiedli
he Ketten zum Problem [6, 6℄ !!!



Kapitel 7Zusammenfassung der Formeln:
================================================================Ketten insgesamt: Formel 1:2: jMKgesj = (n)!kQi=1mi!====================================================================Ketten mit f�uhrendem Startstein:Formel 2:1: jMKstaj = mStartstein � (n� 1)!( kQi=1mi!)===========================================================================Anzahl Ketten na
h Ber�u
ksi
htigung der Rotation:Sei tt die Menge aller (au
h une
hten) Teiler von n. Die Gesamtmenge vonKetten, die in jeweils tt Teilketten oder mehr zerfallen, ergibt si
h dur
h:Formel 3:1: ges(tt) = 8<: ((n)=tt)!kQi=1 (mi=tt)! falls alle mi Vielfa
he von tt sind0 andernfallsSei mit TT die Menge aller Teiler von n bezei
hnet. Hierin sind au
h 1 undn enthalten. 35



KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG DER FORMELN: 36Sei ein tt 2 TT gegeben.Mit TTp(tt) ist folgende Menge von Teilern von n bezei
hnet:TTp(tt) := ftt � x; f�ur die gilt: tt � x teilt n und x > 1gFormel 3:2: gen(tt) = ges(tt)� ( Xtt22TTp(tt) gen(tt2))�Uberlegung hierzu:Zu einem tt ist zur Ermittlung von gen(tt) von ges(tt) auszugehen. Abzuzie-hen sind alle Ketten, die in mehr als tt identis
he Teilketten zerfallen k�onnen.Dies ist gerade die Summe �uber tt2.Die Gesamtzahl der Ketten na
h Ber�u
ksi
htigung der Rotation ist:Formel 3:3: jMKrotj = Xtt2TT gen(tt)n=tt
Spezialfall f�ur: ggt(m1; m2; :::; mk) = 1 :Formel 3:4: jMKrotj = (n� 1)!kQi=1 (mi)!======================================================================Anzahl der Ketten na
h Ber�u
ksi
htigung von Rotation und Spiegelung:Formel 4:1: jMKsprotj = (jMKrotj+ z)2mit z bes
hreibe die Anzahl zu si
h selbst inverser Ketten bzgl. Spiegelungund Rotation.Formel f�ur z:



KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG DER FORMELN: 37
Formel 4:2: z = 8<: ((n�x)=2)!Qmi [mi=2)℄! wenn x < 30 andernfallsmit: x sei die Anzahl von Farben ungerader M�a
htigkeit.
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