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Definition 7.24 Gegeben sei eine lineare Ordnung (S,≤) (Def. 1.21)

und zwei Teilmengen Ã, B̃ ⊆ S mit |Ã| = |B̃| = n > 0, zu denen wir die

Folgen: A = (a1, a2, . . . , an) und B = (b1, b2, . . . , bn), mit i < j ⇒ ai ≤
aj ∧ bi ≤ bj (1 ≤ j, j ≤ n) benutzen. Die Mischung (merge) von A

und B ist die Folge C = (c1, c2, . . . , c2n) mit i < j → ci ≤ cj, die A und

B als disjunkte Teilfolgen enthält.

8

6.3 Paralleles Suchen und optimales Mischen

6.24
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Anwendung: z:B.: para!eles Sortieren
                                  para!eles Merge-Sort

12 -5 -7 51 6 28 -83

(-8,-7,-5,3,6,12,28,51)

(-7,-5,12,51) (-8,3,6,28)

(-5,12) (-7,51) (6,28) (-8,3)
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Definition 7.25 Sei X = (x1, x2, . . . , xt) eine Folge mit Elementen aus

der linear geordneten Menge S. Für x ∈ S ist der Rang von x in X

definiert als:

rank(x : X) := |{i|i ∈ {1, . . . , t} ∧ xi < x}|. Für eine weitere solche

Folge

Y = (y1, . . . , ys) sei rank(Y : X) := (r1, r2, . . . , rs) mit ri = rank(yi :
X)

6.25

10
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Zur Vereinfachung nehmen wir jetzt A ∩ B = ∅ an. Das Problem, die

Folgen A und B zu mischen, wird dann zu:

Bestimme für jedes x ∈ A ∪ B : i := rank(x : A ∪ B)

(dann ist x das (i + 1)-te Element ci in C)
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Wegen rank(x : A ∪ B) = rank(x : A) + rank(x : B) genügt uns ein

Algorithmus für:

Berechne rank(B : A)
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Wegen rank(x : A ∪ B) = rank(x : A) + rank(x : B) genügt uns ein

Algorithmus für:

Berechne rank(B : A)
binäres Suchen

A: sortiert
Für bi ∈ B kann durch binäres Suchen ji mit aji < bi < aji+1 in O(log n)

(sequentieller) Zeit berechnet werden, d.h. ji = rank(bi : A). Dieses

Verfahren kann man parallel auf alle Elemente von B anwenden, d.h.

wir erhalten einen parallelen Algorithmus mit O(log n) (paralleler) Zeit

und O(n log n) Operationen.
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nächtes Ziel:  optimaler para!er Algorithmus dafür
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x ∈ Ai∪Bi größer als die Elemente in Ai−1∪Bi−1
a!e

a!e
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Algorithmus 7.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (a1, . . . , an) und B = (b1, . . . , bm) in aufsteigender
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) =

m
log m ganze Zahlen sein müssen.

Ausgabe: k(m) Paare (Ai, Bi) von Teilfolgen von A und B, so dass
(1) |Bi| = log m
(2)

�
i |Ai| = n und

(3) jedes Element von Ai und Bi ist größer als jedes Element von
Ai−1 oder Bi−1 für alle 1 ≤ i ≤ k(m)− 1.

begin
1. Set j(0) := 0, j(k(m)) := n
2. for 1 ≤ i ≤ k(m)− 1 pardo

2.1 Berechne rank(bi log m : A) durch binäre Suche
und setze j(i) = rank(bi log m : A)

3. for 0 ≤ i ≤ k(m)− 1 pardo
3.1 Bi := (bi log m+1, . . . , b(i+1) log m;
3.2 Ai := (aj(i)+1, . . . , aj(i+1))

(Ai ist leer, wenn j(i) = j(i + 1) gilt.)
end

)

15A2

6.1
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Lemma 7.27 Sei C die sortierte Folge, welche man durch Mischen der
sortierten Folgen A und B mit den Längen n bzw. m erhält. Dann teilt
der Algorithmus 7.1 A und B in Paare von Teilfolgen (Ai, Bi) auf, so
dass |Bi| = O(log m),

�
i |Ai| = n und C = (C0, C1, . . . ), wobei Ci die

sortierte Folge ist, welche aus Ai und Bi durch Mischen entsteht. Dieser

Algorithmus benötigt in O(log n) Zeit mit insgesamt O(n + m) Opera-

tionen.
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und setze j(i) = rank(bi log m : A)

3. for 0 ≤ i ≤ k(m)− 1 pardo
3.1 Bi := (bi log m+1, . . . , b(i+1) log m;
3.2 Ai := (aj(i)+1, . . . , aj(i+1))

(Ai ist leer, wenn j(i) = j(i + 1) gilt.)
end

d km = m
log m ∈ IN.

So viele Blöcke!!
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Mit diesem Algorithmus haben wir das Mischproblem der Größe n auf
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• falls |Ai| �≤ c log n, dann wende Algorithmus 7.1 an, um Ai in
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Insgesamt ergibt sich:

Satz 7.28 Das Mischen zweier Folgen A und B der Länge n ist von

einem parallelen Algorithmus in O(log n) Zeit mit O(n) Operationen

durchführbar.
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Wo ist noch Potenzial für Beschleunigung?

Algorithmus 7.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (a1, . . . , an) und B = (b1, . . . , bm) in aufsteigender
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = m

log m ganze Zahlen sein müssen.
Ausgabe: k(m) Paare (Ai, Bi) von Teilfolgen von A und B, so dass

(1) |Bi| = log m
(2)

P
i |Ai| = n und

(3) jedes Element von Ai und Bi ist größer als jedes Element von
Ai−1 oder Bi−1 für alle 1 ≤ i ≤ k(m)− 1.

begin
1. Set j(0) := 0, j(k(m)) := n
2. for 1 ≤ i ≤ k(m)− 1 pardo

2.1 Berechne rank(bi log m : A) durch binäre Suche
und setze j(i) = rank(bi log m : A)

3. for 0 ≤ i ≤ k(m)− 1 pardo
3.1 Bi := (bi log m+1, . . . , b(i+1) log m;
3.2 Ai := (aj(i)+1, . . . , aj(i+1))

(Ai ist leer, wenn j(i) = j(i + 1) gilt.)
end
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und setze j(i) = rank(bi log m : A)

3. for 0 ≤ i ≤ k(m)− 1 pardo
3.1 Bi := (bi log m+1, . . . , b(i+1) log m;
3.2 Ai := (aj(i)+1, . . . , aj(i+1))

(Ai ist leer, wenn j(i) = j(i + 1) gilt.)
end

6.1

Thursday, January 13, 2011



Formale Grundlagen der Informatik II                                              Kap 6:  Para!ele Algorithmen  (Teil 2)                                                            Seite 21

B0 B1

O(1)

O(log n)

 O(1)

 O(log n)

Operationenkomplexität  
W(n) = ?

Zeitkomplexität  
T(n) = ?

¨

t O
(
(log n) × ( m

log m)
)

=

)
)

= O(m + n),

= O(m + n),

O(m)

O(1)

...  führt zu einem Mischalgorithmus mit T(n) = O(loglog n) 
und W(n) = O(n loglog n) 

Para!eles Suchen mit p Prozessoren

ät O
(

log(n+1)
log(p+1)

)

hi
er

 !!

Wo ist noch Potenzial für Beschleunigung?

Algorithmus 7.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (a1, . . . , an) und B = (b1, . . . , bm) in aufsteigender
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = m

log m ganze Zahlen sein müssen.
Ausgabe: k(m) Paare (Ai, Bi) von Teilfolgen von A und B, so dass

(1) |Bi| = log m
(2)

P
i |Ai| = n und

(3) jedes Element von Ai und Bi ist größer als jedes Element von
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und setze j(i) = rank(bi log m : A)

3. for 0 ≤ i ≤ k(m)− 1 pardo
3.1 Bi := (bi log m+1, . . . , b(i+1) log m;
3.2 Ai := (aj(i)+1, . . . , aj(i+1))

(Ai ist leer, wenn j(i) = j(i + 1) gilt.)
end

6.1

Thursday, January 13, 2011



Formale Grundlagen der Informatik II                                              Kap 6:  Para!ele Algorithmen  (Teil 2)                                                            Seite 
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Para!eles Suchen

• y ∈ S

• Suchproblem: Finde Index i ∈ {0, 1, . . . , n} mit xi ≤ y < xi+1
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Algorithmus 7.2 (Paralleles Suchen für Prozessor Pj)

Eingabe: (1) Ein Feld X = (x1, x2, . . . , xn) mit x1 < x2 < . . . < xn

(2) ein Element y
(3) die Anzahl p der Prozessoren mit p ≤ n
(4) die Prozessornummer j mit 1 ≤ j ≤ p

Ausgabe: ein Index i mit xi ≤ y < xi+1

begin
1. if(j=1) then do

1.1 Set l := 0; r := n + 1;x0 := −∞;xn+1 := +∞
1.2.Set c0 := 0; cp+1 := 1

2. while(r − l > p) do
2.1.if(j=1)then{set q0 := l; qp+1 := r}
2.2. Set qj := l + j� r−l

p+1�
2.3. if(y = xqi)then {return(qj); exit}

else {set cj := 0 if y > xqj and cj := 1
if y < xqj}

2.4. if(cj < cj+1)then{set l := qj ; r := qj+1}
2.5. if(j = 1 and c0 < c1)then{set l := q0; r := q1}

3. if(j ≤ r − l)then do
3.1. Case statement:

y = xl+j :{return(l + j);exit}
y > xl+j :set cj := 0
y < xl+j :set cj := 1

3.2. if(cj−1 < cj)then return(l + j − 1)
end

6.2
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else {set cj := 0 if y > xqj and cj := 1
if y < xqj}

2.4. if(cj < cj+1)then{set l := qj ; r := qj+1}
2.5. if(j = 1 and c0 < c1)then{set l := q0; r := q1}

3. if(j ≤ r − l)then do
3.1. Case statement:

y = xl+j :{return(l + j);exit}
y > xl+j :set cj := 0
y < xl+j :set cj := 1

3.2. if(cj−1 < cj)then return(l + j − 1)
end

6.2
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paralleles Suchen mit p ≤ n Prozessoren: Prozessor P1: zuständig für

Initialisierung und Randsingularitäten. Aufteilen von X in p + 1 Blöcke

von etwa gleicher Länge. Jede parallele Runde findet xi = y oder einen

y enthaltenden Block.
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Satz 7.29 Zu der Folge X = (x1, x2, . . . , xn) mit x1 < x2 < . . . < xn

und y ∈ S berechnet der Algorithmus 7.2 einen Index i mit xi ≤ y <

xi+1 in der Zeitkomplexität O

�
log(n+1)
log(p+1)

�
, wobei p ≤ n die Anzahl der

Prozessoren ist.

6.29
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Beweis:

Zur Komplexität: In der i+1-ten Iteration der while-Schleife wird die

Länge der zu durchsuchenden Unterfolge von si = r− l auf si+1 ≤ r−l
p+1 +

p = si

p+1 + p gesetzt, was die Länge des (p+1)-ten Blockes beschränkt.

Mit s0 = n+1 löst man die rekurrente Ungleichung zu si ≤ n+1
(p+1)i +p+1.

Also werden O
(

log(n+1)
log(p+1)

)

Iterationen der Länge O(1)benötigt. Schritt 3

benötigt O(1) Zeit. !
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Mit s0 = n+1 löst man die rekurrente Ungleichung zu si ≤ n+1
(p+1)i +p+1.

Also werden O
(

log(n+1)
log(p+1)

)

Iterationen der Länge O(1)benötigt. Schritt 3

benötigt O(1) Zeit. !

si ≤
n+1

(p+1)i + p + 1 = p + 2

n+1
(p+1)i = 1

(p + 1)i = n + 1

i = logp+1(n + 1)) = log(n+1)
log(p+1)

für welches i?

6.29

Thursday, January 13, 2011



Formale Grundlagen der Informatik II                                              Kap 6:  Para!ele Algorithmen  (Teil 2)                                                            Seite 

Satz 7.29 Zu der Folge X = (x1, x2, . . . , xn) mit x1 < x2 < . . . < xn

und y ∈ S berechnet der Algorithmus 7.2 einen Index i mit xi ≤ y <

xi+1 in der Zeitkomplexität O

�
log(n+1)
log(p+1)

�
, wobei p ≤ n die Anzahl der

Prozessoren ist.

27

Beweis:

Zur Komplexität: In der i+1-ten Iteration der while-Schleife wird die

Länge der zu durchsuchenden Unterfolge von si = r− l auf si+1 ≤ r−l
p+1 +

p = si

p+1 + p gesetzt, was die Länge des (p+1)-ten Blockes beschränkt.
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Mischen von Folgen A und B der Länge n
Rückblick und Ausblick
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T(n) W(n)
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Para!eles Sortieren

12 -5 -7 51 6 28 -83

(-8,-7,-5,3,6,12,28,51)

(-7,-5,12,51) (-8,3,6,28)

(-5,12) (-7,51) (6,28) (-8,3)

P(n) = n/2
T(n) = log n loglog n 
W(n) = n log n 

optimal
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Eingabe: Ein FeldX der Ordnung n, wobei n = 2l für eine ganze Zahl l ist.

Ausgabe: Ein balancierter binärer Baum mit n Blättern derart, dass L(h, j)

für jedes 0 ≤ h ≤ log n die sortierte Teilfolge der Elemente im Teilbaum mit Wurzel

(h, j) enthält (mit 1 ≤ j ≤ n

2h ). Damit enthält der Knoten (h, j) die sortierte Liste

der ElementeX(2h(j − 1) + 1), X(2h(j − 1) + 2), . . . , X(2hj).

begin

1. for 1 ≤ j ≤ n pardo

L(0, j) := X(j)

2. for h = 1 to log n do

for 1 ≤ j ≤ n
2h pardo

Mische L(h − 1, 2j − 1) und L(h − 1, 2j) zur sortierten Liste L(h, j)
end
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Satz 7.34 Der Algorithmus 7.4 ist mit einer Zeitkomplexität von

O(log n · log log n) und O(n · log n) Operationen optimal.

Algorithmus 7.4 (Parallel Merge Sort)

Eingabe: Ein Feld X der Ordnung n, wobei n = 2l
für eine ganze Zahl l ist.

Ausgabe: Ein balancierter binärer Baum mit n Blättern derart, dass L(h, j)
für jedes 0 ≤ h ≤ log n die sortierte Teilfolge der Elemente im Teilbaum mit Wurzel

(h, j) enthält (mit 1 ≤ j ≤ n
2h ). Damit enthält der Knoten (h, j) die sortierte Liste

der Elemente X(2h(j − 1) + 1), X(2h(j − 1) + 2), . . . , X(2hj).
begin

1. for 1 ≤ j ≤ n pardo
L(0, j) := X(j)

2. for h = 1 to log n do
for 1 ≤ j ≤ n

2h pardo
Mische L(h− 1, 2j − 1) und L(h− 1, 2j) zur sortierten Liste L(h, j)

end

6.34

6.4
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Para!eles Sortieren
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(2,1) (2,2)

(3,1)

schnelles Mischen von Folgen 
der Länge m
T(m) =O(log log m)
W(m) =O(m)
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