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KomplexititsmafSe

e Operationenkomplexitdt: maximale Anzahl W4(n) der Operatio-
nen aller Prozessoren bis zur Termination bei Probleminstanzen

der Grofle n (d.h. parallele Operationen werden einzeln gezéhlt,
“W” fiir “work”).
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optimaler paralleler Algorithmus

ik sequentieller Alg.
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Ist der Max-Algorithmus
mit O(n) Zeit und
O(n?) Prozessoren optimal?
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Ist der Max-Algorithmus
mit O(n) Zeit und
O(n?) Prozessoren optimal?

dh. Wa(n) = O(T5(n)) ?
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Prozessoren: P, 1 <1,7 <mn;

Input: M(0) < n, M(1) < x1,...,M(n) < x,. Die Register des globa-
len Speichers erhalten die Zahlen x;, unter denen das Maximum gefunden

werden soll;

Arbeitsspeicher: Y (1),...,Y (n) — Register des globalen Speichers;

Output: Maximum liegt in M (0).

Algorithmus fiir den Prozessor Pj;:

1. Y (i) « 0;
2. if M(i) < M(j) then Y (i) « 1;
3. if V(i) = 0 then M(0) — M(i)

Ta(n) = O(1)
PA(n) = O(n?)
Wa(n) = O(n?)

Formale Grundlagen der Informatik 11

7

M(0)=4 M(1)=2 M(2)=7 M(3)=3 M(#)=4
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M2=7| F F F F
M@3)»=3| F T F T
M4)=4| F T F F
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6.3 Paralleles Suchen und optimales Mischen

Definition 6.24 Gegeben sei eine lineare Ordnung (S, <) (Def. 1.21)
und zwei Teilmengen A, B C S mit |A| = |B| =n > 0, zu denen wir die
Folgen: A = (a1,a3,...,a,) und B = (by,ba,...,b,), miti < j = a; <
a; A b;<b; (1<j,5<n) benutzen. Die Mischung|(merge) von A
und B ist die Folge C = (c1,¢2,...,¢2p) mit i < j — ¢; < ¢j, die A und
B als disjunkte Teilfolgen enthdilt.
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6.3 Paralleles Suchen und optimales Mischen

Definition 6.24 Gegeben sei eine lineare Ordnung (S, <) (Def. 1.21)
und zwei Teilmengen A, B C S mit |A| = |B| =n > 0, zu denen wir die
Folgen: A = (a1,a3,...,a,) und B = (by,ba,...,b,), miti < j = a; <
a; A b;<b; (1<j,5<n) benutzen. Die Mischung|(merge) von A
und B ist die Folge C = (c1,¢2,...,¢2p) mit i < j — ¢; < ¢j, die A und
B als disjunkte Teilfolgen enthdilt.

Beispiel: (2, 4, 4) (3 ,457)
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6.3 Paralleles Suchen und optimales Mischen

Definition 6.24 Gegeben sei eine lineare Ordnung (S, <) (Def. 1.21)
und zwei Teilmengen A, B C S mit |A| = |B| =n > 0, zu denen wir die
Folgen: A = (a1,a3,...,a,) und B = (by,ba,...,b,), miti < j = a; <
a; A b;<b; (1<j,5<n) benutzen. Die Mischung|(merge) von A
und B ist die Folge C = (c1,¢2,...,¢2p) mit i < j — ¢; < ¢j, die A und
B als disjunkte Teilfolgen enthdilt.

Beispiel: (2, 4, 4) (3 ,457)

(2,3,4,4,4,7)
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6.3 Paralleles Suchen und optimales Mischen

Definition 6.24 Gegeben sei eine lineare Ordnung (S, <) (Def. 1.21)
und zwei Teilmengen A, B C S mit |A| = |B| =n > 0, zu denen wir die
Folgen: A = (a1,a3,...,a,) und B = (by,ba,...,b,), miti < j = a; <
a; A b;<b; (1<j,5<n) benutzen. Die Mischung|(merge) von A
und B ist die Folge C = (c1,¢2,...,¢2p) mit i < j — ¢; < ¢j, die A und
B als disjunkte Teilfolgen enthdilt.

Beispiel: (2, 4, 4) (3 ,437)

\

(2,3,4,4,4,7)

Formale Grundlagen der Informatik 11 _ Kap 6: Parallele Algorithmen (1éil 2) Seite 8

Thursday, January 13, 2011



6.3 Paralleles Suchen und optimales Mischen

Definition 6.24 Gegeben sei eine lineare Ordnung (S, <) (Def. 1.21)
und zwei Teilmengen A, B C S mit |A| = |B| =n > 0, zu denen wir die
Folgen: A = (a1,a3,...,a,) und B = (by,ba,...,b,), miti < j = a; <
a; A b;<b; (1<j,5<n) benutzen. Die Mischung|(merge) von A
und B ist die Folge C = (c1,¢2,...,¢2p) mit i < j — ¢; < ¢j, die A und
B als disjunkte Teilfolgen enthdilt.

Beispiel: (2, 4, 4) (3 ,437)

N 7

(2,3,4,4,4,7)
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Anwendung: z:B.: paralleles Sortieren.

paralleles Merge-Sort.

(—8,—7,—5,3,6,12,28,51)

(—7,—5,12,51 (—8,3,6,28)
(_5712) (_7751) (6728) (_873)
12 D -7 91 6 28 3 —8
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Anwendung: z:B.: paralleles Sortieren.

paralleles Merge-Sort.

(—8,—7,—5,3,6,12,28,51)

(~7,~5.12.51

~7,51)) < (6,28) ™ (~8,3)

/

(
2 -5 || =T 51 | | 6 28 | | 3 —8
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Anwendung: z:B.: paralleles Sortieren.

paralleles Merge-Sort.
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Definition 6.25 Sei X = (z1,29,...,x:) eine Folge mit Elementen aus
der linear geordneten Menge S. Fiir x € S ist der| Rang| von z in X
defintert als:

rank(x : X) = |[{ili € {1,...,t} Ax; < z}|. Fir eine weitere solche
Folge

Y = (y1,...,ys) set rank(Y : X) := (r1,r2,...,7rs) mit r; = rank(y; :
X)
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Definition 6.25 Sei X = (z1,29,/ ., ;) eine Folge mit Elementen aus
der linear geordneten Menge S/ Fiir x € S ist der| Rang| von z in X
defintert als:

rank(x : X) :=||{ili € {1,...,t} Ax; < z}|| Fir eine weitere solche
Folge
Y = (n,...,ys) sei rank(Y : X) := (r1,r2,...,7rs) mit r; = rank(y; :
X) X = (25-13263154.7)
Formale Grundlagen der Informatik 11 ‘ Kap 6: Parallele Algorithmen (1éil 2) Seite 10

Thursday, January 13, 2011



Definition 6.25 Sei X = (z1,29,/ ., ;) eine Folge mit Elementen aus
der linear geordneten Menge S/ Fiir x € S ist der| Rang| von z in X
defintert als:

rank(x : X) :=||{ili € {1,...,t} Ax; < z}|| Fir eine weitere solche
Folge
Y = (n,...,ys) sei rank(Y : X) := (r1,r2,...,7rs) mit r; = rank(y; :
X) X = (25-13263154.7)
rank(13,X) = ?
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Definition 6.25 Sei X = (z1,29,/ ., ;) eine Folge mit Elementen aus
der linear geordneten Menge S/ Fiir x € S ist der| Rang| von z in X
defintert als:

rank(x : X) :=||{ili € {1,...,t} Ax; < z}|| Fir eine weitere solche
Folge

Y = (n,...,ys) sei rank(Y : X) := (r1,r2,...,7rs) mit r; = rank(y; :
X) X = (25-13.2631,54.7)
rank(13,X) = ?

X’ = (-13,7,25263154)
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Definition 6.25 Sei X = (z1,29,/ ., ;) eine Folge mit Elementen aus
der linear geordneten Menge S/ Fiir x € S ist der| Rang| von z in X
defintert als:

rank(x : X) :=||{ili € {1,...,t} Ax; < z}|| Fir eine weitere solche
Folge

Y = (n,...,ys) sei rank(Y : X) := (r1,r2,...,7rs) mit r; = rank(y; :
X) X = (25-13.2631,54.7)
rank(13,X) = ?

X’ = (-13,7.252631.54)
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Definition 6.25 Sei X = (z1,29,/ ., ;) eine Folge mit Elementen aus
der linear geordneten Menge S/ Fiir x € S ist der| Rang| von z in X
defintert als:

rank(x : X) :=||{ili € {1,...,t} Ax; < z}|| Fir eine weitere solche
Folge

Y = (n,...,ys) sei rank(Y : X) := (r1,r2,...,7rs) mit r; = rank(y; :
X) X = (25-132631,547)
rank(13,X) = ?

X’ = (-13,7.252631.54)

rank(13:X) =2
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Definition 6.25 Sei X = (z1,29,/ ., ;) eine Folge mit Elementen aus
der linear geordneten Menge S/ Fiir x € S ist der| Rang| von z in X
defintert als:

rank(x : X) :=||{ili € {1,...,t} Ax; < z}|| Fir eine weitere solche
Folge

Y = (n,...,ys) sei rank(Y : X) := (r1,r2,...,7rs) mit r; = rank(y; :
X) X = (25-132631,547)
rank(13,X) = ?

X’ = (-13,7.252631.54)

rank(13:X) =2
Y =(13,27,-27)
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Definition 6.25 Sei X = (z1,29,/..,x;) eine Folge mit Elementen aus
der linear geordneten Menge S/ Fiir x € S ist der| Rang| von z in X
defintert als:

rank(x : X) :=||{ili € {1,...,t} Ax; < z}|| Fir eine weitere solche
Folge

Y = (n,...,ys) sei rank(Y : X) := (r1,r2,...,7rs) mit r; = rank(y; :
X) X = (25-132631,547)
rank(13,X) = ?

X’ = (-13,7.252631.54)

rank(13:X) =2

Y =(13,27,-27)
rank(Y:X) = (2, 4, 0)
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Zur Vereinfachung nehmen wir jetzt A N B = () an. Das Problem, die

Folgen A und B zu mischen, wird dann zu:

Bestimme fiir jedes x € AUB : % := rank(xz: AU B)
(dann ist x das (i + 1)-te Element ¢; in C)
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Wegen rank(z : AU B) = rank(x : A) 4+ rank(xz : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

Berechne rank(B : A)
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Wegen rank(x : AU B) = rank(z : A) + rank(z : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

Berechne rank(B : A)

binares Suchen
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Wegen rank(x : AU B) = rank(z : A) + rank(z : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

: Berechne rank(B : A)
binares Suchen

A: sortiert,
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Wegen rank(x : AU B) = rank(z : A) + rank(z : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

: Berechne rank(B : A)
binares Suchen

A: sortiert,
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Wegen rank(x : AU B) = rank(z : A) + rank(z : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

: Berechne rank(B : A)
binares Suchen

A: sortiert,
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Wegen rank(x : AU B) = rank(z : A) + rank(z : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

: Berechne rank(B : A)
binares Suchen

A: sortiert,
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Wegen rank(x : AU B) = rank(z : A) + rank(z : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

Berechne rank(B : A)

binares Suchen

A: sortiert,
Fiir b; € B kann durch|binéres Suchen|j; mit a;, < b; < a;,4+1 in O(logn)

(sequentieller) Zeit berechnet werden, d.h. j; = rank(b; : A). Dieses
Verfahren kann man parallel auf alle Elemente von B anwenden, d.h.
wir erhalten einen parallelen Algorithmus mit O(logn) (paralleler) Zeit

und O(nlogn) Operationen.
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Wegen rank(x : AU B) = rank(z : A) + rank(z : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

Berechne rank(B : A)

binares Suchen

A: sortiert,
Fiir b; € B kann durch|binéres Suchen|j; mit a;, < b; < a;,4+1 in O(logn)

(sequentieller) Zeit berechnet werden, d.h. j; = rank(b; : A). Dieses
Verfahren kann man parallel auf alle Elemente von B anwenden, d.h.
wir erhalten einen parallelen Algorithmus mit|O(logn)|(paralleler) Zeit

und O(nlogn) Operationen.
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Wegen rank(z : AU B) = rank(x : A) + rank(xz : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

Berechne rank(B : A)

binares Suchen

5 sortzert.
Fiir b; € B kann durch|binéres Suchen|j; mit a;, < b; < a;,4+1 in O(logn)

(sequentieller) Zeit berechnet werden, d.h. j; = rank(b; : A). Dieses
Verfahren kann man parallel auf alle Elemente von B anwenden, d.h.
wir erhalten einen parallelen Algorithmus mit|O(logn)|(paralleler) Zeit

und |O(n log n)| Operationen.
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Wegen rank(z : AU B) = rank(x : A) + rank(xz : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

Berechne rank(B : A)

binares Suchen

5 sortzert.
Fiir b; € B kann durch|binéres Suchen|j; mit a;, < b; < a;,4+1 in O(logn)

(sequentieller) Zeit berechnet werden, d.h. j; = rank(b; : A). Dieses
Verfahren kann man parallel auf alle Elemente von B anwenden, d.h.
wir erhalten einen parallelen Algorithmus mit|O(logn)|(paralleler) Zeit

und |O(n log n)| Operationen.

optimal 222

Formale Grundlagen der Informatik 11 Lk Kap 6: Parallele Algorithmen (1eil 2) Seite. 12

Thursday, January 13, 2011



Wegen rank(x : AU B) = rank(z : A) + rank(z : B) geniigt uns ein
Algorithmus fiir:

: Berechne rank(B : A)
binares Suchen

5 sortzert.
Fiir b; € B kann durch|binéres Suchen|j; mit a;, < b; < a;,4+1 in O(logn)

(sequentieller) Zeit berechnet werden, d.h. j; = rank(b; : A). Dieses
Verfahren kann man parallel auf alle Elemente von B anwenden, d.h.
wir erhalten einen parallelen Algorithmus mit|O(logn)|(paralleler) Zeit

und |O(n log n)| Operationen.

optimal 272
Nein, denn es gibt seq. Alg. mit O(n) Zeit!!

Formale Grundlagen der Informatik 11 L Kap 6: Parallele Algorithmen (1eil 2) Seite. 12

Thursday, January 13, 2011



ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke ‘passender” Linge
A hat Linge n B hat Linge m
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke ‘passender” Linge

A hat Linge n B hat Linge m
A AO Al Akm—l
B By | By B 1
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke ‘passender” Linge

A hat Linge n B hat Linge m
A AO Al Akm—l km — 10?m = ]N
B By | By B 1
So viele Blocke!!
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke ‘passender” Linge

A hat Linge n B hat Linge m
A AO Al Akm—l km — lognm = ]N
B By | By B 1
So viele Blocke!!
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

- . 4/2=2
Einteilung von A und B in Blocke ‘passender” Linge
A hat Linge n B hat Linge m
A AO Al Akm—l km — lognm = ]N
B By | By Bt,._1
So viele Blicke!!
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke “passender” Linge 4z -2
A hat Linge n B hat Linge m
8/3 =
2,606
A Ag | Ay A L lo?m c IN
2 Bo | By By, -1
So viele Blocke!!
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke “passender” Linge 4z -2
A hat Linge n B hat Linge m
8/3 =
2,606
A Ag | Ay A L lo?m c IN
B By | By By 16/4 5

So viele Blocke!! | 4
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke “passender” Linge 4z -2
A hat Linge n B hat Linge m
8/3 =
2,606
A Ag | Ay A L lo?m c IN
B By | By By 16/4 5

So viele Blocke!! | 4
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke “passender” Linge v
A hat Linge n B hat Linge m
8/3 =
> 2,66
A [ 4] 4 % Ainr| bn=pl-eN
B: |B| B - Bi 16/4 =

So viele Blocke!! | 4
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke ‘passender” Linge v
A hat Linge n B hat Linge m
8/3 =
> 2,60
A: | A A % 7 ke = oo €N
B: B, | B, 2 B 16/4 =
So viele Blocke!! | 4
| cgél@e A; U B; grofler a,lsél ei/e Elemente in A;_1UB;_1
32/5 =
0,4
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke “passender” Linge v
A hat Linge n B hat Linge m
8/3 =
> 2,66
A [ 4] 4 % Ainr| bn=pl-eN
B: |B| B - Bi 16/4 =

So viele Blocke!! | 4

alle
- x € A;UB; grofler als die Elemente in A;,_1 U B;_1
aue

m =4 und k,, := k(m) = = =2 32/5=

— logm

aq > o8 as bl ’® 6 b4
A=(4, 6,7, 10,12, 15, 18, 20) B=(3, 9,16, 21)
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ndchtes Ziel: optimaler paraller Algorithmus dafiir

Einteilung von A und B in Blocke “passender” Linge v
A hat Linge n B hat Linge m
8/3 =
> 2,66
A [ 4] 4 % Ainr| bn=pl-eN
B: |B| B - Bi 16/4 =

So viele Blocke!! | 4

alle
- x € A;UB; grofler als die Elemente in A;,_1 U B;_1
aue

m =4 und k,, = k(m = logbm =2 ~ Schreibweise fiir Indizes!!!

aq > o8 as bl ’® 6 b4
A=(4, 6,7, 10,12, 15, 18, 20) B=(3, 9,16, 21)
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m =4 und k,, = k(m@?m =2 - Schreibweise fiir Indizes!!!

al >0 as bl > o e b4
A=(4, 6,7,10,12, 15,18, 20) B=(3, 9,16, 21)
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m=4und ky, = k (mll);nm =2 _Schreibweise fiir Indizes!!!

ai e as by e by
A=(4, 6,7,10,12, 15,18, 20) B=(3, 9,16, 21)

A=(4,6,7,10,12, 15,18, 20)
B=3.9,16,21)
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m=4und ky, = k (mll);nm =2 _Schreibweise fiir Indizes!!!

ai e as by e by
A=(4, 6,7,10,12, 15,18, 20) B=(3, 9,16, 21)

‘B@‘ — log m
A=@4,6,7,10,12, 15, 18, 20)

B=(3,9,16,21)
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m=4und ky, = k (mll);nm =2 _Schreibweise fiir Indizes!!!

ai e as by e by
A=(4, 6,7,10,12, 15,18, 20) B=(3, 9,16, 21)

‘B@‘ — log m
A=@4,6,7,10,12, 15, 18, 20)

B =(3,9/16,21)

Formale Grundlagen der Informatik 11 L Kap 6: Parallele Algorithmen (1éil 2) 14  Seite

Thursday, January 13, 2011



m=4und ky, = k (mll);nm =2 _Schreibweise fiir Indizes!!!

ai e as by e by
A=(4, 6,7,10,12, 15,18, 20) B=(3, 9,16, 21)

‘B@‘ — log m
A=@4,6,7,10,12, 15, 18, 20)

B =(3,9/16,21)
Bo B
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m=4und ky, = k (mll);nm =2 _Schreibweise fiir Indizes!!!

ai e as by e by
A=(4, 6,7,10,12, 15,18, 20) B=(3, 9,16, 21)

‘B@‘ = logm <
A=(4,6,7410,12, 15, 18, 20)

B=3,9/16,21)
Bo Bi
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m=4und ky, = k (mll);nm =2 _Schreibweise fiir Indizes!!!

ai e as by e by
A=(4, 6,7,10,12, 15,18, 20) B=(3, 9,16, 21)

A=(4,6,7410,12, 15, 18, 20)

B=3,9/16,21)
Bo Bi
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m=4und ky, = k (ngLm =2 _Schreibweise fiir Indizes!!!

ai e as by e b
A=(4, 6,7, 10,12, 15, 18, 20) B=(3, 9,16, 21)

|Br,,| = logm A < A

A=(4,6,7/10,12, 15, 18, 20)
B =(3,9/16,21)

Bo B
30 B, B,
B = by 'biogm logm+ 1" " "2log m so bf|08’”+l.“b“+1“(’gm
A—'_- " e e .
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Algorithmus 0.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ay,...,a,) und B = (b, ..., b, ) in aufsteigender
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = lo"g’m ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass
(1) |Bi| = logm
(2) > . ]A;] =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist grof3er als jedes Element von
Ai—l oder Bz’—l fiir alle 1 < ) < k(m) — 1.

begin
1. Setj(0):=0,j5(k(m)) :=n
2. forl<1i<k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche
und setze j(i) = rank(bjiogm : A)
3. for0 < i< k(m)—1pardo
3.1 B;:= (bilogm—Ha ) b(i+1)logm)
3.2 Az = (aj(i)+1, AP ,aj<z-+1))
(A; ist leer, wenn j(i) = j(i + 1) gilt.)

end |
B= bl' .biogm hlogm+l”'b2iogm hilogm+l“.b(i+1)logm
A—'—— ’eoq o *se
a i i1y +1 4i(2) i(iy + | Y+ 1)
Formale Grundlag Ag A As A Seite 15
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Algorithmus 0.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ay,...,a,) und B = (b, ..., b, ) in aufsteigender

Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = lo"g’m ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass m =4
(1) |Bi| = logm i
2) Y. |As] = n und M
(3) jedes Element von A; und B; ist grof3er als jedes Element von
Ai—l oder Bz’—l fiir alle 1 < ) < k(m) — 1.
begin
1. Setj(0):=0,j5(k(m)) :=n <
2. forl<1i<k(m)—1pardo Ao A

2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche

und setze j(i) = rank(bjiogm : A) A= (49 69 7 109 129 159 189 20

3. for0 < i< k(m)—1pardo b1 b B3 ba
3.1 Bz = (bilogm—Ha .. -7b(i+1)logm) B — (3, 9 16, 21)
3.2 Az' = (ij(z')_|_17 $ad aaj(z'+1))
(A; ist leer, wenn j(7) = j(i 4+ 1) gilt.) Bo Bi
end BO B, | Bf
B = bl' .biogm hlogm+l.'.b250gm hg’logm+l“.h(i+1)logm
A-“_ al...aj(f) a},(])_’_looca]_{z) e s s aj(i)+l...aj(i+” s s
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Algorithmus 0.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ay,...,a,) und B = (b, ..., b, ) in aufsteigender

Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = log’m ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass m =4
(1) |Bi| = logm i
2) Y. |As] = n und B
(3) jedes Element von A; und B; ist gro3er als jedes Element von
Ai—l oder Bz’—l fiir alle 1 < ) < k(m) — 1.
begin
1. Setj(0):=0,j5(k(m)) :=n <
2. forl<1i<k(m)—1pardo Ao A

2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch binire Suche

und setze:mnk(b“ogm . A) A= (49 69 7 109 129 159 189 20

3. for0 < i< k(m)—1pardo b1 b B3 ba
31 B@ e - (bi]ogm—l—la°°°7b(i—+—1)10gm) B — (3, 9 16, 21)
3.2 AZ' = (ij(¢)+17 $ad aaj(z'+1))
(A; ist leer, wenn j(7) = j(i 4+ 1) gilt.) Bo Bi
end |
B, B, B,
B = bl' .biogm hlogm+l.'.b250gm hg’logm+l“.h(i+1)logm
A= armeeagy 1o gyttt d G+ 1" i
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Algorithmus 0.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ay,...,a,) und B = (b, ..., b, ) in aufsteigender

Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = log’m ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass m =4
(1) |Bi| = logm i
2) Y. |As] = n und B
(3) jedes Element von A; und B; ist gro3er als jedes Element von
Ai—l oder Bz’—l fiir alle 1 < ) < k(m) — 1.
begin
1. Setj(0):=0,j5(k(m)) :=n <
2. forl<1i<k(m)—1pardo Ao A

2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch binire Suche

und setze:mnk(b“ogm . A) A= (49 69 7 109 129 159 189 20

3. for0 < i< k(m)—1pardo b1 b B3 ba
31 B@ e - (bi]ogm—l—la°°°7b(i—+—1)10gm) B — (3, 9 16, 21)
3.2 AZ' = (ij(¢)+17 $ad aaj(z'+1))
(A; ist leer, wenn j(7) = j(i 4+ 1) gilt.) Bo Bi
end |
B, B, B,
B = bl' .biogm hlogm+l.'.b250gm hg’logm+l“.h(i+1)logm
v l l l
A-“_ al...aj(f) a},(])_’_looca]_{z) e s s aj(i)+l...aj(i+” s s
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Algorithmus 0.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ay,...,a,) und B = (b, ..., b, ) in aufsteigender

Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = log’m ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass m =4
(1) |Bi| = logm i
2) Y. |As] = n und B
(3) jedes Element von A; und B; ist gro3er als jedes Element von
Ai—l oder Bz’—l fiir alle 1 < ) < k(m) — 1.
begin
1. Setj(0):=0,j5(k(m)) :=n <
2. forl<1i<k(m)—1pardo Ao A

2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch binire Suche
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Algorithmus 0.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ay,...,a,) und B = (b, ..., b, ) in aufsteigender

Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = log’m ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass m =4
(1) |Bi| = logm i
2) Y. |As] = n und B
(3) jedes Element von A; und B; ist gro3er als jedes Element von
Ai—l oder Bz’—l fiir alle 1 < ) < k(m) — 1.
begin
1. Setj(0):=0,j5(k(m)) :=n <
2. forl<1i<k(m)—1pardo Ao A

2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch binire Suche

und setze:mnk(b“ogm . A) A= (49 69 7 109 129 159 189 20

3. for0 < i< k(m)—1pardo b1 b B3 ba
31 B@ e - (bi]ogm—l—la°°°7b(i—+—1)10gm) B — (3, 9 16, 21)
3.2 AZ' = (ij(¢)+17 $ad aaj(z'+1))
(A; ist leer, wenn j(7) = j(i 4+ 1) gilt.) Bo Bi
end |
B, B, B,
B = bl' .biogm hlogm+l.'.b250gm hg’logm+l“.h(i+1)logm
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Algorithmus 0.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ay,...,a,) und B = (b, ..., b, ) in aufsteigender

Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = log’m ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass m =4
(1) |Bi| = logm i
2) Y. |As] = n und B
(3) jedes Element von A; und B; ist gro3er als jedes Element von
Ai—l oder Bz’—l fiir alle 1 < ) < k(m) — 1.
begin
1. Setj(0):=0,j5(k(m)) :=n <
2. forl<1i<k(m)—1pardo Ao A

2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch binire Suche

und setze:mnk(b“ogm . A) A= (49 69 7 109 129 159 189 20

3. for0 < i< k(m)—1pardo b1 b B3 ba
3.1 Bz = (bilogm—Ha .. -7b(i+1)logm) B —_ (3, 9 16, 21)
3.2 Ai = (aji)y+1,- > Ajit1))
(A; ist leer, wenn j(7) = j(i 4+ 1) gilt.) Bo Bi
end B, B, | B,

B = bl...biogm hlogm+l”' $ee hilogm+l”.b(i+1)10gm

=2 Vo l

A—'—— alo.
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Algorithmus 0.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ay,...,a,) und B = (b, ..., b, ) in aufsteigender

Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = log’m ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass m =4
(1) |Bi| = logm i
2) Y. |As] = n und B
(3) jedes Element von A; und B; ist gro3er als jedes Element von
Ai—l oder Bi—l fiir alle 1 < ) < k(m) — 1.
begin
1. Setj(0):=0,j5(k(m)) :=n <
2. forl<1i<k(m)—1pardo Ao A

2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch binire Suche

und setze:mnk(b“ogm . A) A= (49 69 7 109 129 159 189 20

3. for0 < i< k(m)—1pardo b1 b B3 ba
3.1 Bz = (bilogm—Ha .. -7b(i+1)logm) B —_ (3, 9 16, 21)
3.2 Ai = (aji)y+1,- > Ajit1))
(A; ist leer, wenn j(7) = j(i 4+ 1) gilt.) Bo Bi
end B, B, | B,

B = bl...biogm hlogm+l”' Cee hilogm+l“.b(i+1)10gm
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Algorithmus 0.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ay,...,a,) und B = (b, ..., b, ) in aufsteigender

Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = log’m ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass m =4
(1) |Bi| = logm i
2) Y. |As] = n und B
(3) jedes Element von A; und B; ist gro3er als jedes Element von
Ai—l oder Bi—l fiir alle 1 < ) < k(m) — 1.
begin
1. Setj(0):=0,j5(k(m)) :=n <
2. forl<1i<k(m)—1pardo Ao A

2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch binire Suche

und setze:mnk(b“ogm . A) A= (49 69 7 109 129 159 189 20

3. for0 < i< k(m)—1pardo b1 b B3 ba
3.1 iz = Ebilogm—kla---7b(i+1))logm) B —_ (3, 9 16, 21)
3.2 i = l. @ - ah 7aj(i+1)
(A; ist leer, wenn j(7) = j(i 4+ 1) gilt.) Bo Bi
end B, B, | B,

B = bl...biogm hlogm+l”' Cee hilogm+l“.b(i+1)10gm

=2 Vo l

A—'—— alo.

"4 G+ ) Gir+ 17 i+
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Ao Al
A=(4,6,7,10,12, 15, 18, 20)

b1 b2 b3 b
(391621
Bo Bi
\=a3 b, 19 A0 V) A5 1o 18 20.71)
Co Ci
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=340, 7.9 10 V2. 15 71618, 20.21)
Co Ci
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C=(3,4,6,7,9/10,12, 15,16, 18,20,21)
Co Ci
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<
Ao A

A=(4,6,7[10.12,15,18,20)

b1 bo B3 by
B=(39/16.21)
Bo Bi

C=(3,4,6,7,9/10, 12,15, 16, 18,20, 21)
Co Ci

Lemma 6.27 Sei C die sortierte Folge, welche man durch Mischen der
sortierten Folgen A und B mit den Lingen n bzw. m erhdlt. Dann teilt
der Algorithmus 7.1 A und B in Paare von Teilfolgen (A;, B;) auf, so
dass |B;| = O(logm),> . |Ail =n und C = (Cy,C1,...), wobei C; die
sortierte Folge ist, welche aus A; und B; durch Mischen entsteht. Dieser
Algorithmus bendtigt in O(logn) Zeit mit insgesamt O(n + m) Opera-
tionen.
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<
Ao A

A=(4,6,7[10.12,15,18,20)

b1 bo B3 by
B=(39/16.21)
Bo Bi

C=(3,4,6,7,9/10, 12,15, 16, 18,20, 21)
Co Ci

Lemma 6.27 Sei C die sortierte Folge, welche man durch Mischen der
sortierten Folgen A und B mit den Lingen n bzw. m erhdlt. Dann teilt
der Algorithmus 7.1 A und B in Paare von Teilfolgen (A;, B;) auf, so
dass |B;| = O(logm),> . |Ail =n und C = (Cy,C1,...), wobei C; die
sortierte Folge ist, welche aus A; und B; durch Mischen entsteht. Dieser
Algorithmus bendtigt in O(logn) Zeit mit insgesamt O(n + m) Opera-
tionen. warum?
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in au km = logm < N
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = > ganze Zahle
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So viele Blocke!!
(1) |B;| = logm =
(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
A;_1oder B;_; firalle1 <i < k(m) — 1.
begin
1. Setj(0):=0,75(k(m)) :=n
2. forl <i< k(m)— 1pardo
2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche
und setze = rank(bilogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
31 B Buiogmaty -2 B ogms
i i «— \@ 1yeeey@Qi(i+1
(A; 1st legenn j(z’)g(: j()z' + 1) gilt.)
end
Formale Grundlagen der Informatik 11 _ Kap 6: Parallele Algorithmen (1éil 2) Seite 17

Thursday, January 13, 2011



Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in au km = ogm © IN
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = > ganze Zahle
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So viele Blocke!!
(1) |B;| = logm =
(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
Ai;_1oder B;_; firalle1 <i < k(m) — 1, Zeitkomplexitit.
begin Tn)=?
1. Setj(0):=0,75(k(m)) :=n
2. forl <i< k(m)— 1pardo
2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche
und setze = rank(bilogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
g; i?« ' = Ebz logm~+1y--+) b(’H—l)) log m»
i i «— \@ 1yeeey@Qi(i+1
(A; 1st legenn j(z’)g(: j()z' + 1) gilt.)
end
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in au km = ogm © IN
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = > ganze Zahle
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So viele Blocke!!
(1) |B;| = logm =
(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
Ai;_1oder B;_; firalle1 <i < k(m) — 1, Zeitkomplexitit.
begin T(n)=?
1. Setj(0):=0,7(k(m)) :=n
2. forl <i< k(m)— 1pardo
2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche
und setze = rank(bilogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
g; i?« o = Ebz logm~+1y--+) b(i+1)) log m»
i i «— \@ 1yeeey@Qi(i+1
(A; 1st leergenn j(z’)j(: j()z' + 1) gilt.)
end
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,an)und B = (b1,...,by) in au km = ogm © IN
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = > ganze Zahle
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So viele Blicke!
(1) |B;| = logm =
(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
Ai;_1oder B;_; firalle1 <i < k(m) — 1, Zeitkomplexitit.
begin Tn)=?
1. Setj(0):=0,7(k(m)) :=n 01)
2. forl <i< k(m)— 1pardo
2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche
und setze = rank(bilogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
g; i?« o= Ebz logm—+1y-- -, b(i+1)) log m»
i i «— \@ 1yeeey@Qi(i+1
(A; 1st leergenn j(z’)j(: j()z' + 1) gilt.)
end
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in au km = logm < N
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = > ganze Zahle
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So viele Blocke!!
(1) |B;| = logm =
(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
A;i_1 oder B;_1 fiiralle 1 < i < k(m) — 1. Zeitkomplexitit.
begin T(n)=?
1. Setj(0) :=0,j(k(m)) :=n o)
2. forl << k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche
und setze (j(2)) = rank(bilogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
gé i’b o = Ebz logm~+1y--+) b(i-l-l)) log m»
i i «— \@ 1yeeey@Qi(i+1
(A; 1st le&enn j(i)](: j()z' + 1) gilt.)
end
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in ay| km = logm < N
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = > ganze Zahle
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So viele Blocke!!
(1) |B;| = logm =
(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
A;i_1 oder B;_1 fiiralle 1 < i < k(m) — 1. Zeitkomplexitit.
begin T(n)=?
1. Setj(0) :=0,j(k(m)) :=n 0@1)
2. forl << k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iog m : A) durch binire Suche| O(og n)
und setze (j(2)) = rank(bilogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
gé i’b o = Ebz logm~+1y--+) b(i-l-l)) log m»
i i «— \@ 1yeeey@Qi(i+1
(A; 1st le&enn j(i)](: j()z' + 1) gilt.)
end
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

_ m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in ay| km = log m € N
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = logbm ganze Zahle

Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |B;| = logm =

(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
A;i_1 oder B;_1 fiiralle 1 < i < k(m) — 1. Zeitkomplexitit.
begin T(n)=?
1. Setj(0):=0,7(k(m)) :=n O(1)
2. for1 <i<k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iog m : A) durch binire Suche| O(og n)
und setze (j () = rank(b;iogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
3.1 ﬁ’& P= gbl logm—+1y--+) b(i—l—l)) log m
3.2 i «— |\ @ 1y+++yAj(i41
(A; st leergenn 7(2) (: j()z' + 1) gilt.)

end
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

_ m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in ay| km = log m € N
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = logbm ganze Zahle

Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |B;| = logm =

(2) > .|Ai] =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist grofer als jedes Element von
Ai;_1oder B;_; firalle1 <i < k(m) — 1, Zeitkomplexitit.
begin T =7
1. Setj(0):=0,75(k(m)) :=n 01)
2. for1 <i<k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iog m : A) durch binire Suche| O(og n)
und setze (j () = rank(b;iogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
3.1 B;:= (bilogm—l-l)"°7b(i—|—1)logm; o)
3.2 Az . = (1, seo 0y aj(iﬂ))
(A; ist leer, wenn j (i) = j(i + 1) gilt.)

end
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

_ m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in ay| km = log m € N
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = logbm ganze Zahle

Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |B;| = logm =

(2) > .|Ai] =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist grofer als jedes Element von
Ai;_1oder B;_; firalle1 <i < k(m) — 1, Zeitkomplexitit.
begin T =7
1. Setj(0):=0,75(k(m)) :=n 01)
2. for1 <i<k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iog m : A) durch binire Suche| O(og n)
und setze (j () = rank(b;iogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
3.1 B;:= (bilogm—l-l)"°7b(i—|—1)logm; o)
3.2 Az . = (1, seo 0y aj(iﬂ))
(A; ist leer, wenn j (i) = j(i + 1) gilt.)

end
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

- m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in ay| km = log m € N
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = > ganze Zahle

Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |B;| = logm =

(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist grofer als jedes Element von
Ai;_1oder B;_; firalle1 <i < k(m) — 1, Zeitkomplexitit.
begin T =7
1. Setj(0):=0,7(k(m)) :=n 0(1)
2. for1 <i<k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iog m : A) durch binire Suche| O(og n)
und setze (j () = rank(b;iogm : A)
3. for0 <1< k(m)— 1pardo
3.1 B;:= (bi logm-+1y -+, b(i—l—l)logm; O(1)
3.2 A@ .= (1, P aj(i+1))
(A; ist leer, wenn j (i) = j(i + 1) gilt.)

end O(logn)
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

_ m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in ay| km = log m € N
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = logbm ganze Zahle

Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |B;| = logm =

(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
Ai_1 oder B;_1 fiiralle 1 < i < k(m) — 1. ZLeitkomplexitit.  Operationenkomplexitit.
begin Tn) =2 W) =2
1. Setj(0):=0,7(k(m)) :=n 0Q1)
2. for1 <i<k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iog m : A) durch binire Suche| O(og n)
und setze (j () = rank(b;iogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
3.1 B;:= (bilogm—l-l)"°7b(i—|—1)logm; o)
3.2 Az = (1, seo 0y aj(iﬂ))
(A; ist leer, wenn j (i) = j(i + 1) gilt.)

end O(logn)
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

_ m
Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in ay| km = log m € N
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = logbm ganze Zahle

Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |B;| = logm =

(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
Ai_1 oder B;_1 fiiralle 1 < i < k(m) — 1. Zeitkomplexitit.  Operationenkomplexitit.
begin Tm)=2? Wn) =2
1. Setj(0):=0,7(k(m)) :=n 0@1) 0@)
2. for1 <i<k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iog m : A) durch binire Suche| O(og n)
und setze (j () = rank(b;iogm : A)
3. for0<i<k(m)—1pardo
3.1 B;:= (bilogm—l-l)"°7b(i—|—1)logm; o)
3.2 Az = (1, seo 0y aj(iﬂ))
(A; ist leer, wenn j (i) = j(i + 1) gilt.)

end O(logn)
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Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |B;| = logm =

(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
Ai_1 oder B;_1 fiiralle 1 < i < k(m) — 1. Zeitkomplexitit.  Operationenkomplexitit.
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Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by)inay "  logm
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) =

Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |B;| = logm =

(2) > .|Ail =nund
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1. Setj(0):=0,7(k(m)) :=n 0Q1) 0)
2. for1 <i<k(m)—1pardo
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und setze @ = rank(bilogm : A)

\ = O(m + n)
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end O(logn)
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (by,...,by)inay "™ ~ logm
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) =

Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |B;| = logm =

(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groBer als jedes Element von
A;i_1 oder B;_1 fiiralle 1 <i < k(m) — 1. ZLeitkomplexitit.  Operationenkomplexitit.
begin T =2 W) =2
1. Set j(0) := 0, j(k(m)) :=n o) O(1)
2. for1 <i<k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(bi1og m : A) durch binire Suche| Oogn) O ( logn) X (g )
und setze @ = rank(bilogm : A)

\ = O(m + n)
3. for0 <i<k(m)—1pardo
3.1 B?, = (bz logm-41y+++ b(i—l—l) log m O(l)
3.2 Az = (1, seo 0y aj(zqu))
(A; ist leer, wenn j (i) = j(i + 1) gilt.)
end O(logn)
da ("fog’f;nn) < (M1?§é%m)) <n+mfirnm>4
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

_ m
k,, = oem © IN

Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (b1,...,by) in ay|
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = —— ganze Zahle

log m
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |Bi| = logm 7

(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Element von
A;i_1 oder B;_1 fiiralle 1 < i < k(m) — 1. Zeitkomplexitit.  Operationenkomplexitat.

begin Tm)=2? Wn) =2
1. Setj(0) :=0,j(k(m)) :=n O(1) o)
2. forl <1< k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(bi1og m : A) durch binire Suche| Oogn) O ((log n) X (1o?m))
und setze @ = rank(bilogm : A) = O(m + n)
3. for0 <i<k(m)—1pardo
3.1 B; := (bz logm—+1y-:-, b(i—l—l) log m»
32 Ai:= (17 e Q(i41)) o O
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Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (a1,...,a,)und B = (by,...,by)inay "™ ~ logm
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) =

Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass So vzele Blicke!!
(1) |B;| = logm =

(2) > .|Ail =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groBer als jedes Element von
A;i_1 oder B;_1 fiiralle 1 <i < k(m) — 1. ZLeitkomplexitit.  Operationenkomplexitit.
begin T =2 W) =2
1. Set j(0) := 0, j(k(m)) :=n o) O(1)
2. for1 <i<k(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(bi1og m : A) durch binire Suche| Oogn) O ( logn) X ()
und setze @ = rank(bilogm : A)

\_/

\ = O(m + n)
3. for0 <i<k(m)—1pardo
3.1 Bz ‘= (bz logm-+1y- .- b(i—l—l) log m
Y Y O 1
3.2 Az = (1, seo 0y aj(zqu)) () 0(772)
(A; ist leer, wenn j (i) = j(i + 1) gilt.)
end Ologn) O(m + n)
da ("fog’f;nn) < (M1?§é%m)) <n+mfirnm>4
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Mit diesem Algorithmus haben wir das Mischproblem der Grofle n auf

Unterprobleme kleinerer Grofie reduziert.

optimaler Algorithmus fiir Mischen:

e wende Algorithmus 6.1 an
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Mit diesem Algorithmus haben wir das Mischproblem der Groéfle n auf

Unterprobleme kleinerer Grofle reduziert.

optimaler Algorithmus fiir Mischen:

e wende Algorithmus 6.1 an

e behandle die Paare (A;, B;) getrennt (es gilt |B;| = logn) parallel

o falls |A;| < clogn mische (A;, B;) in O(logn) Zeit mit einem se-

quentiellen Mischalgorithmus
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Mit diesem Algorithmus haben wir das Mischproblem der Groéfle n auf

Unterprobleme kleinerer Grofle reduziert.

optimaler Algorithmus fiir Mischen:

e wende Algorithmus 6.1 an

e behandle die Paare (A;, B;) getrennt (es gilt |B;| = logn) parallel

o falls |A;| < clogn mische (A;, B;) in O(logn) Zeit mit einem se-

quentiellen Mischalgorithmus

o falls |A;| £ clogn, dann wende Algorithmus 6.1 an, um A; in
Blocke der Lange log n zu zerlegen. Dazu werden O(loglogn) Zeit
und O(|A;|) Operationen bendétigt.
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Zeit: O(log n)
Operationen: O(n)

gl
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Zeit: O(log n)
Operationen: O(n)

2, Az
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I 1024

I0 10 512
I 1024
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Zeit: O(log n)
Operationen: O(n)

B,
R A,

512

parallele Zeit: O(og|B.)) = O(log log n)
Operationen: O(A,))
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1024

10 10 512
; 1024
b B B,
10 10 10 10 10
Zeit: O(log n) |
insgesamt:

Operationen: O(n)

B,

) oA,

A,

Tm) = O(og n)

W(n) = O(n)

512

parallele Zeit: O(og|B.)) = O(log log n)

Operationen: O(A,))
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Insgesamt ergibt sich:

Satz 6.28 Das Mischen zweier Folgen A und B der Ldnge n ist von
einem parallelen Algorithmus in O(logn) Zeit mit O(n) Operationen

durchfiihrbar.
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Insgesamt ergibt sich:

Satz 6.28 Das Mischen zweier Folgen A und B der Ldnge n ist von
einem parallelen Algorithmus in O(logn) Zeit mit O(n) Operationen

durchfiihrbar.

noch schnellerer Algorithmus?
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Insgesamt ergibt sich:

Satz 6.28 Das Mischen zweier Folgen A und B der Ldnge n ist von
einem parallelen Algorithmus in O(logn) Zeit mit O(n) Operationen

durchfiihrbar.

noch schnellerer Algorithmus?

Wo ist noch Potenzial fiir Beschleunigung?

Formale Grundlagen der Informatik 11 ‘ Kap 6: Parallele Algorithmen (1eil 2) Seite 20

Thursday, January 13, 2011



Wo ist noch Potenzial fiir Beschleunigung?

Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ai1,...,an)und B = (b1, ..., by, ) in aufsteigender
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = ;" ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass
(1) |B;| = logm
(2) > .|Ai] =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Ele@gj&nmplem'tdt, Opemtz'onen/eomplexz'tét,

Ai_10der B;_ firallel <i: < k(m) — 1. Th) = ? W) =2
—oegin 0@
1. Setj(0):=0,j(k(m)) :=n ? 0167,
2. for1 <i<Ek(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iog m : A) durch binére Suche O(log n) O ((log n) x (2 ))
logm
und setze j(i) = rank(bilogm : A)
3. for0 < i< k(m)— 1 pardo = O(m +n)
3.1 Bz = Ebz logm+41, - - b(i+1)) log m»
32 Ai = (aj()+1,- -+ Qi) 0J67, O(m
(A; ist leer, wenn](z) = j(t + 1) gilt.) )
end
O(I/In"li) O(m —|— n)
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Wo ist noch Potenzial fiir Beschleunigung?

Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ai1,...,an)und B = (b1, ..., by, ) in aufsteigender
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = ;" ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass
(1) |B;| = logm
(2) > .|Ai] =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Ele@ej&nmplem'tdt, Opemtz'onen/eomplexz'tét,

Ai_10der B;_ firallel <i: < k(m) — 1. Th) = ? W) = ?
g 0w
1. Setj(0) :=0,j(k(m)) :=n i O@)
2. for1 <i<Ek(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche O ((log n) x (=2 ))
logm
und setze j(i) = rank(bilogm : A) O (log(n—l—l))
3. for0<i<k(m)—1pardo log(p+1) = O(m +n)
3.1 B; := Ebz logm+1, - - b(z’—i—l)) log m»
32 A, = Qj(3)4+1r+ -+ Aj(i+1) O(I) OOn
(A; ist leer, wenn](z) = j(t + 1) gilt.) )
end
Oog O(m —+ n)
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Wo ist noch Potenzial fiir Beschleunigung?

Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ai1,...,an)und B = (b1, ..., by, ) in aufsteigender
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = ;" ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass
(1) |B;| = logm
(2) > .|Ai] =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Ele@ej&@m}olem'tdt, Operdtionen/eomplexitét,

Ai_10der B;_ firallel <i: < k(m) — 1. Th) = ? W) =2
B 0@
1. Setj(0):=0,j(k(m)) :=n ? 0167,
2. for1 <i<Ek(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche O ((log n) x (2 ))
und setze j(i) = rank(bilogm : A) o (log(n+1)) ogm
3. for0<i<k(m)—1pardo log(p+1) = O(m +n)
3.1 B; := Ebz logm—+41, - - b(z—{—l)) log m»
32 Ai = (aj()+1,- -+ Qi) 0J67, O
(A; ist leer, wenn](z) = j(2 4+ 1) gilt.) )
end
Olos) O(m —+ n)
Paralleles Suchen mit p Prozessoren.
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Wo ist noch Potenzial fiir Beschleunigung?

Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ai1,...,an)und B = (b1, ..., by, ) in aufsteigender
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = ;" ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass
(1) |B;| = logm
(2) > .|Ai] =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Ele@ej&@m}olem'tdt, Operdtionen/eomplexitét,

Ai_10der B;_ firallel <i: < k(m) — 1. Th) = ? W) = ?
- begin
L. Set j(0) := 0, j(k(m)) :=n O 00
2. for1 <i<Ek(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche O ((log n) x (2 ))
und setze j(i) = rank(bilogm : A) O (log(n—l—l)) )
3. for0 <i<k(m)— 1pardo log(p+1) = O(m + n)
31 Bz = Eb@ log m—+1,y- - b('z,—|-—1)) logm;
32 Ai = (aj()+1,- -+ Qi) 0J67, O
(A; ist leer, wenn](z) = j(2 4+ 1) gilt.) )
end
Olos) O(m —+ n)

Paralleles Suchen mit p Prozessoren.

. fithrt zuetnem Mischalgorithmus mit T (n) = O(loglog n)
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Wo ist noch Potenzial fiir Beschleunigung?

Algorithmus 6.1 (Partitionieren)

Eingabe: Zwei Felder A = (ai1,...,an)und B = (b1, ..., by, ) in aufsteigender
Reihenfolge sortiert, wobei log m und k(m) = ;" ganze Zahlen sein miissen.
Ausgabe: k(m) Paare (A;, B;) von Teilfolgen von A und B, so dass
(1) |B;| = logm
(2) > .|Ai] =nund
(3) jedes Element von A; und B; ist groB3er als jedes Ele@@i&@my)lem'tdt, Opemtz'onen/eomplexz’tét,

Ai_10der B;_ firallel <i: < k(m) — 1. Th) = 2 W) = ?
- begin
L. Set j(0) := 0, j(k(m)) :=n O 00
2. for1 <i<Ek(m)—1pardo
2.1 Berechne rank(b;iogm : A) durch bindre Suche O ((log n) x (2 ))
und setze j(i) = rank(bilogm : A) O (log(n—l—l)) o
3. for0 <i<k(m)— 1pardo log(p+1) = O(m + n)
3.1 B;:= Ebz logm+1y - - b(z—{—l)) log m»
3.2 AZ = (lj(z)_|_1, .o a,j(z_|_1) O(I) O
(A; ist leer, wenn](z) = j(t + 1) gilt.) (m)
end
O(»”‘"n‘) O(m —+ n)

Paralleles Suchen mit p Prozessoren.

. fithrt zuetnem Mischalgorithmus mit T (n) = O(loglog n)
und Wn) = O(n loglog n)
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Paralleles Suchen.,

e Gegeben: Eine linear geordnete Folge X = (z,...,2z,) von ver-

schiedenen Elementen einer linear geordneten Menge (S, <)

e ye S

e Suchproblem: Finde Index i € {0,1,...,n} mit z; <y < x;41
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e Suchproblem: Finde Index i € {0,1,...,n} mit z; <y < x;41
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Paralleles Suchen.,
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e Gegeben: Eine linear geordnete Folge X = (z,...,2z,) von ver-
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schiedenen Elementen einer linear geordneten Menge (S, <)

e ye S

e Suchproblem: Finde Index i € {0,1,...,n} mit z; <y < x;41

binédres Suchen:
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Paralleles Suchen.,

e Gegeben: Eine linear geordnete Folge X = (z,...,2z,) von ver-

schiedenen Elementen einer linear geordneten Menge (S, <)

e ye S

e Suchproblem: Finde Index i € {0,1,...,n} mit z; <y < x;41

binédres Suchen:
Zeitkomplexitit T(n) = O(logn)

paralleles Suchen mit p Prozessoren:  Tm)=: O (llgi((;"j:i; )

Der Algorithmus ist optimal, wenn p konstant ist.
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Algorithmus 6.2 (Paralleles Suchen fiir Prozessor P;)

Eingabe: (1) EinFeld X = (z1,22,...,Z,) mitz] < 22 < ... < Iy
(2) ein Element y
(3) die Anzahl p der Prozessoren mit p < n
(4) die Prozessornummer jmit1 < 7 < p

Ausgabe: ein Index e mit z; <y < 211
begin
|. if(j=1) then do
1.1Setl =07 i=n+1,20 1= —00; Zy+1 := +00

1.2.8et ¢ := 0;¢p41 =1
0. while(r — [ > p) do
2.1.if(j=1)then{set qo := l; gp+1 =1}
2.2.Set g; := 1+ j| == |
2.3. if(y = z,,)then {return(g,); exit}
else {setc; :=0ify > x4, and ¢; := 1
if y < x4, }
2.4, if(Cj < cj+1)then{setl AT = Qj—l—l}
2.5.if(j = 1 and ¢y < c1)then{set [ := qo;7 := q1}
3. if(7 < r — [)then do
3.1. Case statement:
y = x14;:{return(l + j);exit}
Yy > xpy4:8etej =0
y < xyjsete; =1
3.2.if(cj—1 < c;)then return(l + j — 1)

end
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end
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Algorithmus 6.2 (Paralleles Suchen fiir Prozessor P;)
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(3) die Anzahl p der Prozessoren mit p < n
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(3) die Anzahl p der Prozessoren mit p < n
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begin 3 Prozessoren: p =3
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11 8Setl:=0;ri=n+1;2¢ i= =00, Zni1 := +00 @
’ ) ) A 1 2 3
1.2.8et cp := 0;¢p41 =1 o0 P P P +00
2. while(r — [ > p) do X0 : Xn+1
2.1.if(]'=1)then{set. q?«_:l: l; qpy1 :=1} qo q1 Q> qa> ; Qp+1
2.2.Setgj =1 +]Lp—|—lJ co=0 c1=0 /(fz=0 cazlizy ca=1
2.3.if(y = z,,)then {return(g,); exit} ; \
else {setc; :=0ify > x4, and ¢j := 1 7 x Z
if y < Zqu} / pl @2 p3 \
2.4, if(Cj < cj+1)then{setl = qgy,T = Qj—l—l} / \
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paralleles Suchen mit p < n Prozessoren: Prozessor P;: zustdndig fiir
Initialisierung und Randsingularitaten. Aufteilen von X in p + 1 Blocke
von etwa gleicher Lange. Jede parallele Runde findet x; = y oder einen
y enthaltenden Block.
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p=2 Prozessoren
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p=2 Prozessoren
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X4 X5

X6

N

15

P10 *11 *12 %3 %14 X5 X6

4

¥

3

10

12

14

16

20

22

24

26

28

30'+oo|

Formale Grundlagen der Informatik 11

Kap 6: Parallele Algorithmen (1éil 2)

Seite 25

Thursday, January 13, 2011



p=2 Prozessoren n=15

X X X |
0 1 2 A3 Xy X5 Xg X5 Xg XhKig X1 Xpp X3 Xy X5 X

‘ e ' 2 (4 |6 |8 101214 16|18 20|22 (24|26 |28 |30 ' +00 l
Initialisierun r=n+1=16
1=0 c3=1
co=0
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p=2 Prozessoren n=15

X X X |
0 1 2 A3 Xy X5 Xg X5 Xg XhKig X1 Xpp X3 Xy X5 X

‘ e ' 2 (4 |6 |8 101214 16|18 20|22 (24|26 |28 |30 ' +00 l
Initialisierun r=n+1=16
1=0 c3=1
co=0
qo=0 qi=5 q2=10 q3=16
1. Iteration. ci1=0 cr=1
1=5 r=10
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p=2 Prozessoren

n=

15

Y AP Ry Ay R Xy X7 X WPl X1 %12 %i3 X4 X Xie
‘ ~00 .2 4 |6 |8 (101214 |16 |18 20|22 |24 |26 |28 30' +o0 i
Initialisierung r=n+1=16
1=0 c3=1
co=0
qo=0 Q=5 q2=10 q3=16
1. Iteration. ci= cr=1
1=5 r=10
q0:5 gi= q2:7 q3:10
2. Iteration. " e =10
1=7 7
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p=2 Prozessoren n=15

X

X X ;
0 1 2 A3 Xy X5 Xg X5 Xg XhKig X1 Xpp X3 Xy X5 X

‘—oo.z 4 |6 |8 (101214 |16 |18 20|22 |24 |26 |28 30'+ooi

Initialisierung r=n+1=16
120 C3= 1
C():O
qo=0 Q=5 q2=10 q3=16
1. Iteration. c1=0 co=1
1=5 r=10
; = glf() q2=7 g:=10
2. Iteration. 1= (. o
1=7 7

Jo=/ | q1=8|q2=9 [ q3=10

3. Iteration. ¢1=0| o=
1=9 |r=10
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p=2 Prozessoren _ n=15

X X

0 1 % X3 X X5 X¢ X, Xg D10 X11 Xpp X3 X4 X5 Xg

‘—00.2 4 (6 8 101214 16|18 20|22 |24 |26 |28 30‘+oo|

Initialisierung r=n+1=16
1=0 o
C():O
qo=0 Q=5 q2=10 q3=16
1. Iteration. ci= co=1
1:5 == 1 O
. q0=5 glf q2=7 q3: 10
2. Iteration. 1= (. o
1=7 7

Jo=/ | q1=8|q2=9 [ q3=10

3. Iteration. ¢1=0| o=
1=9 |r=10
] y<X1¢
lerminzerung ci=1

N

ifl co<ci| then return(l+j-1
= return(9+1-1)
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Satz 6.29 Zu der Folge X = (x1,22,...,T,) mit x1 < 22 < ... < Ty
und y € S berechnet der Algorithmus 7.2 einen Index ¢ mit x; < y <

xrir1 tn der Zeitkomplexitdt O (llzi((Zii))), wobeir p < n die Anzahl der

Prozessoren ist.
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Satz 6.29 Zu der Folge X = (x1,22,...,T,) mit x1 < 22 < ... < Ty
und y € S berechnet der Algorithmus 7.2 einen Index ¢ mit x; < y <

xrir1 tn der Zeitkomplexitdt O (llgégjﬁg), wobeir p < n die Anzahl der

Prozessoren ist.

Bewels:

Zur Komplexitéat: In der i+1-ten Iteration der while-Schleife wird die

Lénge der zu durchsuchenden Unterfolge von s; = r—1[ auf ;11 < ;J_i +

+ p gesetzt, was die Liange des (p+1)-ten Blockes beschrankt.

Sq

Mit sg = n+1 lost man die rekurrente Ungleichung zu s; < (gjll)i +p+1.

Also werden O (ﬁigiig ) Iterationen der Lange O(1)bendtigt. Schritt 3

benotigt O(1) Zeit. O
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Satz 6.29 Zu der Folge X = (x1,22,...,2y) mit x1 < 2 < ... < Ty
und Yy € S herechnet der Alanrithmas 7.2 einen Indexr 1 mit r; < Yy <

Tit+1 N a Si< B L ptl=pt2 ), wobei p < n die Anzahl der

Prozesson

Bewelis:

Zur Kom der while-Schleife wird die

Lange der ons; =r—Iauf s < ;I_i —
+1)-ten Blockes beschrénkt.

Mit sg = n+1 16st man die rekurrente Ungleichung zu s; < 25 4 p+1.

(p+1)°
Also werden O (llgi((zj:; ) [terationen der Lénge O(1)benotigt. Schritt 3
benotigt O(1) Zeit. O
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Satz 6.29 Zu der Folge X = (x1,22,...,2y) mit x1 < 2 < ... < Ty
und Yy € S herechnet der Alanrithmas 7.2 einen Indexr 1 mit r; < Yy <

Tit+1 N a Si< B L ptl=pt2 ), wobei p < n die Anzahl der

Prozesso fiir welches i?

Bewelis:

Zur Kom der while-Schleife wird die

Lange der ons; =r—Iauf s < ;I_i —
+1)-ten Blockes beschrénkt.

Mit sg = n+1 16st man die rekurrente Ungleichung zu s; < 25 4 p+1.

(p+1)°
Also werden O (llgi((zj:; ) [terationen der Lénge O(1)benotigt. Schritt 3
benotigt O(1) Zeit. O
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Satz 6.29 Zu der Folge X = (x1,22,...,2y) mit x1 < 2 < ... < Ty
und Yy € S herechnet der Alanrithmas 7.2 einen Indexr 1 mit r; < Yy <

Tit+1 N a S < B b p+1=po2 ), wobei p < n die Anzahl der
Prozesso fiir welches i?
iy = L
Bewelis:
Zur Kom der while-Schleife wird die
Lange der ons; =r—Iauf s < ;I_i —
+1)-ten Blockes beschrénkt.

Mit sg = n+1 16st man die rekurrente Ungleichung zu s; < 25 4 p+1.

(p+1)°
Also werden O (llgi((zj:; ) [terationen der Lénge O(1)benotigt. Schritt 3
benotigt O(1) Zeit. O
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Satz 6.29 Zu der Folge X = (x1,22,...,2y) mit x1 < 2 < ... < Ty
und Yy € S herechnet der Alanrithmas 7.2 einen Indexr 1 mit r; < Yy <

Tit+1 N a Si< B L ptl=pt2 ), wobei p < n die Anzahl der
Prozesso fiir welches i?
i = 1
(p+1)=n+1

Bewelis:

Zur Kom der while-Schleife wird die

Lange der ons; =r—Iauf s < ;I_i |-
+1)-ten Blockes beschrénkt.

Mit sg = n+1 16st man die rekurrente Ungleichung zu s; < 25 4 p+1.

(p+1)°
Also werden O (llgi((zj:; ) [terationen der Lénge O(1)benotigt. Schritt 3
benotigt O(1) Zeit. O
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Satz 6.29 Zu der Folge X = (x1,22,...,2y) mit x1 < 2 < ... < Ty
und Yy € S herechnet der Alanrithmas 7.2 einen Indexr 1 mit r; < Yy <

Tit+1 N a Si< B L ptl=pt2 ), wobei p < n die Anzahl der
Prozesso fiir welches i?

n+1

By

(p+1)'=n+1
Bewelis:
Zur Kom i = logpr1(n+1)) = iijg?;iii der while-Schleife wird die
Lange der ons; =r—Iauf s < ;I_i |-
+1)-ten Blockes beschrénkt.

Mit sg = n+1 16st man die rekurrente Ungleichung zu s; < 25 4 p+1.

(p+1)
Also werden O (llgi((zj:; ) [terationen der Lénge O(1)benotigt. Schritt 3
benotigt O(1) Zeit. O
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Riickblick und Ausblick
Mischen von Folgen A und B der Linge n.
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Riickblick und Ausblick
Mischen von Folgen A und B der Linge n.
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Riickblick und Ausblick

Mischen von Folgen A und B der Linge n.

T(n)

W (n)

Formale Grundlagen der Informatik 11

Kap 6: Parallele Algorithmen (1éil 2)
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Riickblick und Ausblick

Mischen von Folgen A und B der Linge n.

T(n)

W (n)

Satz 6.27

O(log n)

O (Il) optimal

1. Ergebnis

Formale Grundlagen der Informatik 11
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Riickblick und Ausblick
Mischen von Folgen A und B der Linge n.

T(n) W(n)
Satz 6.27 O(log n) O(M) oprimal 1. Ergebnis
Korollar 6.31 | O(oglogn) | O(n loglog n) “ﬁt;“;lc“l:ﬂem
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Riickblick und Ausblick
Mischen von Folgen A und B der Linge n.

T(n) W(n)
Satz 6.27 O(log n) On) o 1. Ergebnis
Korollar 631 | O(loglogn) | O(nloglogn) ™e¢ichnclem
Satz 6.32 O(log log n) Om) s Zitat
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Riickblick und Ausblick
Mischen von Folgen A und B der Linge n.

%\)C\{\eﬁ
T(n) W (n) o 0';2;&66
Satz 6.27 O(log n) On) o 1. Ergebnis
Korollar 631 | O(loglogn) | O(nloglogn) ™e¢ichnclem
Satz 6.32 O(log log n) Om) s Zitat
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Riickblick und Ausblick
Mischen von Folgen A und B der Linge n.

O
T(n) W (n) \0,&-;&&65 S A
Satz 6.27 O(log n) O} i 7 E\e o,
Korollar 6.31 | O(oglogn) | O(n log log n) Q'Z’@S;‘;ﬁzﬂem
Satz 6.32 O(log log n) Om) s Zitat
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P() = n/2
T() = log n loglog n_
Wn) = n log n_

optimal

Paralleles Sortieren.

(—8,—7,—5,3,6,12,28,51)

(—7,—5,12,51 (—8,3,6,28)
(—5,12) (—7,51) (6,28) (—8,3)

12 —9 -7 91 6 28 3 —8
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(—8,—7,—5,3,6,12,28,51)

(—7,—5,12,51
(_5712) (_7751)
12 —9 =7

Formale Grundlagen der Informatik 11

ol

(—8,3,6,28)

(6,28) (—8,3)
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Hohe 3 (—8,—7,—-5,3,6,12,28,51)

Hiobe2 (—7,-5,12,51 (—8,3,6,28)

Hobe 1 (=5,12) (—7,51) (6,28) (—8,3)

Hobeo 12 5 =1 51 6 28 3 —8
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Hobe 3 (—8,—-7,—5,3,6,12,28,51)

Hiobe2 (—7,-5,12,51 (—8,3,6,28)
Hb.beI (—5,12) (_7751) (6728) (_873)
“Hiobeo 19 -5 ) 51 6 28 3 —8

(0,1) (02 () 04) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)
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Hobe 3 (—8,—-7,—5,3,6,12,28,51)

(3,1)
Hiobe2 (—7,-5,12,51 (—8,3,6,28)
51 )
Hohe 1 (—5,12) (=7,51) (6,28) (—8,3)
( o ( ) ( 9 ( 34
“Hibeo 12 SR 51 6 28 3 _8

(0,1) (02 () 04) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)

Formale Grundlagen der Informatik 11 L Kap 6: Parallele Algorithmen (1eil 2) Seite 30

Thursday, January 13, 2011



Hobe 3 (—8,—-7,—5,3,6,12,28,51)

(3,1)
Hiobe2 (=7,-51251) " =1,(2,1) (—8,3,6,28)
21 50
Hohe 1 (—5,12) (=7,51) (6,28) (—8,3)
( 9 ( 9 ( 9 ( 34
“Hibeo 19 B 51 6 28 3 —8

(0,1) (02 () 04) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)
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Hibe 3 (—8,-7,—5,3,6,12,28,51)

(.1
Hibez (=7,-51251"=1,2,1)
2,
Hobe 1 (—5,12) (—7,51)
9) ( a
Hobeo 12 —D =7 ol 6 28 3 —8
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Eingabe: Ein Feld X der Ordnung n, wobei n = 2' fiir eine ganze Zahl [ ist.
Ausgabe: Ein balancierter bindrer Baum mit n Bléttern derart, dass L(h, 7)
fiir jedes 0 < h < log n die sortierte Teilfolge der Elemente im Teilbaum mit Wurzel
(h, ) enthilt (mit 1 < j < ). Damit enthilt der Knoten (h, j) die sortierte Liste
der Elemente X (2"(j — 1)+ 1), X(2"(j — 1) + 2),..., X(2").
begin
l.for 1 < 5 < n pardo
L(0,7) := X(4)
2.for h = 1tologndo
for1 <45 < 2% pardo
Mische L(h — 1,25 — 1) und L(h — 1, 27) zur sortierten Liste L(h, j)

end
HO/?€3 (_87_77_57376712728751)
(3,1
Hohez (=7,-5,12,51) " =1,2,1) (—8,3,6,28)
Gl s
Hobe 1 (—5,12) (—7,51) (6,28) (—8,3)
1) (1,2 @ 4% (¥,
Hobeo " 12 -5 =7 51 6 28 3 —8
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Eingabe: Ein Feld X der Ordnung n, wobei n = 2' fiir eine ganze Zahl [ ist.

Ausgabe: Ein balancierter bindrer Baum mit n Blittern derart, dass L(h, j)
fiir jedes 0 < h < log n die sortierte Teilfolge der Elemente im Teilbaum mit Wurzel
(h, ) enthilt (mit 1 < j < ). Damit enthilt der Knoten (h, j) die sortierte Liste
der Elemente X (2"(j — 1)+ 1), X(2"(j — 1) + 2),..., X(2").

begin also firr die Wurzel (h,j) = (log n,1): X(1,...,n)
l.for 1 < 5 < n pardo
L(0, ) := X(J)

2.for h = 1tologndo
for 1 < j < - pardo
Mische L(h — 1,2j — 1) und L(h — 1, 25) zur sortierten Liste L(h, j)

end
HO/?€3 (_87_77_57376712728751)
(3,1
Hobe 2 (_77_5712751 — L(2,1) (_87376728)
Gk s
Hobe 1 (—5,12) (—7,51) (6,28) (—8,3)
) (1.2 (f.3 (¥,
Hobeo 12 -5 =7 51 6 28 3 —8
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Satz 6.34l Der Algorithmus 7.4 ist mit einer Zeitkomplexitit von
O(logn - loglogn) und O(n -logn) Operationen optimal.

Algorithmus 6.4 (Parallel Merge Sort)

Eingabe: Ein Feld X der Ordnung n, wobei n = 2! fiir eine ganze Zahl [ ist.
Ausgabe: Ein balancierter bindrer Baum mit n Blittern derart, dass L(h, j)
fiir jedes 0 < h < log n die sortierte Teilfolge der Elemente im Teilbaum mit Wurzel
(R, j) enthdlt (mit 1 < j < o). Damit enthilt der Knoten (A, j) die sortierte Liste
der Elemente X (2"(j — 1) + 1), X(2"(j — 1) + 2),..., X (2")).
begin
l.for 1 < 3 < n pardo
L(0,7) := X(j)
2.for h = 1tologn do
for 1 < j < 5 pardo
Mische L(h — 1,25 — 1) und L(h — 1, 2j) zur sortierten Liste L(h, j)
end
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schnelles Mischen von Folgen
der Linge m

T(m) =0O(log log m)

W(m) =O(m)
Hobe 3 (—8,-7,—5,3,6,12,28,51)
(3.1
Hiobe2 (—7,-5,12,51 (—8,3,6,28)
5 b
Hohe 1 (—5,12) (=7,51) (6,28) (—8,3)
9) ( a ( 9 ( °

“Hibeo 12 o, 51 6 28 3 —8

(0,1) (02 () 04) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)
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schnelles Mischen von Folgen Pm)=  n/2
der Ldnge m T() = O(log n loglog n)

T(m) =O(log log m) W) =0(n logn)

W(m) =O(m)
Hobe 3 (—8,-7,—5,3,6,12,28,51)
(3.1
Hiobe2 (—7,-5,12,51 (—8,3,6,28)
5 b
Hohe 1 (—5,12) (=7,51) (6,28) (—8,3)
9) ( a ( 9 ( °

“Hibeo 12 o, 51 6 28 3 —8

(0,1) (02 () 04) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)

Formale Grundlagen der Informatik 11 L Kap 6: Parallele Algorithmen (1éil 2)
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schnelles Mischen von Folgen Pm)=  n/2
der Ldnge m T() = O(log n loglog n)

T(m) =O(log log m) W) =0(n logn)

W(m) =O(m)
Hobe 3 (—8,-7,—5,3,6,12,28,51)
(3.1
Hiobe2 (—7,-5,12,51 (—8,3,6,28)
4 >
Hihe 1 (—5,12) (—=7,51) (6,28) (—8,3)
9) ( 9L ( 9 ( )
Hobeo 12 -5 =7 51 6 28 3 —8

(0,1) (02 () 04) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)

in Hobe h: Folgen haben Linge 2P, 4h. T(n) =
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schnelles Mischen von Folgen Pm)=  n/2
der Ldnge m T() = O(log n loglog n)

T(m) =O(log IQg m)
W(m) =O(m) W) =0(nlogn)

Hohe 3 (—8,—7,-5,3,6,12,28,51)

Hiobe2 (—7,-5,12,51 (—8,3,6,28)
2’ ,2
Hohe 1 (—=5,12) (=7,51) (—8,3)
9) (’ (’
Hobeo 12 -5 —7 51 6 28 3 —8

(0,1) (02 () 04) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)

in Hobe h: Folgen haben Linge 2P, 4h. T(n) =
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schnelles Mischen von Folgen Pm)=  n/2
der Ldnge m T() = O(log n loglog n)

T(m) =O(log IQg m)
W(m) =O(m) W) =0(nlogn)

Hohe 3 (—8,—7,-5,3,6,12,28,51)

Hiobe2 (—7,-5,12,51 (—8,3,6,28)
2, ,2
Hohe 1 (=5,12) (=7,51) (—8,3)
’) (’ (’
Hobeo 12 -5 % 51 6 28 3 —8

(0,1) (02 () 04) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)

in Hobe_ h: Folgen haben Linge 2, 45, T(n) = O(loglog 2h) = O(log h) < O(loglog n)
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schnelles Mischen von Folgen Pm)=  n/2
der Ldnge m T() = O(log n loglog n)

T(m) =O(log IQg m)
W(m) =O(m) W) =0(nlogn)

Hohe 3 (—8,—7,-5,3,6,12,28,51)

Hiobe2 (—7,-5,12,51 (—8,3,6,28)
2, ,2
Hohe 1 (=5,12) (=7,51) (—8,3)
’) (’ (’
Hobeo 12 -5 % 51 6 28 3 —8

(0,1) (02 () 04) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)

insgesamt O(log n loglog n)
in Hobe_ h: Folgen haben Linge 2, 45, T(n) = O(loglog 2h) = O(log h) < O(loglog n)
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schnelles Mischen von Folgen Pm)=  n/2
der Ldnge m T() = O(log n loglog n)

T(m) =O(log IQg m)
W(m) =O(m) W) =0(nlogn)

Hohe 3 (—8,—7,—5,3,6,12,28,51)

Hiobe2 (—7,-5,12,51 (—8,3,6,28)
2, ,2
Hihe 1 (—5,12) (=7,51) (—8,3)
’) (’ (’
Hobeo 12 -5 % 51 6 28 3 —8

(0,1) (02 () 04) (0,5 (0,6) (0,7) (0,8)

insgesamt O(log n loglog n)
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