Kapitel §:

Prozessalgebra




Die Prozessalgebra wurde aus der Automatentheorie
entwickelt, um nebenlidufige und reaktive Prozesse und
Systeme beschreiben, modellieren und verifizieren zu
kénnen. Dabei wurden wie bei endlichen Automaten
Zustande festgelegt und fiir Aktionen oder Folgen von

Aktionen spezifiziert, welches der Nachfolgezustand ist.
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Die Prozessalgebra wurde aus der |Automatentheorie
entwickelt, um nebenlaufige lund reaktive Prozesse lund

Systeme beschreiben, modellieren und verifizieren zu

konnen. Dabei wurden wie bei endlichen Automaten
Zustande festgelegt und fiir Aktionen oder Folgen von

Aktionen spezifiziert, welches der Nachfolgezustand ist.

Die elementare Prozessalgebra entspricht der

Modellierung eines| einzigen Automaten| Im Unterschied

zur traditionellen Automatentheorie wird aber eine
algebraische Behandlung und der Aspekt der
Beobachtbarkeit und Verhaltensdquivalenz reaktiver

Systeme betont.
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In der Prozessalgebra werden nebenldufige und
kommunizierende Systeme durch mehrere
Automaten beschrieben, die mittels

Rendezvous-Synchronisation gekoppelt werden.
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In der Prozessalgebra werden nebenlaufige und
kommunizierende Systeme durch mehrere
Automaten beschrieben, die mittels

Rendezvous-Synchronisation gekoppelt werden.

Prozessalgebra

Aktion.

- orientiert.

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (léil 1) Seite

Wednesday, January 5, 2011



In der Prozessalgebra werden nebenlaufige und
kommunizierende Systeme durch mehrere
Automaten beschrieben, die mittels

Rendezvous-Synchronisation gekoppelt werden.

Harelgraphen.
Prozessalgebra State-Charts
. Zustands
A/.e £ iile - orientiert.
- orientiert.
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In der Prozessalgebra werden nebenlaufige und
kommunizierende Systeme durch mehrere
Automaten beschrieben, die mittels

Rendezvous-Synchronisation gekoppelt werden.

Harelgraphen.
Prozessalgebra Petrinetze State-Charts
. Zustands
A/.e £ iile - orientiert.
- orientiert.
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In der Prozessalgebra werden nebenlaufige und
kommunizierende Systeme durch mehrere
Automaten beschrieben, die mittels

Rendezvous-Synchronisation gekoppelt werden.

Harelgraphen.
Prozessalgebra Petrinetze State-Charts
. . Zustands
A/.etmfz., Aktzon./Zu.smnds s
- orientiert. - orzentiert.
Dualitit.
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Das Alternierbitprotokoll:

B
A - C
P Sender Empfinger —
-
D
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Das Alternierbitprotokoll:

P Sender Empfinger —

Bewets des Alternierbitprotokolls
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Prozess-Graphen und elementare

Prozessterme

Definition Sei S eine Menge von Zustidnden mit
v €S und A eine Menge von (atomaren) Aktionen.
Die Relation tr C S8 X A X S heifit T'ransitionsrelation
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Prozess-Graphen und elementare

Prozessterme

Definition Sei S eine Menge von Zustidnden mit
v €S und A eine Menge von (atomaren) Aktionen.
Die Relation tr C S8 X A X S heifit T'ransitionsrelation

» 9

e Fine Transition (s,a,s’) € tr (geschrieben :

s — s') driickt aus, dass der Zustand s durch die

Aktion a in den Zustand s’ wechseln kann.
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e Fine Transition (s,a,+/) € tr (geschrieben :
s — /) driickt aus, dass der Zustand s durch die

Aktion a ordnungsgemdfl terminieren kann.
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e Fine Transition (s,a,+/) € tr (geschrieben :
s — /) driickt aus, dass der Zustand s durch die

Aktion a ordnungsgemdfl terminieren kann.

a
O, W
Fin Transitionssystem

TS = (S, A,tr,so)

1st eine Menge von Transitionen, zusammen mit einem
ausgezeichneten Zustand (Wurzelzustand,

Anfangszustand).
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Taschenrechner:

e i v ) B e §
711811910
41 15]1]6
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Taschenrechner: Ausschnitt des Prozessgraphen des

/ \ Taschenrechner(beispiel)s:
5765

- QD
+ 7

7 8 011 0
0+.. 5%
il 8 &
0+8.. 0-.. 7T *
3¢ il ¢4
0+83.. 0 -1 7 *4..
83 -1 28
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Taschenrechner:

1] I -1, D¢
7 0
4 5y A
. 7 O+.. f 3
- 7 Y 2
Zustand 0+8.. 0~-.. 7 *..
hier: beschrezbt. 3 i i 1 ¢ 4
Wbl sk g 7 +4.
83 -1 28
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Taschenrechner: Ausschnitt des Prozessgraphen des

/ \ Taschenrechner(beispiel)s:
5765

- QD
+ 7

7 8 O O
41 51 [ ¥ N
O+.. f 9%,
1 2 3=
= o ¥
Zustdnd 0+8.. 0-.. 7%
hier: beschrezbt. 3 i i 1 i 4
Vergangenbeit.
§4NE 0483. O-1. 17+4
Zustand 7 i i = i -
in der Prozess-Algebra:  beschreibt. - 4 i
| Lukunft.
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Elementare Prozess-Algebra-Terme
(BPA)
(Basic Process Algebra Terms)

Definition 5.1 Die Menge der BPA wird aus

atomaren Aktionen a € A sowie der Auswahl und
Hintereinanderausfithrung gebildet:
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Elementare Prozess-Algebra-Terme
(BPA)
(Basic Process Algebra Terms)

Definition 5.1 Die Menge der BPA wird aus

atomaren Aktionen a € A sowie der Auswahl und

Hintereinanderausfithrung gebildet:

o Fiir jedes a € A 1st ein BPA.

( atomare Aktion : ordnungsgemdjfle

Termination nach Ausfihrung von a)
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o Fir alleti,to € BPA ist (t1 +t2) € BPA.
( Auswahl ; Es wird entweder t1 oder t2
ausgefiihrt. )
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o Fiir alleti,to € BPA ist (tl —+ t2) c BPA.

( Auswahl : Es wird entweder t1 oder to
ausgefiihrt.)

e Fiir alleti,to € BPA 1ist (tl -t2) e BPA.
der ordnungsgemdfien Termination von t1 wird to

ausgefiihrt. )
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e Fiir alleti,to € BPA st (t1 +t2) € BPA.
( Auswahl : Es wird entweder t1 oder to
ausgefiihrt.)

e Fiir alleti,to € BPA 1ist (tl -t2) e BPA.
(Hintereinanderausfiithrung, Sequenz : Nach

der ordnungsgemdfien Termination von t1 wird to

ausgefiihrt. )

BPA.
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Klammersparregeln durch Bindungsstérke der
Operatoren:

Sequenz (-) bindet stédrker als Auswahl (+).

Also:
Statt a + (b - c) kann man a + b - ¢ schreiben.

weitere Abkiirzung, falls Mehrdeutigkeit ausgeschlossen:

ab statt a-b
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Beispiel:

((a+0b) - c)-d € BPA reprasentiert den

folgenden

Prozessgraphen:

Formale Grundlagen der Informatik I1

Kap s: Prozessalgebra (1eil 1)

Seite

12
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Beispiel:

((a+b) - c) - d € BPA repréasentiert den

folgenden

Prozessgraphen:

Formale Grundlagen der Informatik I1

((a+b)-¢c)-d

a b
c-d

Kap s: Prozessalgebra (léil 1) Seite. 12
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Beispiel:

((a+b) - c) - d € BPA repréasentiert den

folgenden

Prozessgraphen:

informelle
Semantik

Formale Grundlagen der Informatik I1
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a b
c-d
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Beispiel:

((a+b) - c) - d € BPA repréasentiert den

folgenden

Prozessgraphen:

informelle
Semantik

es folgt:

formale
Semantik

Formale Grundlagen der Informatik I1

(a+b)-c)-d

a b
c-d
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Definition eines Prozessgraphen fiir einen
Prozessterm ty durch ein Transitionssystem:

Definition 54 TS = (S, A,tr,sg) mit

S C BPA,

So := tg und

tr durch ein Kalkil mit Axiom (Ay) und

Transitionsregeln :
(ve A, =z,y,...€ BPA)
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) l) \/ (AO) Axiom
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Transitionsregeln :

(ve A, =z,9,...€ BPA)

) i) \/ (AO) Axiom

---------------------------------------------------------------
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Transitionsregeln :
(ve A, =z,y,...€ BPA)

) i) \/ (AO) Axiom

---------------------------------------------------------------

Schlussregeln
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Transitionsregeln :

(ve A, =z,y,...€ BPA)

) l) \/ (AO) Axiom

(Y (v /
4 ) s s 5 ¥
Schlussregeln
(Y (Y /
T+ Y rT+Y T
|
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Transitionsregeln :

(ve A, =z,y,...€ BPA)

) i} \/ (AO) Axiom

(Y (v /
4 ) s s 5 ¥
Schlussregeln
U (v /
T+ Y rT+Y T
s ey ’U ;
Yy — Y
91
s Lty Yy
|
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Transitionsregeln :

(ve A, x,vy,...€ BPA)

(Y (v /
4 ) s s 5 ¥
(Y (Y
T +y — r+y—x
U (Y /
Y > Y=y
(Y v /
L T+y—y
s
Formale Grundlagen der Informatik I1 i Kap s: Prozessalgebra (1éil 1)

Axiom

Schlussregeln
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Transitionsregeln :

(ve A, =z,9,...€ BPA)

(Y (Y /
4 ) s s 5 ¥
(Y (Y
T +y — r+y—x
U (Y /
Y > Y=y
(Y v /
T +y — T+y—y
e e ety v )
z —
W
s zy -~z -y
E
Formale Grundlagen der Informatik I1 it Kap s: Prozessalgebra (léil 1)
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Transitionsregeln :
(ve A, =z,9,...€ BPA)

vV v /
Ly Xy
T+ y — T +y— 2
Y=/ y— o
Z 4y — £4+y—y
- i
z-y—y z-y—z-y

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (léil 1)
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Transitionsregeln :

(ve A, =z,9,...€ BPA)

2 l) \/ (AO) Axiom
T — r — '
- . Schlussregeln
T+ 1y — r+y— x
y =/ y— o
Z 4y — £4+y—y
T — \/ T —
z-y—y =z y—oz-y

(strukturelle operationale Semantik)
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Transitionsregeln :

(ve A, =z,9,...€ BPA)

2 i) \/ (AO) Axiom
T — r — x’
Schlussregeln
v (V) /
T +y— TH+Y—T
v (Y
y— Yy
Z 4y — £4+y—y
T — \/ xr — '
(v (9 /

Z:Yy—y zTYy—-7-Y

da
Transitionssystem

(strukturelle operationale Semantik)
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Transitionsregeln :
(ve A, =z,9,...€ BPA)

2 i} \/ (AO) Axiom
T — r — x’
Schlussregeln
v (V) /
T+ Yy rT+Y T
v (Y
y— y—y
Z 4y — £4+y—y
T — \/ T —
(v (9 /
LYy —Y i e

da iiber da
Formelaufbau Transitionssystem

(strukturelle operationale Semantik)
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Beispiel: Beweis von ((a +b) - ¢) - d 2 ¢.d aus den Transitionsregeln:

Gl
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Gl
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Beispiel: Beweis von ((a +b) - ¢) - d 2 ¢.d aus den Transitionsregeln:

b= / .,
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Beispiel: Beweis von ((a +b) - ¢) - d 2 ¢-d aus den Transitionsregeln:

b= / .,
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Beispiel: Beweis von ((a +b) - ¢) - d 2 ¢-d aus den Transitionsregeln:

b
=i \/ v
b o
y (Y
b o \/
a+b— =
r+y -
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Beispiel: Beweis von ((a +b) - ¢) - d 2 ¢-d aus den Transitionsregeln:

b
=i \/ v
b o
y (Y
b o \/
a—+b— =
r+y -
Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap s: Prozessalgebra (1eil 1)
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Beispiel: Beweis von ((a +b) - ¢) - d 2 ¢-d aus den Transitionsregeln:

b
(Y
b— +/ W
(Y
b >
a+b— =
r+y -
v
b T — o/
(a+b)-c—c x
o i
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Beispiel: Beweis von ((a +b) - ¢) - d 2 ¢.d aus den Transitionsregeln:

Formale Grundlagen der Informatik I1

b —

a+b—

HC

(a+Db) -c

Prozessalgebra ('1éil 1)

Seite
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Beispiel: Beweis von ((a +b) - ¢) - d 2 ¢.d aus den Transitionsregeln:

b
b— +/ v —>
a+b-> y_>?)\/
r+y -
v
T —>
(a—H))-cic v\/
r-y—y
b r— x

((a+b)-c)-d—c-d
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Bisimulation und Aquivalenz

Um das Verhalten eines Systems mit dem Verhalten
eines anderen Systems oder einer Spezifikation zu

vergleichen, wurde der Begriff der wechselseitigen

Simulation oder|Bisimulation |eingefiihrt.

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (1éil 1) Seite. 10
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Beispiel:

read(d) read(d) /\read(d)

Write1(d% write,(d) write1(d)i iwriteQ(d)
VoA VoA
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Beispiel:

read(d read(d) /\read(d)
write ( / write,(d) write,( i write,(d)

|
VoA

Der linke Prozef3 liest d. Dann wird entschieden, ob d
auf Platte 1 oder Platte 2 geschrieben wird. In dem
anderen Prozefl wird die Entscheidung vor dem Lesen

getroffen.

Beide Prozesse haben
read(d)write1(d) und read(d)writea(d)
als Schaltfolgen und ...

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap s: Prozessalgebra (1eil 1) Seite
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Beispiel:

?a read(d read(d) /\read(d) a fD\a
b/CD\c write, ( / write,(d) write,( i write,(d) i) i)
c

|
gb J 4 i s 4

Der linke Prozef3 liest d. Dann wird entschieden, ob d
auf Platte 1 oder Platte 2 geschrieben wird. In dem
anderen Prozefl wird die Entscheidung vor dem Lesen

getroffen.

Beide Prozesse haben
read(d)write1(d) und read(d)writea(d)
als Schaltfoelgen und ...
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Beispiel:

i)a read(d read(d) /\read(d) a fD\a
bf>\c write ( / write,(d) wr|te1(d)i iwritez(d) bi) i)c

g o v ¢ &

..sind daher “schaltfolgenédquivalent” (trace

equivalent).

Diese Art der Aquivalenz ist jedoch hiufig nicht
angemessen, z.b. wenn die Platte 1 ausfiallt. Dann
wiirde der erste Prozefl d bei jedem Ablauf auf Platte 2
schreiben - im Gegensatz zum anderen Prozef3, der in

eine Verklemmung geraten kann.

Dies ist die Motivation, fiir eine auf “Bisimulation”

beruhende Aquivalenz.

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap s: Prozessalgebra (1eil 1) Seite

QO

18

Wednesday, January 5, 2011



Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap s: Prozessalgebra (1eil 1) Seite 19

Wednesday, January 5, 2011



Formale Grundlagen der Informatik 11

Kap s: Prozessalgebra (1éil 1)

Seite

20

Wednesday, January 5, 2011



Formale Grundlagen der Informatik 11

Kap s: Prozessalgebra (1éil 1)

Seite

20

Wednesday, January 5, 2011



Formale Grundlagen der Informatik 11

Kap s: Prozessalgebra (1éil 1)

Seite

20

Wednesday, January 5, 2011



Formale Grundlagen der Informatik 11

Kap s: Prozessalgebra (1éil 1)

Seite

20

Wednesday, January 5, 2011



Formale Grundlagen der Informatik 11

Kap s: Prozessalgebra (1éil 1)

Seite

20

Wednesday, January 5, 2011



Formale Grundlagen der Informatik 11

Kap s: Prozessalgebra (1éil 1)

Seite

20

Wednesday, January 5, 2011



Aquivalenz durch Bisimulation

Eine Bisimulation ist eine binidre Relation BB
auf BPA (d.h. BC BPA x BPA) mit
folgenden Eigenschaften:
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Aquivalenz durch Bisimulation

Fine Bisimulation ist eine bindre Relation B
auf BPA (d.h. BC BPA x BPA) mit
folgenden Eigenschaften:

1. falls pBg und p — p’, dann ¢ — ¢’ mit
p'Bq

2. falls pBg und ¢ — ¢’, dann p — p’ mit
p'Bq’

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (1eil 1) Seite
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1. falls pBg und p — p’, dann ¢ — ¢’ mit
p/Bq/
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O

1. falls pBg und p — p’, dann ¢ — ¢’ mit
p/Bq/
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1. falls pBg und p — p’, dann ¢ — ¢’ mit
p/Bq/

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (léil 1) Seste. 22

Wednesday, January 5, 2011



1. falls pBqg und p — p’, dann ¢ — ¢’ mit
p/Bq/
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1. falls pBg und p — p’, dann ¢ — ¢’ mit

/ /
p'Bgq
a a .
2. falls pBg und ¢ — ¢, dann p — p’ mit
/ /
p Bg
Formale Grundlagen der Informatik I1 . Kap s: Prozessalgebra (1éil 1) Seste 42

Wednesday, January 5, 2011



i S

O

5.5

Wednesday, January 5, 2011



i S

O

5.5

Wednesday, January 5, 2011



,pn d >\/

.
q

d v b w_ 4 ’\/

3. falls pBqg und p = +/, dann g — /

4. talls pB g und ¢ b Vs dfﬂllﬂpi> Vv

5.5
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.pn d >\/

d v b w_ 4 >\/

3. falls pBq undpi v/, dann Clﬁ> Vv
4. talls pB g und ¢ b Vs dfﬂbmﬂpi> vV

Zwei Prozesse p und g heiflen bisimilar

(Bezeichnung: p < q), falls es eine Bisimulation
B mit p B q gibt.

5.5
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.pn d >\/

d v b w_ 4 >\/

3. falls pBq umdpﬁ> v/, dann C]g Vv
4. talls pB g und ¢ b Vs dfﬂblﬂlﬂp£> vV

Zwel Prozesse p und g heillen bisimilar

(Bezeichnung: p < q), falls es eine Bisimulation
B mit p B q gibt.

Lemma 5.5 Die Bistmulation ist eine

A quivalenzrelation.
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Beispiel: (a + a)b & ab+ a(b+b)

Was ist zu tun?
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Beispiel: (a + a)b & ab+ a(b+ b)

Was ist zu tun?

(a+ a)b
a d
b
b

Formale Grundlagen der Informatik I1

ab + a(b + b)
d a
Y
b b+Db
b b b
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Beispiel: (a + a)b & ab+ a(b+ b)

Was ist zu tun?

(a+ a)b
a d
b
b

Formale Grundlagen der Informatik I1

_ab+ a(b + b)
d a
Y
b b+Db
b b b

Kap s: Prozessalgebra (Teil 1)
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Beispiel: (a + a)b & ab+ a(b+ b)

Was ist zu tun?

(a+a)b _ab + a(b + b)
a a 4 a
Y
b b b+b
b . b/ \b

Formale Grundlagen der Informatik I1

Kap s: Prozessalgebra (Teil 1)

Seite

24

Wednesday, January 5, 2011



Beispiel: (a + a)b & ab+ a(b+ b)

Was ist zu tun?

(a+a)b _ab + a(b + b)
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W b b+b
b sty B b b
¥

Diese Bisimulation B wird definiert durch:

(a + a)b B ab + a(b + b)
bBb
bBb+b.

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (1éil 1) Seite 25

Wednesday, January 5, 2011



Gregenberspiel:

a°(b—|—c)=?a-b—|—a-c

b/ \C

QO

OO"‘
&
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Gregenberspiel:

?a ? /O\

a
b c
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Gregenberspiel:
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Gregenberspiel:
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Gregenberspiel:
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Gregenberspiel:

?a ? /O\
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Gregenberspiel:

?a ? /O\

a-(b+ c) a-b+a-c

o ‘-
() |\ e

. J
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2.5 Black boxes, or reactive systems

Let us now think of an automaton over Act = {a. b, ¢} as a black box

(1 b

® &
L. X
\ . c

L - . —

with three buttons marked a,b and ¢. We interact with 1t by trymg to press
the buttons in some sequence. Sometimes the button goes down 1.e. we suc-
ceed — and sometimes it doesn’t; this is the only way we can tell the difference
between black boxes with the same alphabet. In particular, we can’t tell the
difference between an accepting and a non-accepting state; we can’t tell any-
thing about states except indirectly through the behaviour of the buttons. (We
shall often use the words ‘button’ and ° pom interchangeably, for the means
of access 10 a process. )
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Example 2.8 Vending machine Here is a tea/coffee vending machine, a
black box with a three-symbol alphabet {2p, tea, coffee}. (For now ignore
the overbars.)

. tea

@ coffce 2p

I ——— -
F

\._/ \_/ * Black Box Corporation

dus: R. Milner, Communicating and Mobile

Systems: the m-Calculus, Cambridge University
Press, 1999
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| . coffec 2p
| S I
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— ™
\ i
K“‘n.,___ vy v
- B, =
N, coffec
@
| . coffee 2p
= I
R
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® i
@ coffec 2p
i

4
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— N\
{ .
K“‘-., _<v
B, =
coffec
B e R
‘l\‘-._.-—" =
P /
. /
13, \'g ) /
s e X ,-"".;;
{'nff_l;‘ru Sicet
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Lemma 5.1 Die Bisimulation ist eine

A quivalenzrelation.

— sogar — Kongruenziquivalenz

Theorem 5.7 Die Aquivalenz der

Bisimulation ist eine Kongruenz bezgl. {+, -}
auf BPA.
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Lemma 5.1 Die Bisimulation ist eine

A quivalenzrelation.

— sogar — Kongruenziquivalenz

Theorem 5.7 Die Aquivalenz der
Bisimulation ist eine Kongruenz bezgl. {+, -}
auf BPA,

d.h.: falls s < s’ undt < t', dann auch

s+t s+t unds-t > s -t
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Mit obenstehender Definition ist es |[aufwendig

ZU

iiberpriifen, ob zwei elementare Prozessterme |

bisimilar

sind: es miissen zunichst die Prozessgraphen und dann

zwischen ihnen die Bisimulationsrelation konstruiert

werden. Es wird daher jetzt ein Kalkiil fiir eine

(Gleichheitsrelation zwischen elementaren Prozesstermen

eingefiihrt, der diese Aufgabe durch die Konst

von Ableitungen 16sen soll.

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (1éil 1)
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Mit obenstehender Definition ist es [aufwendig| zu

iiberpriifen, ob zwei elementare Prozessterme bisimilar

sind: es miissen zunichst die |Prozessgraphen und dann

zwischen ihnen die Bisimulationsrelation konstruiert
werden. Es wird daher jetzt ein Kalkiil fiir eine
(Gleichheitsrelation zwischen elementaren Prozesstermen
eingefiihrt, der diese Aufgabe durch die Konstruktion

von Ableitungen 16sen soll.
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Mit obenstehender Definition ist es [aufwendig| zu

iiberpriifen, ob zwei elementare Prozessterme bisimilar

und dann

sind: es miissen zunichst die [Prozessgraphen

zwischen ihnen diel Bisimulationsrelation|konstruiert

werden. Es wird daher jetzt ein Kalkiil fiir eine
Gleichheitsrelation zwischen elementaren Prozesstermen
eingefiihrt, der diese Aufgabe durch die Konstruktion

von Ableitungen 16sen soll.
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Mit obenstehender Definition ist es [aufwendig| zu

iiberpriifen, ob zwei elementare Prozessterme bisimilar

und dann

sind: es miissen zunichst die [Prozessgraphen

zwischen ihnen diel Bisimulationsrelation|konstruiert

werden. Es wird daher jetzt ein|Kalkiil fiir eine

Gleichheitsrelation zwischen elementaren Prozesstermen
eingefiihrt, der diese Aufgabe durch die Konstruktion

von Ableitungen 16sen soll.
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Axiome des BPA-Kalkiils:

Al r+y = y+x
A2 (z+y)+z = z+(y+2)
A3 r+r =

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (léil 1) Seste. 32
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Axiome des BPA-Kalkiils:

Al r+y = y+=zx

A2 (z+y)+z = z+(y+2)
A3 Lty = 7

A4 (x+y)-2 = x-24+y-2
A5 (z-y) 2 = z-(y-2)
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Schlussregeln des BPA-Kalkiils:

e (SUBSTITUTION)

Sei o eine Substitution, die alle Variablen
durch Terme aus BPA ersetzt. Ist dann

s =t ein Axiom, dann gilt o(s) = o(t).
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e (AQUIVALENZ)
- t=tftiir allet € BPA

- falls s =t%t, dannt = s

- falls s=tund t = u, dann s = u
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e (AQUIVALENZ)
-t=tfirallet € BPA
- falls s=t, dannt = s

- falls s=tund t = u, dann s = u

pu

e (KONTEXT)

Falls s=s undt =¢t',dann s+t = s + ¢’

und s-t=5"-t.
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Beispiel zu der Schlussregel 1
des BPA-Kalkiils:

e (SUBSTITUTION)

Sei o eine Substitution, die alle Variablen
durch Terme aus BPA ersetzt. Ist dann

s =t ein Axiom, dann gilt o(s) = o(?).
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Ad: (x+y)z=2x2z+y=z

x — ab
Substitution o: vy — a

Z— Cc+H+C

(ab+ a)(c+ ¢) = ab(c + ¢) + a(c + ¢)
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A4 : (:E‘ + y)z = T2+ Yz :> Regel-,,Schema

x — ab
Substitution o: Yy — a

Z— Cc+H+C

(ab+ a)(c+ ¢) = ab(c + ¢) + a(c + ¢)
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Beispiel zu der Schlussregel 2
des BPA-Kalkiils:

e (AQUIVALENZ)
- t=tftiir allet € BPA

- falls s =t, dann t = s

- falls s=tund t = u, dann s = u
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Transitivitit

(z+y)+y= z+(y+y)
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Beispiel zu der Schlussregel 3
des BPA-Kalkiils:

e (KONTEXT) Falls s = s’ und t = t/, dann
s+t=8+t unds-t=s-1.
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Beispiel zu der Schlussregel 3
des BPA-Kalkiils:

e (KONTEXT) Falls s = s’ und t = t/, dann
s+t=8+t unds-t=s-1.

y+y

|
<
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Beispiel zu der Schlussregel 3
des BPA-Kalkiils:

e (KONTEXT) Falls s = s’ und t = t/, dann
s+t=8+t'unds-t=s"-1.

€T e €T
Y+ y =
z+(y+y) = z+y
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Um die Relation bisimilar mittels des
BPA-Kalkiils zu berechen, muf3 natiirlich

bewiesen werden, dass zweil Terme genau dann

bisimilar sind, wenn sie dquivalent sind.
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Um die Relation bisimilar mittels des
BPA-Kalkiils zu berechen, muf3 natiirlich

bewiesen werden, dass zweil Terme genau dann

bisimilar sind, wenn sie dquivalent sind.
Traditionell wird diese Eigenschaft in zwei
Teilen als Korrektheit und Vollstindigkeit des
BPA-Kalkiils formuliert und bewiesen.
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Korrektheit (soundness) Das BPA-Kalkiil

heiflt korrekt (sound), wenn fiir alle Terme
s,t € BPA aus s =t auch s < t folgt.
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Korrektheit (soundness) Das BPA-Kalkiil

heiflt korrekt (sound), wenn fiir alle Terme
s,t € BPA aus s =t auch s < t folgt.

Vollstéandigkeit (completeness) Das
BPA-Kalkiil heiflt vollstindig (complete), wenn
fiir alle Terme s,t € BPA aus s < t auch s =1

folgt.
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Satz 5.8 Der BPA-Kalkiil ist korrekt.

Beweis:

Es wird hier nur die Beweisstruktur dargestellt. Wie
fast immer bei Beweisen fiir die Korrektheit eines

Kalkiils ist zu zeigen:
1.) Die Axiome sind korrekt,

2.) Die Regeln iiberfiihren korrekte Terme in korrekte

Terme.

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (1éil 1) Seite. 42

Wednesday, January 5, 2011



zu 1.): Erfolgt mit 2 a): Substitution
Zu 2.):

a) Substitution: Es ist o(s) < o(t) fiir jedes Axiom
s = t zu beweisen, wobei o eine Substitution ist,
die alle Variablen in s und ¢ auf elementare
Prozessterme abbildet. Dabei ist auf die Definition
der Bisimulation zuriickzugreifen. Dies wird hier
nicht ausgefiihrt. Informell steht dahinter in Bezug
auf die Axiome Al ... A5 folgende Argumentation:
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@ Al: Die Terme s +t und t + s stellen beide eine

Auswahl zwischen s und t dar.

e A2: Die Terme (s +t) + u und s + (t + u) stellen

beide eine Auswahl zwischen s, ¢t und u dar.

e A3: Eine Auswahl zwischen t und t ist eine Wahl
fir t.

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (1eil 1)
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e A4: Die Terme (s+t)-u und s-u +t - u stellen
beide eine Auswahl zwischen s und t dar, worauf u

ausgefiithrt wird.

e A5: Die Terme (s-t)-u und s- (t-u) stellen beide
die Aktion s dar, gefolgt von ¢ und wu.

b) Gilt, da die Bisimulations-Relation eine Aquivalenz

1st.

c) Gilt, da die Bisimulations-Relation eine Kongruenz

1st.
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e A4: Die Terme (s +1t)-u und s-u +t - u stellen
beide eine Auswahl zwischen s und t dar, worauf u

ausgefiihrt wird.

S+t u su+tu

rme (s-t)-u und s- (¢ - u) stellen beide
s dar, gefolgt von t und u.

e Bisimulations-Relation eine Aquivalenz

\/ J F Bisimulations-Relation eine Kongruenz
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e A4: Die Terme (s+t)-u und s-u +t - u stellen
beide eine Auswahl zwischen s und t dar, worauf u

ausgefiithrt wird.

e A5: Die Terme (s-t)-u und s- (t-u) stellen beide
die Aktion s dar, gefolgt von ¢ und wu.

b) Gilt, da die Bisimulations-Relation eine Aquivalenz

1st.

c) Gilt, da die Bisimulations-Relation eine Kongruenz

1st.
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Satz 5.10 Der BPA-Kalkiil ist vollstdindig.

Beweis:

Zu beweisen ist also, dass aus s <= t auch s = t folgt.
Zunachst wird der Beweis fiir die einfachere Relation
— A bewiesen, d.h. s <t = s =ac t. Daraus wird
dann dann die Behauptung des Satzes abgeleitet.
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Satz 5.10 Der BPA-Kalkiil ist vollstdndzg.

Beweis:

Zu beweisen ist also, dass aus s < t auch s = t folgt.
Zunachst wird der Beweis fiir die einfachere Relation
— A bewiesen, d.h. s <t = s =ac t. Daraus wird
dann dann die Behauptung des Satzes abgeleitet.

t=a.s gdw nur die Gleichungen A1l und A2 werden benutzt
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Satz 5.10 | Al T +Y
A2 (x+y)+=z

Y+ x
z+ (y + 2)

Beweis:

Zu beweisen ist also, dass aus s < t auch s = t folgt.
Zunachst wird der Beweis fiir die einfachere Relation
— A bewiesen, d.h. s <t = s =ac t. Daraus wird
dann dann die Behauptung des Satzes abgeleitet.

t=a.s gdw nur die Gleichungen A1l und A2 werden benutzt
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Y+ x
z+ (y + 2)

Satz 5.10 | Al T +y
A2 (zx+4y)+=2

Beweis:

Zu beweisen ist also, dass aus s < t auch s = t folgt.
Zunéachst wird der Beweis fiir die einfachere Relation
— A bewiesen, d.h. s <t = s =ac t. Daraus wird
dann dann die Behauptung des Satzes abgeleitet.

t=aias gdw nur die Gleichungen Al und A2 werden benutzt

Repriasentanten haben die Form:
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Satz 5.10 | Al T +y
A2 (zx+4y)+=2

Y+ x
z+ (y + 2)

Beweis:

Zu beweisen ist also, dass aus s < t auch s = t folgt.
Zunéachst wird der Beweis fiir die einfachere Relation
— A bewiesen, d.h. s <t = s =ac t. Daraus wird
dann dann die Behauptung des Satzes abgeleitet.

t=aias gdw nur die Gleichungen Al und A2 werden benutzt

Repriasentanten haben die Form:

S{ZSy -t . /. "'Sh
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Satz 5.10 | Al x+y
A2 (zx+4y)+=2

Y+ x
z+ (y + 2)

Beweis:

Zu beweisen ist also, dass aus s < t auch s = t folgt.
Zunéachst wird der Beweis fiir die einfachere Relation
— A bewiesen, d.h. s <t = s =ac t. Daraus wird
dann dann die Behauptung des Satzes abgeleitet.

t=aias gdw nur die Gleichungen Al und A2 werden benutzt

Repriasentanten haben die Form:

B s R
si=a odersi=a-t
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Satz 5.10 | Al x+y
A2 (zx+4y)+=2

Y+ x
z+ (y + 2)

Beweis:

Zu beweisen ist also, dass aus s < t auch s = t folgt.
Zunéachst wird der Beweis fiir die einfachere Relation
— A bewiesen, d.h. s <t = s =ac t. Daraus wird
dann dann die Behauptung des Satzes abgeleitet.

t=aias gdw nur die Gleichungen Al und A2 werden benutzt

Repriasentanten haben die Form:

B s R
si=a odersi=a-t

at+bc = .c bcta
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Satz 5.10 | Al x+y
A2 (zx+4y)+=2

Y+ x
z+(y+2)

Beweis:

Zu beweisen ist also, dass aus s < t auch s = t folgt.
Zunéachst wird der Beweis fiir die einfachere Relation
— A bewiesen, d.h. s <t = s =ac t. Daraus wird
dann dann die Behauptung des Satzes abgeleitet.

t=aias gdw nur die Gleichungen Al und A2 werden benutzt

Repriasentanten haben die Form:

Sigsy S, (atb)c # ic actbc
si=a oder si= a-t

at+bc = .c bcta
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Y+ x
z+(y+2)

Satz 5.10 Al x+y
A2 (zx+4y)+=2

Beweis:

Zu beweisen ist also, dass aus s <= t auch s = t folgt.
Zunéachst wird der Beweis fiir die einfachere Relation
— A bewiesen, d.h. s <t = s =ac t. Daraus wird
dann dann die Behauptung des Satzes abgeleitet.

t=aias gdw nur die Gleichungen Al und A2 werden benutzt

Repriasentanten haben die Form:

Sigsy S, (atb)c # ic actbc
si=a oder si=a-t ab # .c ba

at+bc = .c bcta
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Die {ibrigen Axiome werden in Ersetzungsregeln mit der Richtung , links
nach rechts” umgeformt:

R1 r+1Y =ac Y+=zx

R2 (x+y)+2 =ac z+ (y+2)
R3 T+x  — r

R4 (x+y): 2 — zxT-24+Yy-2
R5 (x-y):-2 — x-(y:2)

Auf diese Weise erhalten wir ein|Ersetzungskalkiil,|bei

dem zwischen den Regelanwendungen Umformungen

bzgl. der Relation =ac angewendet werden konnen
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Die {ibrigen Axiome werden in Ersetzungsregeln mit der Richtung , links
nach rechts” umgeformt:

Al= Rl TH+Y =Ac Y+Z
A2= R2 (z4+y)+2 =ac z+ (y+2)
R3 r+zr —

R4 (x+y): 2 — zxT-24+Yy-2
R5 (x-y):-2 — x-(y:2)

Auf diese Weise erhalten wir ein|Ersetzungskalkiil,|bei

dem zwischen den Regelanwendungen Umformungen

bzgl. der Relation =ac angewendet werden konnen
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Normalisierung ist nicht deterministisch.

Beispielsweise erlaubt der Term ¢ = ((a 4+ a) 4+ (b + b) )c folgende Umfor-
mungen:

((a4a)+ b+ (a+ b +b)ec s (a+b)e = ac+ be
und
((a+a)+(b+b)e — (a+a)c+ (b+b)e
= (ac + ac) + (b+ b)c
= (ac + ac) + (be + be)
1y ar i (be + be)
B3, g+ be

Die Ersetzungsfolgen sind hier sogar unterschiedlich lang.

Man kann jedoch fiir diesen Ersetzungskalkiil zeigen, dass die Normal-
form (trotz des Nichdeterminismus) eindeutig bestimmt ist, man also
von der Normalform sprechen kann.

Dies folgt aus der Eigenschaft des Kalkiils konfluent zu sein, was aber

hier nicht bewiesen wird.
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Wendet man die Regeln dieses Ersetzungskalkiils immer
wieder auf einen elementaren Prozessterm s € BPA an,
so gelangt man nach einer endlichen Zahl von Schritten
zu einem elementaren Prozessterm t € BPA, der nicht
weiter reduziert werden kann. Allgemein heif3t ein

solches t in Ersetzungskalkiilen |[Normalform.| Das

Ersetzungskalkiil selbst heif3t|terminierend. Dies wird

iiblicherweise mit einer Gewichtsfuktion

gew : BPA — IN

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (1éil 1) Seste
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Wendet man die Regeln dieses Ersetzungskalkiils immer
wieder auf einen elementaren Prozessterm s € BPA an,
so gelangt man nach einer endlichen Zahl von Schritten
zu einem elementaren Prozessterm t € BPA, der nicht
weiter reduziert werden kann. Allgemein heif3t ein

solches t in Ersetzungskalkiilen |[Normalform.| Das

Ersetzungskalkiil selbst heif3t|terminierend. Dies wird

iiblicherweise mit einer Gewichtsfuktion
gew : BPA — IN

bewiesen, die im vorliegenden Fall folgendermafien
definiert werden kann (v € A,s,t € BPA).

gew(v) = 2

gew(s +t) := gew(s) + gew(t)
gew(s-t) 1= gew(s)? - gew(t)

Formale Grundlagen der Informatik 11 Kap s: Prozessalgebra (1eil 1) Seite
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Da gew(s1) > gew(s2) > ... > gew(s,) > .. .fiir jede Ableitung s1,s2,...,5q,... gilt, kann es
keine unendlichen Ableitungen geben.
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Da gew(s1) > gew(s2) > ... > gew(s,) > .. .fiir jede Ableitung s1,s2,...,5q,... gilt, kann es
keine unendlichen Ableitungen geben.

gew(v) = 2
7 gew(s +1t) := gew(s) + gew(t)
Beispiel:
gew(s-t) = gew(s)? - gew(t)
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Da gew(s1) > gew(s2) > ... > gew(s,) > .. .fiir jede Ableitung s1,s2,...,5q,... gilt, kann es
keine unendlichen Ableitungen geben.

gew(v) = 2
7 gew(s +1t) := gew(s) + gew(t)
Beispiel:
gew(s-t) = gew(s)? - gew(t)
A VI S
(x+y)- 2 — zx-z24+y-z
gy > = 2-{y 2
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Da gew(s1) > gew(s2) > ... > gew(s,) > .. .fiir jede Ableitung s1,s2,...,5q,... gilt, kann es
keine unendlichen Ableitungen geben.

gew(v) = 2
7 gew(s +1t) := gew(s) + gew(t)
Beispiel:
gew(s-t) = gew(s)? - gew(t)
LR S e L
(x+y)- 2 — zx-z24+y-z
gy > = 2-{y 2
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Da gew(s1) > gew(s2) > ... > gew(s,) > .. .fiir jede Ableitung s1,s2,...,5q,... gilt, kann es
keine unendlichen Ableitungen geben.

gew(v) = 2
7 gew(s +1t) := gew(s) + gew(t)
Beispiel:
gew(s-t) = gew(s)? - gew(t)
2¥%2 X2+ X2
(x+y)- 2 — zx-z24+y-z
gy > = 2-{y 2
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Da gew(s1) > gew(s2) > ... > gew(s,) > .. .fiir jede Ableitung s1,s2,...,5q,... gilt, kann es
keine unendlichen Ableitungen geben.

gew(v) = 2
7 gew(s +1t) := gew(s) + gew(t)
Beispiel:
gew(s-t) = gew(s)? - gew(t)
2¥%2 X2+ X2
Oio=(T+Y) 2 — T 2+Y-2
gy > = 2-{y 2
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Da gew(s1) > gew(s2) > ... > gew(s,) > .. .fiir jede Ableitung s1,s2,...,5q,... gilt, kann es
keine unendlichen Ableitungen geben.

gew(v) = 2
7 gew(s +1t) := gew(s) + gew(t)
Beispiel:
gew(s-t) = gew(s)? - gew(t)
242 ALy )
e+2*2=2(x+y): 2 — x-z+y-z 2224222 =16
gy 2 = 2 (y 2]
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Da gew(s1) > gew(s2) > ... > gew(s,) > .. .fiir jede Ableitung s1,s2,...,5q,... gilt, kann es
keine unendlichen Ableitungen geben.

gew(v) = 2
7 gew(s +t) := gew(s) + gew(t)
Beispiel:
gew(s-t) = gew(s)? - gew(t)
242 x4+ — 2

Do (B+Y) 2 = Tzt yY-z 292437 =16
oo 198 (Y :2 — z-(y 2)
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Da gew(s1) > gew(s2) > ... > gew(s,) > .. .fiir jede Ableitung s1,s2,...,5q,... gilt, kann es
keine unendlichen Ableitungen geben.

gew(v) = 2

gew(s +1t) := gew(s) + gew(t)
Beispiel:
gew(s-t) = gew(s)? - gew(t)

PR AL e i s )
Do (B+Y) 2 = Tzt yY-z 292437 =16
oo 198 (Y :2 — z-(y 2) 12,(2%0) = 32
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Terme in Normalform haben die Struktur ¢; +...4t;, wobei jedes ¢; eine
atomare Aktion a € A ist oder die Form a - s (a € A, s in Normalform)
hat. Durch Induktion iiber ihre Linge beweist man fiir Normalformen n
und n’ :

Lemma: n — n =n =AC n'
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Terme in Normalform haben die Struktur ¢; +...4t;, wobei jedes ¢; eine
atomare Aktion a € A ist oder die Form a - s (a € A, s in Normalform)
hat. Durch Induktion iiber ihre Linge beweist man fiir Normalformen n
und n’ :

Lemma: n — n =n =AC n'

a(cd) + blcd) +a < a+blcd) + alcd)
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Terme in Normalform haben die Struktur ¢; +...4t;, wobei jedes ¢; eine
atomare Aktion a € A ist oder die Form a - s (a € A, s in Normalform)
hat. Durch Induktion iiber ihre Linge beweist man fiir Normalformen n
und n’ :

Lemma: n — n =n =AC n'

a(cd) + blcd) +a = a+bl(cd) + alcd)

Bewelis:
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Terme in Normalform haben die Struktur ¢; +...4t;, wobei jedes ¢; eine
atomare Aktion a € A ist oder die Form a - s (a € A, s in Normalform)
hat. Durch Induktion iiber ihre Linge beweist man fiir Normalformen n
und n’ :

Lemma: n — n =n =AC n'

a(cd) + blcd) +a < a+blcd) + alcd)

Bewelis:

e Falls n einen Summanden der Form a enthéilt,
dann gilt n — / und wegen n < n/ auch n’ = /.

Also ist @ auch in n’ als Summand enthalten.
Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (1éil 1) Seste s USE
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e Falls n einen Summanden der Form a - s enthéilt,
dann gilt n — s und wegen n < n/ auch n’ — t

mit s <> ¢t. Also ist a - ¢t in n/ als Summand

enthalten. Da s und ¢ in Normalform, aber kleiner

als n und n’ sind, folgt durch Induktion s =a¢ t.

Da somit n und n’ dieselben Summanden haben, gilt

n=acn.

a(cd) + b(cd) +a = a+b(cd) + alcd)

Formale Grundlagen der Informatik I1
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e Falls n einen Summanden der Form a - s enthéilt,
dann gilt n — s und wegen n < n/ auch n’ — t

mit s <> ¢t. Also ist a - ¢t in n/ als Summand

enthalten. Da s und ¢ in Normalform, aber kleiner

als n und n’ sind, folgt durch Induktion s =a¢ t.

Da somit n und n’ dieselben Summanden haben, gilt

n=acn.

a(cd) + b(cd) +a = a+b(cd) + alcd)

Formale Grundlagen der Informatik I1
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e Falls n einen Summanden der Form a - s enthéilt,
dann gilt n — s und wegen n < n/ auch n’ — t

mit s <> ¢t. Also ist a - ¢t in n/ als Summand

enthalten. Da s und ¢ in Normalform, aber kleiner

als n und n’ sind, folgt durch Induktion s =a¢ t.

Da somit n und n’ dieselben Summanden haben, gilt

n=acn.

a(cd) + b(cd) +a = a+b(cd) + alcd)

Formale Grundlagen der Informatik I1
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: S i
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Um nun den Beweils von

s <« t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das

Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert

werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des

Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.

Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: S i

]
1
[ ]
]
]
]
[ |
[ ]
I
I
| 4
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: S i

|
]
1
|
|
]
[ ]
|
1
1
v /
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Um nun den Beweils von

s <« t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das

Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert

werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des

Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.

Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: S i

]
1
[ ]
]
]
]
[ |
[ ]
I
I
| 4

Formale Grundlagen der Informatik I1

Kap s: Prozessalgebra (1eil 1) Seite

53

Wednesday, January 5, 2011



Um nun den Beweils von

s <« t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das

Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert

werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des

Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.

Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: S i

]
1
I

ll

I
I
1
|
]
1
I
| 4
n
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: § =—— ¢
." s Kalkiil
!l \\,
v o
& n
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: § =—— ¢
." s Kalkiil
!l \\,
v o
& n
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: § =—— ¢

i \k alkiil

|\

]
1
I

| 4 *,
n n
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: § =—— ¢

i \k alkiil

|\

Korrektheit.

| 4 *,
n n
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: § =—— ¢

i \k alkiil

|\

Korrektheit.

]
1
]
]
(] )
] )
s Y
V - > /
n n
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: § =—— ¢

i \k alkiil

| |
| |

Korrektheit.

|
|
]
[ ]
|
1 ‘
' |
¢ .
v /
mn

n

Lemma: nen =n=scn

Formale Grundlagen der Informatik I1 Kap s: Prozessalgebra (1éil 1) Seste

53

Wednesday, January 5, 2011



Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: § =—— ¢

: alkiil

Korrektheit.

Lemma: nen =n=scn
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: S i

Korrektheit, '/ Iz\, \k“\dlkii/

Lemma: nen =n=scn
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Um nun den Beweis von|s <+ t = s = t| zu fiihren, sei

s <« t angenommen. s und t konnen durch das
Ersetzungssystem zu Normalformen n und n’ reduziert
werden. Dies konnte auch durch den Kalkiil geschehen,
d.h. es gilt: s = n und t = n’. Aus der Korrektheit des
Kalkiils folgt s < n und t <= n/, also insgesamt n < n’.
Fiir solche Normalformen wurde aber oben gezeigt:

n =ac n’. Damit ergibt sich insgesamt:

s=n=acn =t dh s=t.

Annabme: S i

Korrektheit, '/ Iz\, \k“\dlkii/

Lemma: nen =n=scn
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Anmerkung: Aus dem Beweis ergibt sich ein
, mit dem man durch einen Kalkiil s <= ¢
bzw. s = t entscheiden kann. (siehe das folgende

Beispiel).
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Algorithmus 4.1 (Entscheiden von s < ¢t bzw. s =1 )

Input - Zwei Prozessterme s und ¢.
Output - TRUE falls s = t; FALSE falls die Eigenschaft s = ¢ nicht erfiillt ist.

Wende die Regeln R3, R4 und R5 von Seite 139 solange wie moglich auf s an.

Nenne das Ergebnis n (n 1st ein Prozessterm in Normalform).

Wende die Regeln R3, R4 und R5 von Seite 139 solange wie moglich auf ¢ an.

Nenne das Ergebnis n’ (n’ ist ein Prozessterm in Normalform).

Falls n =ac n’, gebe TRUE aus, sonst FALSE.

(Dieser Schritt kann mit den Regeln R1 und R2 durchgefiihrt werden (wobei auf Termination
oder durch andere Verfahren der Textverarbeitung.)
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R1 r+y =ac yY+zx
R2 (z+y)+z =ac z+(y+2)

R3 r+xr — z
R4 (x+y) 2 — xz-24y-2
R5 -2 — z 1y 2
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Beispiel

Z1u entscheiden ist:

(@ + a)(cd) + (be)(d+d) = ((b+a)(c+ c))d
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Beispiel

Z1u entscheiden ist:
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5 (a4 a)(ed) + (be)(d+ d)

23 aled) + (be)(d + d)
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Beispiel

Z1u entscheiden ist:

(a 4+ a)(cd) + (be)(d + d) =

(b+a)(c+ c))d

(be)(d + d)

5 (a+a)(cd) +
23 a(ed) + (be)(d + d)

a(c
22 a(ed) + (be)d
a2 a(cd) + b(cd)
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37,




rechte
Seite:
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rechte (b + ajlc + ofyd
Seite: 23 ((b+ a)c)d
i (b+ a)(cd)
A4
—  b(ed) + a(cd)
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i ((b+a)(c+c))d
Seite: 23 ((b+ a)c)d (a + a)(cd) + (be)(d + d)
AR 5y a)ed) jﬁ a(cd) + (be)(d + d)
T — aled) + (be)d
— b(Cd) a(cd) 2 a(cd) + b(cd)
linke
Seite
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i ((b+a)(ct+c))d
Seite: 23 ((b+ a)c)d (a + a)(cd) + (be)(d + d)
AR 5y a)ed) if a(ed) + (be)(d + d)
T — aled) + (be)d
— b(Cd) CL(Cd) 2 a(cd) + b(ed)
linke
Seite

Die beiden berechneten Normalformen sind
dquivalent (modulo =a¢) und daher auch die

Ausgangsterme.
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